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Введение 

Пространствами, развертывающимися 

пространство Е3, называют результат "склеи-

вания" трехмерного евклидова пространства 

Е3 при помощи равномерно-разрывных под-

групп группы движений этого пространства. 

В статье [1] подробно описан алгоритм опре-

деления и изучения такого вида геометриче-

ских пространств. 

Определение 1 [2]. Подгруппа G дви-

жений евклидова пространства называется 

равномерно-разрывной, если существует та-

кое положительное действительное число d, 

что для любого g ∈ G и любой точки Х ∈ Е3 

условие |X g(X)| ≥ d выполняется тогда и толь-

ко тогда, когда X ≠ g(X).  

В статье [3, теорема 7] показано, что 

существует точно девять типов равномерно-

разрывных групп движений трехмерного ев-

клидова пространства. Отсюда следует, что 

существует точно девять нетривиальных ти-

пов геометрических пространств, разверты-

вающихся на трехмерное евклидово про-

странство. 

В статьях [1, 3, 4] описаны пространства 

Е3
1, Е3

2, Е3
3, которые получаются "склеивани-

ем" трехмерного евклидова пространства Е3 

при помощи групп  

G1 =  
a

Т ,  

G2 = { a
Т }⊗{ b

Т } и  

G3 = 
a

Т ⊗ 
b

Т ⊗{ c
Т } 

соответственно. Здесь a
Т , b

Т  и c
Т  парал-

лельные переносы на некомпланарные векто-

ры a , b и c . 

Пусть F любая фигура в Е3.  

Определение 2 [1]. "Склеиванием" ор-

биты {Gk(F)} называется результат отож-

дествления всех элементов этой орбиты. При 

этом "склеиваются" орбиты всех точек фигу-

ры F. 

Результат "склеивания" орбиты {Gk(F)} 

обозначим F*, т. е. F*={Gk(F)}. Результаты 

"склеивания" орбит точек, прямых и плоско-

стей пространства Е3 будем называть новыми 

точками, прямыми и плоскостями соответ-

ственно.  

Определение 3 [1]. Пространством, по-

лученным "склеиванием" пространства Е3 при 

помощи группы Gk, называется множество 

всех новых точек, прямых и плоскостей. Обо-

значим это пространство Е3
к. 

1. "Склеивание" пространства Е3 

при помощи группы G4 = { al
S

, }  

1.1. Определение пространства Е3
4 

Пространством Е3
4 называется ре-

зультат "склеивания" пространства Е3 при по-

мощи циклической группы G4.  

G4 = { al
S

, }, где al
S

, = (Sl a
Т ), Sl – 

симметрия пространства Е3 относительно 

прямой l, a
Т  – параллельный перенос на 

ненулевой вектор a , a  | | l. 

Так как (Sl · a
Т ) (Sl · a

Т ) = a
Т

2 , то 

группа G4 состоит из всех движений вида  

Sl,(2к+1)
a  и am

Т
2 , где m и k любые целые 

числа. Орбитой любой точки А является мно-

жество  

{Sl,(2к+1)
a (A), am

Т
2 (A)}.  

Если точка А лежит на прямой l, то все 

точки ее орбиты лежат на этой прямой, рас-

стояние между любыми двумя соседними 

точками орбиты равно | a |. 

Если точка А не лежит на прямой l, то 

все точки ее орбиты лежат на двух прямых 

(носителях орбиты), симметричных относи-

тельно l, расстояние между любыми двумя 

соседними точками орбиты, лежащими на од-

ном носителе, равно |2 a |.  

Пусть П – евклидова плоскость, прохо-

дящая через прямую l. Плоскость П разбивает 

все евклидово трехмерное пространство на 

два полупространства Ω1 и Ω2. С помощью 

группы G4 все пространство "склеивается" в 

одно (любое) полупространство (например, в 

Ω1). При этом "сужение" группы G4 на плос-

кость П является циклической группой 

{ al
S

, }, действующей в группе движений 

плоскости П, т.е. в группе движений евклидо-

вой плоскости. Но с помощью этой группы 

евклидова плоскость "склеивается" в "скру-

ченный" цилиндр, т. е. в плоскость Мебиуса 

[5, с. 19–21].  

Пусть П0 – евклидова плоскость, прохо-

дящая через прямую l и перпендикулярная 

плоскости П.  Пусть Пк = akl
S

, (П0), рk = П ∩ 

Пк (рис. 1). Плоскость П разбивает каждую 

плоскость Пк на две полуплоскости. Обозна-

чим Пк1 те полуплоскости, которые лежат в 

Ω1, и через Пк2 те, которые лежат в Ω2. Плос-

кости Пк разбивают все евклидово простран-

ство Е3 на слои. С помощью группы G4 про-

странство Е3 "склеивается" в слой, ограничен-
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ный плоскостями П0 и П2. В этом слое полу-

слой, ограниченный полуплоскостями П02, П12 

и полосой с границами р0, р1, "склеивается" с 

полуслоем, ограниченным полуплоскостями 

П11, П21 и полосой с границами р1, р2. А полу-

слой, ограниченный полуплоскостями П12, П22 

и полосой с границами р1, р2, "склеивается" с 

полуслоем, ограниченным полуплоскостями 

П11, П01 и полосой с границами р1, р0.  

Следовательно, все пространство Е3 

"склеивается" в бесконечный полуслой, огра-

ниченный полуплоскостями П01, П21 и поло-

сой с границами р0, р2. А полоса с границами 

р0, р2 "склеивается" в плоскость Мебиуса.  

Кроме того, полуплоскости П01 и П21 

"склеиваются" между собой. Таким образом, 

получили модель пространства Е3
4 (рис. 1). 

Обозначим эту модель Ф. В четырехмерном 

пространстве это будет бесконечный четы-

рехмерный цилиндр, ограниченный плоско-

стью Мебиуса. 

 

Рис. 1 

 

1.2. Плоскости в пространстве Е3
4 

Пусть Р* – произвольная плоскость в 

пространстве Е3
4 и Р та плоскость простран-

ства Е3, орбита которой определяет Р*. Для 

плоскости Р возможны следующие случаи.  

1. Р ⊃ l. Орбита плоскости Р состоит из 

одной плоскости (самой плоскости Р).  Как 

было описано выше, эта плоскость "склеива-

ется" в "скрученный" цилиндр (плоскость 

Мебиуса). Назовем эти плоскости в простран-

стве Е3
4 плоскостями первого рода. 

2. Р | | a , но l ⊄ P. Орбита Р состоит из 

двух плоскостей, симметричных относитель-

но прямой l. Эти плоскости "склеиваются" с 

одной (любой) из них, пусть с самой плоско-

стью Р. 

Если q – ортогональная проекция пря-

мой l на плоскость Р, то группа G4 индуциру-

ет на плоскости Р группу { aq
S

2, }.  

Но с помощью такой группы плоскость 

Р "склеивается" в плоскость Мебиуса. Плос-

кости пространства Е3
4, полученные в этом 

случае, назовем плоскостями второго рода. 

3. Р ⊥ a (следовательно, Р ⊥ П). Орбита 

Р состоит из всех плоскостей вида Рк = 

akl
S

, (Р), рk = П ∩ Рк, параллельных Р и та-

ких, что расстояние между двумя соседними 

плоскостями равно | a |. Плоскость П разби-

вает каждую плоскость Рк на две полуплоско-

сти. В модель Ф попадают две из них (Р01 и 

Р11). Вся орбита плоскости Р "склеивается" с 

этими полуплоскостями. При этом границы р0 

и р1 "склеиваются" между собой. Результатом 

"склеивания" будут две полуплоскости со 

"склеенными" границами, лежащими в П. По-

лученная фигура гомеоморфна евклидовой 

плоскости. Получили в пространстве Е3
4 

плоскости третьего рода.  

4. Плоскость Р не параллельна и не 

перпендикулярна вектору a . 

Если Рк = { akl
S

, (Р)} орбита плоскости 

Р, то плоскость П разбивает каждую плос-

кость Рк на две полуплоскости Рк1 и Рк2. Все 

они "склеиваются в две винтовые полупо-

верхности, границами которых являются две 

винтовые линии, которые "склеиваются" 

между собой. В результате получается по-

верхность, гомеоморфная винтовой поверхно-

сти. Получили в пространстве Е3
4 плоскости 

четвертого рода. 

1.3. Прямые в пространстве Е3
4 

Пусть р* – любая прямая пространства 

Е3
4 и р – та прямая пространства Е3, орбита 

которой определяет прямую р*. Для прямой р 

возможны следующие случаи.  

1. Прямая р совпадает с l. Орбита этой 

прямой состоит из одной прямой – самой 

прямой l. Если на прямой l зафиксировать 

точку А, то орбита этой точки состоит из всех 

тех и только тех точек, которые лежат на пря-

мой l и расстояние между двумя соседними из 

них равно| a |. Следовательно, прямая l "скле-

ивается" в окружность радиуса 
2

a
.  
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Такая прямая в пространстве Е3
4 един-

ственная. Назовем ее прямой первого рода. 

2. р | | a , но р ≠ l. Орбита этой прямой 

состоит из двух прямых, симметричных отно-

сительно прямой l. Эти прямые "склеиваются" 

в одну (любую) из них. Можно считать, что 

они "склеиваются" в ту прямую, которая ле-

жит в полупространстве Ω. Эта прямая пере-

секает модель Ф по отрезку длины 2| a |. 

Концы этого отрезка "склеиваются" и в ре-

зультате получается окружность радиуса 


a
. 

Получили в пространстве Е3
4 прямые второ-

го рода.  

3. р ⊥ a . Орбита этой прямой состоит 

из всех прямых параллельных р и таких, что 

расстояние между любыми двумя соседними 

прямыми равно | a |. Все эти прямые "склеи-

ваются" в одну (любую) из них, например, в 

ту прямую рк, которая пересекает модель Ф. 

Если прямая рк не лежит в плоскости П, то П 

разбивает ее на две полупрямые. Одна из этих 

полупрямых лежит в модели Ф. Образ второй 

полупрямой при движении al
S

,  тоже лежит в 

Ф. Начала этих полупрямых будут лежать в 

плоскости П и будут "склеиваться" между со-

бой. Итак, в этом случае результатом "склеи-

вания" орбиты прямой р будут два луча со 

"склеенными" началами. Эта фигура гомео-

морфна евклидовой прямой. Если прямая р 

лежит в плоскости П, то ее орбита "склеива-

ется" с самой этой прямой. Эти прямые тоже 

являются евклидовыми. Полученные в про-

странстве Е3
4 прямые назовем прямыми 

третьего рода. 

4. Прямая р не параллельна и не пер-

пендикулярна вектору a .  

В результате "склеивания" орбиты этой 

прямой получается винтовая линия. Получили 

прямые четвертого рода. 

1.4. Взаимное расположение прямых  

и плоскостей в пространстве Е3
4 

1. Все плоскости первого рода пересе-

каются по прямой первого рода. 

2. Любая плоскость первого рода либо 

пересекает плоскость второго рода по прямой 

второго рода, либо не имеет с ней ни одной 

общей точки. 

3. Любые две плоскости второго рода 

либо пересекаются по прямой второго рода, 

либо не имеет ни одной общей точки.  

4. Любая плоскость первого или второго 

рода пересекает плоскость третьего рода по 

прямой третьего рода.  

5. Любые две различные плоскости тре-

тьего рода не имеют ни одной общей точки.  

6. Любая плоскость первого, второго 

или третьего рода пересекает плоскость чет-

вертого рода либо по прямой четвертого рода, 

либо не имеет с ней ни одной общей точки.  

7. Любые две различные плоскости чет-

вертого рода либо не имеют ни одной общей 

точки, либо пересекаются по прямой третьего 

или четвертого рода.  

8. Через любые две различные прямые 

второго рода проходит плоскость второго ро-

да и только одна. 

9. Через две прямые, из которых одна 

прямая первого рода, а вторая – второго рода, 

проходит плоскость второго рода и только 

одна.  

10. Через любые две различные прямые 

третьего рода либо проходит плоскость треть-

его рода и только одна, либо не проходит ни 

одной плоскости.  

11. Через любые две различные прямые 

четвертого рода либо проходит плоскость 

четвертого рода и только одна, либо не про-

ходит ни одной плоскости.  

 

1.5. Параллельность прямых и плоскостей 

в пространстве Е3
4 

Определение 4. Прямые p* и q* про-

странства Е3
4 называются параллельными (p* 

| | q*), если они либо совпадают, либо лежат в 

одной плоскости и не имеют ни одной общей 

точки. 

Определение 5. Плоскости Р1
* и Р2

* 

пространства Е3
4 называются параллельны-

ми, если они либо совпадают, либо не имеют 

ни одной общей точки (обозначение Р1
* | | 

Р2
*). 

Определение 6. Плоскость Р* и прямая 

р* пространства Е3
4 называются параллель-

ными, если прямая р* либо лежит в плоскости 

Р*, либо не имеет с ней ни одной общей точки 

(обозначение р* | | Р*).  

Свойства параллельных прямых  

и плоскостей 

1. p* | | р*; 

2. p* | | q* ⇒ q* | | p*; 

3. ( p* | | q* , q* | | r*) ⇒  p* | | r*; 

4. Р* | | Р*; 
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5. Р1
* | | Р2

* ⇒ Р2
* | | Р1

*; 

6. (Р1
* | | Р2

*, Р2
* | | Р3

*) ⇒ Р1
* | | Р3

*). 

7. Через любую точку пространства Е3
4 

проходит прямая, параллельная данной пря-

мой и только одна.  

8. Через любую точку пространства Е3
4 

проходит плоскость, параллельная данной 

плоскости и только одна.  

2. Метрические свойства плоскости Е3
4 

 

2.1. Расстояние между точками  

в пространстве Е3
4 

Пусть А*, В* любые две точки в простран-

стве Е3
4 и пусть {Ai, i ∈ Z},{Bj, j ∈ Z } соответ-

ствующие им орбиты в пространстве Е3. 

Определение 3 [1]. Расстоянием меж-

ду точками А* и В* в пространстве Е3
4 называ-

ется минимум расстояний между точками Ai  и  
Bj в пространстве Е3 

| А* В* | = min (|Ai  Bj |евк.).  

Свойства расстояний между точками 

10. Для любых двух точек А* и В* про-

странства Е3
4 расстояние |А* В*| существует и 

только одно.  

20. Для любых двух точек А* и В* в со-

ответствующих им орбитах 

{Ai, i ∈ Z} и {Bj, j ∈ Z}  

найдутся такие точки Ai и Bj, что  

|А* В*| = (|Ai  Bj |евк.  

30. |А* В*| ≥ 0 для любых двух точек А* и 

В*.  

40. |А* В*| = 0 тогда и только тогда, когда 

А* = В*.  

50. |А* В*| = | В*А*| для любых двух точек 

А* и В*.   

60. |А* В*| + |В*С*| ≥ |А* С*| для любых 

точек А*, В* и С*.  

Определение 4. Сферой с центром С* и 

радиусом r (r > 0) называется множество всех 

точек М* пространства Е3
4, удовлетворяющих 

условию  

| С* М*| = r. 

 

2.2. Углы между прямыми и плоскостями  

в пространстве Е3
4 

Так как движение евклидова простран-

ства сохраняет углы между прямыми, плоско-

стями и между прямой и плоскостью, то углы 

в пространстве Е3
4 можно определить следу-

ющим образом.  

Углом между прямыми р* и q* (между 

плоскостями Р* и Q*, прямой р* и плоскостью 

P*) называется угол между соответствующи-

ми им евклидовыми прямыми р и q (плоско-

стями P и Q, прямой р и плоскостью P). 

Прямые р* и q*(плоскости P* и Q*, пря-

мая р* и плоскость P*) называются перпенди-

кулярными, если перпендикулярны соответ-

ствующие им евклидовы прямые р и q (плос-

кости P и Q, прямая р и плоскость P). Если 

прямая р* ⊥ q* и р* пересекает q*, то р* называ-

ется перпендикуляром, опущенным на q*.  

Свойства перпендикулярности  

прямых и плоскостей 

1. Из любой точки на любую прямую 

можно опустить перпендикуляр и только один.  

2. Если р*⊥ q*, то q*⊥ р*.  

3. Любая прямая третьего рода перпен-

дикулярна любой прямой первого и второго 

рода. 

4. Если р* является прямой четвертого 

рода, то любая перпендикулярная ей прямая 

тоже будет прямой четвертого рода.  

5. Любая плоскость третьего рода пер-

пендикулярна любой плоскости первого и 

второго рода. 

6. Если Р* плоскость четвертого рода, то 

любая перпендикулярная ей плоскость тоже 

будет плоскостью четвертого рода. 

7. Любая прямая третьего рода перпен-

дикулярна любой плоскости первого и второ-

го рода.  

8. Любая прямая первого и второго рода 

перпендикулярна любой плоскости третьего 

рода.  

9. Если прямая р* является прямой чет-

вертого рода и р* перпендикулярна плоскости 

Р*, то Р* тоже является плоскостью четверто-

го рода. 

2.3. Движения пространства Е3
4 

Определение 5 [6, с. 11]. Движением 

пространства Е3
4 называется взаимно одно-

значное отображение множества точек этого 

пространства на себя, при котором сохраняет-

ся расстояние между точками. 

Обозначим W множество орбит всех то-

чек пространства Е3 при действии группы G4 

={ al
S

, }. Пусть G – группа всех движений 

пространства Е3, G
* – множество всех движе-

ний, при которых множество W отображается 

само на себя. Очевидно, G* является подгруп-
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пой в группе G и G4 является инвариантной 

подгруппой в группе G
* ([3, с. 11]).  

При этом движения из G4 и только они 

отображают каждую орбиту саму на себя.  

В группу G* входят  

1. Параллельные переносы b
T , где b  

любой вектор, параллельный прямой l.  

2. Симметрия (Sl) пространства Е3 от-

носительно прямой l.  

3. Скользящие симметрии (Sl,
c ) отно-

сительно прямой l ( c  || l).   

4. Осевые симметрии (Sр), р ⊥ l.  

5. Симметрии относительно плоскостей 

SQ (Q ⊥ l). 

6. Центральные симметрии ZO, O ∈ l. 

Так как каждое движение из G* отобра-

жает орбиту на орбиту, то каждая точка из Е3
4 

отобразится на точку из Е3
4. Разные точки, 

очевидно, будут отображаться на разные же 

точки. Так как каждое движение из G* сохра-

няет евклидово расстояние, то будет сохра-

няться и расстояние между соответствующи-

ми точками в пространстве Е3
4. Итак, каждому 

движению из G* соответствует движение про-

странства Е3
4. Легко доказать и обратное; 

каждому движению пространства Е3
4 соответ-

ствует хотя бы одно движение евклидова про-

странства.  

Из сказанного выше следует 

Теорема 1. Группа движений простран-

ства Е3
4 изоморфна фактор-группе группы G* 

по подгруппе G3.  

Рассмотрим частные виды движений 

пространства Е3
4. Все движения из G4 порож-

дают тождественное преобразование про-

странства Е3
4. Для остальных движений из G* 

возможны следующие случаи.  

1. Параллельные переносы b
T про-

странства Е3, где b  любой вектор, парал-

лельный прямой l, порождают сдвиги  вдоль 

прямых первого и второго рода. При этом все 

точки пространства Е3
4 сдвигаются в одном 

направлении на одно расстояние.  

2. Симметрия Sl пространства Е3 по-

рождает симметрию пространства Е3
4 

относительно прямой l*. 

3. Скользящие симметрии (Sl,
c ) отно-

сительно прямой l ( c || l) порождают движе-

ния пространства Е3
4, которые являются про-

изведениями осевой симметрии относительно 

прямой l* и сдвига, порожденного параллель-

ным переносом с
Т .  

Это движение назовем скользящей 

симметрией относительно прямой l*.  

4. Осевые симметрии Sp (p ⊥ l) порож-

дают осевые симметрии пространства Е3
4 

относительно прямых третьего рода. Обозна-

чим их *p
S . 

5. Симметрии относительно плоскостей 

SQ (Q ⊥ l) определяют симметрии пространства 

Е3
4 относительно плоскостей третьего рода. 

6. Центральные симметрии ZO, O ∈ П 

порождают центральные симметрии про-

странства Е3
4 относительно точек О*∈ l*. 

Эти движения назовем центральными сим-

метриями пространства Е3
4 и будем обо-

значать *O
Z . 
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