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1. Некоторые понятия и определения 
 

Проблемы устойчивости решений си-

стемы дифференциальных уравнений иссле-

дованы во многих фундаментальных работах 

                                                                 

 Эта работа © 2022 Иванов Г. Г., Алфё-

ров Г. В., Королёв В. С. лицензируется под CC BY 

4.0. Чтобы просмотреть копию этой лицензии, по-

сетите http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/  

[1–6] и получили возможности [7–12] для 

практического применения.  

Рассматривается известная теорема В.И. 

Зубова об области асимптотической устойчи-

вости [3]. Она обобщается на случай системы 

дифференциальных уравнений, правая часть 

которой явно зависит от времени.  

Здесь показывается, как можно исполь-

зовать теорему для ответа на вопрос о суще-

ствовании у рассматриваемого уравнения пе-
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риодических решений [13–21], отличных от 

тривиального, а также находить эти периоди-

ческие решения, используя построенные 

функции Ляпунова [22–27].  

Рассмотрим систему дифференциаль-

ных уравнений  

0,,0)(),,(= tfxtfx        (1) 

где 
T

nxxx ),,(= 1   – n-мерный вектор фазо-

вых переменных, а 
T

n xtfxtfxtf )),(,),,((=),( 1  – n-мерная 

вектор-функция.  

Пусть функция ),( xtf   определена, 

вещественна и непрерывна по совокупности 

аргументов, и пусть точка x = 0 является по-

ложением равновесия для системы (1), т.е.  

),( xtf ≡ 0. 

Решение системы уравнений (1), начи-

нающееся при 0tt   в точке 0xx  , обозна-

чим через .),,( 00 xttx  Предположим, что си-

стема (1) обладает свойством единственности 

решения, и что решение 0x  этой системы 

равномерно асимптотически устойчиво по 

Ляпунову.  

Множество A всех точек .),( 00 xt  для 

которых  

0),,( 00 xttx  при x  

будем называть областью асимптотической 

устойчивости.  

В силу предположения об асимптотиче-

ской устойчивости по Ляпунову решения 

0x  множество A для системы (1) не являет-

ся пустым множеством. Покажем, что оно от-

крыто.  

Предположим противное, т.е., что су-

ществует точка ),( 00 xt ∈ A и что эта точка не 

является внутренней точкой множества A.  

Поскольку ),( 00 xt  по предположению 

принадлежит A, то существует такое T, что 


2

1
),,( 00 xtTx  

и при всех  t  

),(),,( 00 xttx  

где   и   удовлетворяют определению рав-

номерной устойчивости по Ляпунову для ре-

шения 0x . Тогда, в силу теоремы об инте-

гральной непрерывности, найдется 𝜂 > 0 такое, 

что для любой точки (𝑡0
⋇ , 𝑥0

⋇) из 𝜂 -окрестности 

точки (𝑡0, 𝑥0)  при всех t ∈ [𝑡0 , T] будет выпол-

няться неравенство  

‖𝑥(𝑡, 𝑡0, 𝑥0) − 𝑥(𝑡, 𝑡0
⋇ , 𝑥0

⋇)‖ <
1

2
𝛿,  

из которого, очевидно, следует, что 

‖𝑥(𝑇, 𝑡0
⋇ , 𝑥0

⋇)‖ < 𝛿, 

а значит 

‖𝑥(𝑡, 𝑡0
⋇ , 𝑥0

⋇)‖ < 𝜀  

при t > T и ‖𝑥(𝑡, 𝑡0
⋇ , 𝑥0

⋇)‖ → 0 при  𝑡 → ∞, т.е. 

точка (𝑡0
⋇ , 𝑥0

⋇) ∈ 𝐴. Отсюда, в силу произ-

вольности выбора точки (𝑡0
⋇ , 𝑥0

⋇), заключаем, 

что если точка (𝑡0, 𝑥0) ∈A, то множеству A 

принадлежит и некоторая ее окрестность, что 

и доказывает открытость множества A. 

Покажем, что A является связным мно-

жеством.  

Выберем в A две произвольные точки 

(𝑡0
⋇ , 𝑥0

⋇) и (𝑡0, 𝑥0). Не нарушая общности, 

можно считать, что 𝑡0 = 𝑡0
⋇ . В силу того, что 

выбранные точки принадлежат области 

асимптотической устойчивости, найдется та-

кое большое T, что будет 

‖𝑥(𝑇, 𝑡0 , 𝑥0)‖ < 𝛿 
и 

‖𝑥(𝑇, 𝑡0
⋇ , 𝑥0

⋇)‖ < 𝛿. 

где δ взято из определения устойчивости.  

По предположению, 0x  является 

равномерно асимптотически устойчивым ре-

шением системы (1), и следовательно, точка 

(𝑡, 𝑥)  ∈ A при любом t, если ‖𝑥‖ < δ. Но тогда 

точки (𝑇, 𝑥(𝑇, 𝑡0 , 𝑥0)) и (𝑇, 𝑥(𝑇, 𝑡0 , 𝑥0
⋇))  при-

надлежат связной части множества A и, сле-

довательно, могут быть соединены непрерыв-

ной кривой. Применяя к этой кривой обратное 

преобразование, сдвигающее каждую точку 

этой линии по соответствующей интеграль-

ной кривой на время 𝑡0 − 𝑇, получим непре-

рывную кривую, соединяющую точки (𝑡0, 𝑥0) 

и (𝑡0, 𝑥0
⋇) и целиком лежащую в A.  

Отсюда следует, что A является связным 

множеством. Отметим, что если 𝑡0 ≠ 𝑡0
⋇ , то нам  

надо к уже полученной кривой добавить отре-

зок интегральной кривой, соединяющий соот-

ветствующие точки в моменты 𝑡0 и 𝑡0
⋇. 

2. Теорема об области  

асимптотической устойчивости 

Теорема 1. Для того чтобы наперед за-

данная инвариантная область 𝐴 ⊂ 𝑅𝑛+1, со-

держащая прямую (𝑡, 𝑥 = 0) , была областью 

асимптотической устойчивости положения 

равновесия системы (1), необходимо и доста-

точно, чтобы существовали две функции 
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𝑉(𝑡, 𝑥)  и 𝑊(𝑡, 𝑥) , обладающие следующими 

свойствами:  

1. Функции V, W заданы в A, веще-

ственны и непрерывны, причем 𝑉(𝑡, 𝑥)  не-

прерывна в точке x = 0 равномерно по t;  

2. Функция V отрицательно определен-

ная, а функция W положительно определен-

ная;  

3. В области A выполнены неравенства  

−1 < 𝑉(𝑡, 𝑥) < 0,   𝑥 ≠ 0,      (2) 

𝑊(𝑡, 𝑥) ≥ 𝜑(𝑥),             (3) 

где 𝜑(𝑥) – некоторая положительно опреде-

ленная функция, такая, что 

𝜑(𝑥) > 𝛼 > 0 при ‖𝑥‖ > 𝛽 > 0.      (4) 

4. Вдоль интегральных кривых системы 

(1) функция 𝑉(𝑡, 𝑥) непрерывно дифференци-

руема и  

 
𝑑𝑉(𝑡,𝑥)

𝑑𝑡
|(1) = 𝑊(𝑥, 𝑡)(1 + 𝑉(𝑥, 𝑡).         (5)  

Доказательство  

Необходимость. Пусть A является об-

ластью асимптотической устойчивости. По-

строим функции V и W, удовлетворяющие 

условиям теоремы.  

Прежде всего преобразуем систему 

(1), сделав в ней замену:  

𝑑𝑠 = 𝑑𝑡√1 + ∑ 𝑓𝑖
2(𝑡, 𝑥)𝑛

𝑖=1  .             (6) 

В результате получим систему уравнений  
𝑑𝑥

𝑑𝑠
=

𝑓(𝑡,𝑥)

√1+∑ 𝑓𝑖
2(𝑡,𝑥)𝑛

𝑖=1

,  
𝑑𝑡

𝑑𝑠
=

1

√1+∑ 𝑓𝑖
2(𝑡,𝑥)𝑛

𝑖=1

.       (7)  

Правые части системы (7) являются 

непрерывными и ограниченными функциями 

переменных t и x, что обеспечивает [3] суще-

ствование решений этой системы на всей оси 

−∞ < s < +∞. 

После замены (6) область асимптоти-

ческой устойчивости 𝐴 системы (1), перейдет 

в область асимптотической устойчивости 𝐴′ 

системы (7). То есть, 𝐴′– есть множество то-

чек (𝑠0, 𝑥0), удовлетворяющих условиям: 

I. любая интегральная кривая 𝑥(𝑠; 𝑠0, 𝑥0) 

системы (7), начинающаяся в области 𝐴′ , при 

любом s принадлежит области 𝐴′;  
II. имеет место равномерная устойчи-

вость решения 0x и 

lim
𝑠→∞

‖𝑥(𝑠; 𝑠0, 𝑥0)‖ = 0        (8) 

 при (𝑠0, 𝑥0) ∈ 𝐴′.  
Выберем произвольное  𝜀 > 0 . Соглас-

но определению равномерной асимптотиче-

ской устойчивости, найдем 𝛿(𝜀) > 0 такое, 

что при ‖𝑥0‖ < 𝛿 будет ‖𝑥(𝑠; 𝑠0, 𝑥0)‖ < 𝜀 при 

всех 𝑠 > 𝑠0  и  lim
𝑠→∞

‖𝑥(𝑠; 𝑠0, 𝑥0)‖ = 0. 

Построим непрерывную функцию 𝐿(𝑠),  
заданную при 𝑠 > −∞, строго убывающую от 

+∞ до 0 при s → +∞ и такую, что  

‖𝑥(𝑠 + 𝜏; 𝑠0, 𝑥0)‖ < 𝐿(𝜏)              (9) 

при   𝜏 > 0, ‖𝑥0‖ < 𝛿. 
Положим 

𝐿′(𝜏) = sup
‖𝑥0‖≤𝛿

‖𝑥(𝑠0 + 𝜏; 𝑠0, 𝑥0)‖. 

Ясно, что функция 𝐿′(𝜏),) задана при 𝜏 > 0 и 

обладает свойствами: 

0 ≤ 𝐿′(𝜏) < 𝜀 при  𝜏 > 0, 

𝐿′(𝜏) → 0  при  𝜏 → +∞ . 

Выберем теперь непрерывную функцию 

𝐿(𝜏), заданную при −∞ < 𝜏 < +∞ , строго 

убывающую от +∞ до 0 при τ , возрастающем 

от −∞ до +∞, и такую, что при τ > 0 𝐿(𝜏) ≥
𝐿′(𝜏) . 

Легко видеть, что построенная таким 

образом функция удовлетворяет всем нашим 

требованиям. Выберем функцию 

𝜙(𝑥) = ‖𝑥(𝑠; 𝑠0, 𝑥0)‖𝑒−𝐿−1‖𝑥(𝑠;𝑠0,𝑥0)‖. 

Здесь через 𝐿−1(𝜂) обозначена обратная к 

𝐿(𝜏) функция. Положим  

𝑉̅(𝑠, 𝑥) = − ∫ 𝜙(𝑥(𝜆; 𝑠, 𝑥))𝑑𝜆.
∞

𝑠
          (10)  

Покажем, что при (𝑠, 𝑥) ∈ 𝐴′ интеграл (10) 

сходится. Если (𝑠, 𝑥) ∈ 𝐴′ , то можно указать 

величину Λ(𝑠, 𝑥) такую, что при 𝜆 > 𝑠 +
Λ(𝑠, 𝑥)  будет 

‖𝑥(𝜆; 𝑠, 𝑥)‖ < 𝛿. 

Представим интеграл в (10) в виде суммы 

двух интегралов:  

∫ 𝜙(𝑥(𝜆; 𝑠, 𝑥))𝑑𝜆 =
∞

𝑠

 

= ∫ 𝜙𝑑𝜆
𝑠+Λ(s,x)

𝑠
+ ∫ 𝜙𝑑𝜆

∞

𝑠+Λ(s,x)
.       (11) 

Сделав в последнем интеграле замену пере-

менной интегрирования  

𝜆 = 𝜆̅ + 𝑠 + Λ(𝑠, 𝑥) 

и положив  

𝑠̅ = 𝑠 + Λ(𝑠, 𝑥), 𝑥̅ = 𝑥(𝑠̅; 𝑠, 𝑥), 
получим  

∫ 𝜙(𝑥(𝜆; 𝑠, 𝑥))𝑑𝜆 =
∞

𝑠

 

= ∫ 𝜙 (𝑥(𝑠̅ + 𝜆̅; 𝑠̅, 𝑥̅)) 𝑑𝜆̅
∞

0
.         (12) 

В силу выбора Λ(𝑠, 𝑥))  

‖𝑥̅‖ < 𝛿, 

а тогда, учитывая равномерную асимптотиче-

скую устойчивость решения x ≡ 0 системы (7), 

при всех 𝜆̅ > 0  будет 

‖𝑥(𝑠̅ + 𝜆̅; 𝑠̅, 𝑥̅)‖ < 𝜀. 
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Кроме того, в силу (9) при всех 𝜆̅ > 0 будет 

‖𝑥(𝑠̅ + 𝜆̅; 𝑠̅, 𝑥̅)‖ < 𝐿(𝜆̅). 
Применяя к этому неравенству обратную 

функцию, получим  

𝜆̅ < 𝐿−1(‖𝑥(𝑠̅ + 𝜆̅; 𝑠̅, 𝑥̅)‖). 
Откуда 

‖𝑥(𝑠̅ + 𝜆̅; 𝑠̅, 𝑥̅)‖𝑒−𝜆̅ > 

> 𝜙 (𝑥(𝑠̅ + 𝜆̅; 𝑠̅, 𝑥̅)).                (13) 

Применяя (13) к оценке интеграла (12), полу-

чим 

∫ 𝜙(𝑥(𝜆; 𝑠, 𝑥))𝑑𝜆 < 𝜀 ∫ 𝑒−𝜆̅𝑑𝜆̅ =
∞

0

∞

𝑠

𝜀. 

Таким образом, сходимость (11) доказана.  

Приступим теперь к исследованию не-

прерывности функции 𝑉̅(𝑠, 𝑥) . Прежде всего 

покажем, что 𝑉̅(𝑠, 𝑥) равномерно непрерывна 

по s в точке x ≡ 0.  

Действительно,  

|𝑉̅(𝑠, 𝑥)| = ∫ 𝜙(𝑥(𝑠 + 𝜆̅; 𝑠, 𝑥))𝑑𝜆̅
∞

0
. 

Этот интеграл ничем принципиально не 

отличается от интеграла, стоящего в правой 

части равенства (12). Если теперь выберем 

‖𝑥‖ < 𝛿, то для рассматриваемого интеграла 

останутся справедливыми все рассуждения, 

проведенные для интеграла из правой части 

(12). Но тогда будет иметь место и оценка 

|𝑉̅(𝑠, 𝑥)| < 𝜖, 

при ‖𝑥‖ < 𝛿. Учитывая произвольность вы-

бора момента s ≥ 0, заключаем, что для любо-

го 𝜖 > 0 существует δ > 0 такое, что сразу для 

всех s ≥ 0 будет |𝑉̅(𝑠, 𝑥)| < 𝜖 как только 

‖𝑥‖ < 𝛿, что и означает равномерную непре-

рывность по s функции  𝑉̅(𝑠, 𝑥) в точке x = 0.  

Покажем теперь, что функция 𝑉̅(𝑠, 𝑥) 

непрерывна в 𝐴′. Пусть (𝑠1, 𝑥1) и (𝑠2, 𝑥2) – две 

произвольные точки, принадлежащие 𝐴′. То-

гда найдется 𝑆 > 0 такое, что 

∫ 𝜙(𝑥(𝑠𝑖 + 𝜆̅; 𝑠𝑖, 𝑥𝑖))𝑑𝜆̅
∞

𝑆

<
1

3
𝜖′,   𝑖 = 1,2, 

где 𝜖′ > 0 – некоторая положительная посто-

янная. В силу интегральной непрерывности 

по числу 𝑆 > 0 и 𝜎2 > 0 можно выбрать 𝜎1 =
𝜎1(𝑆, 𝜎2)  такое, что при 

‖𝑥1 − 𝑥2‖ < 𝜎1, ‖𝑠1 − 𝑠2‖ < 𝜎1 

будет  

‖𝑥(𝑠1 + 𝜆̅; 𝑠1, 𝑥1) − 𝑥(𝑠2 + 𝜆̅; 𝑠2, 𝑥2)‖ < 𝜎2 

при всех 𝜆̅ ∈ [0, 𝑆]. Кроме того, 𝜎2 можно вы-

брать столь малым, чтобы 

|𝜙1 − 𝜙2| <
𝜖′

3𝑆
., 

𝜙1 = 𝜙 (𝑥(𝑠1 + 𝜆̅; 𝑠1, 𝑥1)), 

𝜙2 = 𝜙(𝑥(𝑠2 + 𝜆̅; 𝑠2, 𝑥2)). 

Объединяя все полученные оценки, приходим 

к неравенству  

|𝑉̅(𝑠1, 𝑥1) − 𝑉̅(𝑠2, 𝑥2)| = 

= |∫ [𝜙1 − 𝜙2]𝑑𝜆̅
∞

0

| < 𝜖′ 

при ‖𝑥1 − 𝑥2‖ < 𝜎1.  
А это, в силу произвольности выбора 

величины 𝜖′ > 0 и произвольности выбора 

точки, например (𝑠1, 𝑥1), как раз означает, что 

функция 𝑉̅(𝑠, 𝑥)  непрерывна в 𝐴′ .  
Итак, мы показали, что функция 𝑉̅(𝑠, 𝑥)) 

непрерывна в области 𝐴′ и равномерно непре-

рывна по s ≥ 0 в точке x = 0.  

Покажем, что 𝑉̅(𝑠, 𝑥) отрицательно 

определенная функция.  

Пусть 𝛼 =
1

2
‖𝑥̅‖. 

Тогда 

|𝑉̅(𝑠, 𝑥)| = − ∫ 𝜙(𝑥(𝑠 + 𝜆̅; 𝑠, 𝑥))𝑑𝜆̅
𝛼

0
 .  (14) 

Но 

‖𝑥(𝑠 + 𝜆̅; 𝑠, 𝑥)‖ = 

= ‖∫
𝑓(𝑥(𝜉; 𝑠, 𝑥), 𝜉)

√1 + ‖𝑓(𝑥(𝜉; 𝑠, 𝑥), 𝜉)‖2

𝑠+𝜆̅

𝑠

𝑑𝜉‖ ≤ 𝜆̅ 

следовательно, при 0 ≤ 𝜆̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ≤∝  

‖𝑥(𝑠 + 𝜆̅; 𝑠, 𝑥) − 𝑥‖ ≤
1

2
‖𝑥‖. 

Откуда 

‖𝑥(𝑠 + 𝜆̅; 𝑠, 𝑥)‖ ≥
1

2
‖𝑥‖.        (15) 

Подставляя (15) в (14), получаем 

𝑉̅(𝑠, 𝑥) ≤ −
1

2
‖𝑥‖𝜙 (

1

2
‖𝑥‖), 

что и доказывает отрицательную определен-

ность функции 𝑉̅(𝑠, 𝑥).  

Покажем далее, что при любом фикси-

рованном 𝑠0 ≥ 0  

lim
𝑘→∞

𝑉̅(𝑠0, 𝑥𝑘) = −∞, 

lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 𝑥0, 

где  𝑥𝑘 ∈ 𝐴′, 𝑥0 ∈ 𝜕𝐴′ − границе области. 

Выберем некоторое 𝛿̅ < 𝛿 и обозначим 

через 𝑠𝑘 момент, когда интегральная кривая 

𝑥(𝑠0 + 𝑠; 𝑠0, 𝑥0) 

попадает на поверхность ‖𝑥‖ = 𝛿̅ . Покажем, 

что при этом последовательность {𝑠𝑘} → +∞. 

Предположим противное, т.е., что {𝑠𝑘} ↛
+∞ . Тогда, не нарушая общности, можно 

считать, что lim
𝑘→∞

𝑠𝑘 = 𝑠∗. 
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В силу интегральной непрерывности по 𝑠∗ и 

𝜎1.  можно выбрать 𝜎2 > 0. такое, что для всех  

𝑠 ∈ [0, 𝑠∗]  при ‖𝑥𝑘 − 𝑥0‖ < 𝜎2 будет  

‖𝑥(𝑠0 + 𝑠; 𝑠0, 𝑥𝑘) − 𝑥(𝑠0 + 𝑠; 𝑠0, 𝑥0)‖ < 𝜎1. 
Кроме того, 𝜎1 можно взять столь ма-

лым, чтобы выполнялось неравенство 

‖𝑥(𝑠0 + 𝑠∗; 𝑠0, 𝑥0)‖ < 𝛿. 
Этим самым показано, что 𝑥0 ∈ 𝐴′, вопреки 

предположению. Полученное противоречие и 

доказывает стремление для последовательно-

сти {𝑠𝑘} → +∞ при k → ∞.  

Рассмотрим 𝑉̅(𝑠0, 𝑥𝑘).  

Представим ее в виде 

𝑉̅(𝑠0, 𝑥𝑘) = − ∫ 𝜙𝑑𝜆
𝑠0+𝑠𝑘

𝑠0

− ∫ 𝜙𝑑𝜆
∞

𝑠0+𝑠𝑘

 

для 𝜙 = 𝜙(𝑥(𝜆; 𝑠0, 𝑥𝑘)).  

Сделав в последнем интеграле замену 

переменной интегрирования 

𝜆 = 𝜆̅ + 𝑠0 + 𝑠𝑘 

и положив 𝑠𝑘̅ = 𝑠0 + 𝑠𝑘 ,  𝑥̅𝑘 = 𝑥(𝑠𝑘; 𝑠0, 𝑥𝑘), 

получим 

𝑉̅(𝑠0, 𝑥𝑘) = − ∫ 𝜙(𝑥(𝜆; 𝑠0. 𝑥𝑘))𝑑𝜆
𝑠0+𝑠𝑘

𝑠0
−

− ∫ 𝜙 (𝑥(𝑠𝑘̅ + 𝜆̅; 𝑠𝑘̅. 𝑥𝑘̅̅ ̅)) 𝑑𝜆.
∞

0
                   (16) 

По самому построению ‖𝑥‖ = 𝛿̅ < 𝛿̅ , и пото-

му последний интеграл из (16) ничем принци-

пиально не отличается от интеграла, стоящего 

в правой части (12). Но тогда для него спра-

ведлива оценка 

∫ 𝜙(𝑥(𝑠𝑘̅ + 𝜆̅; 𝑠𝑘̅ . 𝑥𝑘̅̅ ̅))𝑑𝜆
∞

0
< 𝜖.        (17) 

Далее, так как при  𝑠 ∈ [0, 𝑠𝑘] 
‖𝑥(𝑠0 + 𝑠; 𝑠0, 𝑥𝑘)‖ ≥, 

а 𝜙(𝑥) монотонно возрастает вместе с ‖𝑥‖, то 

существует такое 𝛼∗, что для всех 𝑠 ∈ [0, 𝑠𝑘]  
будет  

𝜙(𝑥(𝑠0 + 𝑠; 𝑠0, 𝑥𝑘) ≥ 𝛼∗. 
Но тогда  

∫ 𝜙(𝑥(𝜆; 𝑠0. 𝑥𝑘))𝑑𝜆 ≥ 𝛼∗𝑠𝑘
𝑠0+𝑠𝑘

𝑠0
 .    (18) 

Подставляя в (16) оценки (17) и (18), получим  

𝑉̅(𝑠0, 𝑥𝑘) < 𝜖 − 𝛼∗𝑠𝑘. 

Вспоминая, что при k → ∞ 𝑠𝑘→ ∞, и 

учитывая произвольность выбора момента 𝑠0, 

убеждаемся в справедливости нашего утвер-

ждения.  

Наконец, определим  
𝑑𝑉

𝑑𝑠

̅̅ ̅
. 

Следуя [1], имеем  
𝑑

𝑑𝑠
𝑉̅(𝑠, 𝑥) = {

𝑑

𝑑𝜉
𝑉̅(𝜉, 𝑥(𝜉; 𝑠, 𝑥))}

𝜉=𝑠

= 

= − {
𝑑

𝑑𝜉
∫ 𝜙(𝑥(𝜆; 𝜉, 𝑥(𝜉; 𝑠, 𝑥)))𝑑𝜆

∞

𝜉
}

𝜉=𝑠
. 

Таким образом, мы показали, что на 

решениях системы (7) 
𝑑𝑉

𝑑𝑠

̅̅ ̅
  есть функция поло-

жительно определенная.  

Возвращаясь к системе (1), положим 

𝑉∗(𝑡, 𝑥) = 𝑉̅(𝑠(𝑡), 𝑥), 

где 𝑠(𝑡) определяется из системы (7).  

Легко проверить, что функция 𝑉∗(𝑡, 𝑥) 

обладает теми же свойствами, что и функция 

𝑉̅(𝑠, 𝑥) в области 𝐴′. Непосредственным вы-

числением проверяем, что на решениях си-

стемы (1)  

 
𝑑

𝑑𝑡
𝑉∗(𝑡, 𝑥) = 𝜙(𝑥)√1 + ‖𝑓(𝑡, 𝑥)‖2 =

= 𝑊(𝑡, 𝑥). 
Очевидно, что 𝑊(𝑡, 𝑥) удовлетворяет 

требованиям 1–3 теоремы.  

Положим, наконец, 

𝑉(𝑡, 𝑥) = 𝑒𝑉∗(𝑡,𝑥) − 1. 
Построенная функция 𝑉(𝑡, 𝑥), очевидно, так-

же удовлетворяет требованиям 1–3 теоремы. 

Найдем ее полную производную на ре-

шениях системы (1): 

𝑑

𝑑𝑡
𝑉(𝑡, 𝑥) = ( 

𝑑

𝑑𝑡
𝑉∗(𝑡, 𝑥)) 𝑒𝑉∗(𝑡,𝑥) = 

= 𝑊(𝑡, 𝑥)(𝑉(𝑡, 𝑥) + 1), 
т.е. имеет место равенство (5). Необходимость 

условий теоремы доказана полностью. 

Достаточность. Пусть для некоторой 

инвариантной области A выполнены условия 

теоремы. Тогда, так как функция  𝑉(𝑡, 𝑥)  от-

рицательно определенная и равномерно не-

прерывная по 𝑡 ≥ 0 в точке 𝑥 = 0 , и, как сле-

дует из соотношений (2), (3), (5), ее полная 

производная в силу системы (1) является по-

ложительно определенной функцией, будет 

выполнено условие равномерной асимптоти-

ческой устойчивости положения равновесия 

𝑥 = 0 [2]. Следовательно, по любому 𝜖 > 0 

можно указать 𝛿(𝜖) > 0  такое, что при 

‖𝑥0‖ < 𝛿  и 𝑡 > 0 будет 

‖𝑥(𝑡0 + 𝑡; 𝑡0, 𝑥0)‖ < 𝜖, 

lim
𝑡→+∞ 

‖𝑥(𝑡0 + 𝑡; 𝑡0, 𝑥0)‖ = 0.       (19) 

Возьмем произвольную точку  (𝑡0, 𝑥0) ∈
𝐴  и покажем, что lim

𝑡→+∞
‖𝑥(𝑡0 + 𝑡; 𝑡0, 𝑥0)‖ = 0. 

Для этого, согласно (19), достаточно показать, 

что для любого 𝛿′ < 𝛿  существует 𝑇(𝛿′) та-

кое, что ‖𝑥(𝑡0 + 𝑇(𝛿′); 𝑡0, 𝑥0)‖ < 𝛿′. 
Пусть, напротив, для некоторой точки 

(𝑡0, 𝑥0) ∈ 𝐴 и некоторого 𝛿′ < 𝛿 требуемого 

𝑇(𝛿′) не существует.  
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В этом случае в качестве функции Ля-

пунова возьмем  

𝑉∗(𝑡, 𝑥) = ln(1 + 𝑉). 
Из соотношений (2)–(5) следует, что 

функция 𝑉∗ – отрицательно определенная, а 

ее полная производная в силу системы (1) 

удовлетворяет оценке 

𝑑𝑉∗

𝑑𝑡
=

1

1 + 𝑉
 
𝑑𝑉

𝑑𝑡
=

1

1 + 𝑉
𝑊(1 + 𝑉) = 

= 𝑊 ≥ 𝜙(𝑥) ≥ 𝛼(𝛿′) > 0. 

Интегрируя это неравенство, найдем  

𝑉∗ ≥ 𝑉0
∗ + 𝑡𝛼(𝛿′). 

Таким образом, с ростом t функция 

𝑉∗  будет принимать сколь угодно большие 

значения, что невозможно ввиду ее отрица-

тельности. Полученное противоречие и дока-

зывает существование требуемого 𝑇(𝛿′).  

Для завершения доказательства теоре-

мы отметим, что при доказательстве доста-

точности мы постоянно пользовались инвари-

антностью области A, так как, согласно усло-

вию 3 теоремы, все приведенные здесь рас-

суждения и оценки справедливы разве лишь в 

области A, т. е. когда  

(𝑡0 + 𝑡, 𝑥(𝑡0 + 𝑡; 𝑡0, 𝑥0)) ∈ 𝐴 

для всех 𝑡 > 0, если  (𝑡0, 𝑥0) ∈ 𝐴. 

3. Использование функций  

Ляпунова для нахождения  

периодических решений  

Рассмотрим использование функций 

Ляпунова для нахождения периодических ре-

шений дифференциального уравнения перво-

го порядка: 

𝑥̇ = 𝑓(𝑡, 𝑥),   (20) 

где 𝑓 – 𝜔-периодическая по 𝑡 и непрерывная 

на 𝑅2 функция. Кроме того, пусть 𝑓 такова, 

что имеет место существование и единствен-

ность решения, и 𝑓(𝑡, 𝑥) ≡ 0. 

Теорема 2. Если 𝑥 = 0 является изолиро-

ванным периодическим решением уравнения 

(20), то либо для уравнения (20), либо для 

уравнения  

𝑥̇ = −𝑓(−𝑡, 𝑥)                      (21) 

существуют функции 𝑉(𝑡, 𝑥) и 𝑊(𝑡, 𝑥) такие, 

что:  

1. Функции 𝑉(𝑡, 𝑥) и 𝑊(𝑡, 𝑥) заданы, ве-

щественны и непрерывны в некоторой открытой, 

связной, инвариантной области 𝐴 ⊂ 𝑅2, содер-

жащей прямую (𝑡, 0)), причем 𝑉(𝑡, 𝑥) непре-

рывна в точке 𝑥 = 0  равномерно по 𝑡 . 

2. Функция V отрицательно определен-

ная, а функция W положительно определенная. 

3. В области A выполнено неравенство 

−1 < 𝑉(𝑡, 𝑥) < 0, 𝑥 ≠ 0. 
4. Вдоль интегральных кривых соответ-

ствующего уравнения, принадлежащих обла-

сти A, функция 𝑉(𝑡, 𝑥) непрерывно диффе-

ренцируема и  
𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 𝑊(1 + 𝑉). 

5. Если уравнение  

𝑉(𝑡, 𝑥) = −1 

имеет непрерывное решение 𝑥̅(𝑡), то 𝑥̅(𝑡) бу-

дет 𝜔-периодическим решением уравнения 

(20), причем между решениями 𝑥 ≡ 0 и 𝑥 =
𝑥̅(𝑡)) других периодических решений уравне-

ние (20) не имеет. В противном случае урав-

нение (20) имеет единственное периодическое 

решение 𝑥 ≡ 0.  

Доказательство. Пусть выполнено 

условие теоремы. Тогда, согласно [5], реше-

ние 𝑥 ≡ 0 уравнения (20) будет либо асимпто-

тически устойчиво относительно, например, 

верхней полуплоскости 𝑥 ≥ 0, либо неустой-

чиво. Во втором случае, положив 𝜏 = −𝑡 и 

перейдя от уравнения (20) к уравнению (21), 

вновь придем к случаю асимптотической 

устойчивости относительно верхней полу-

плоскости нулевого решения.  

Пусть, для определенности, решение 

𝑥 ≡ 0 уравнения (20) асимптотически устой-

чиво относительно полуплоскости 𝑥 ≥ 0. От-

метим, что в силу условия единственности 

решения оно будет и равномерно асимптоти-

чески устойчиво.  

Обозначим через 𝐴 ⊂ 𝑅2 множество то-

чек (𝑡0, 𝑥0) , 𝑥0 > 0 , таких, что 

lim
𝑡→+∞

 𝑥(𝑡; 𝑡0, 𝑥0) = 0 ,  

где через 𝑥(𝑡; 𝑡0, 𝑥0) обозначено решение 

уравнения (20), начинающееся в точке 𝑥0 в 

момент времени 𝑡 = 𝑡0. Повторяя рассужде-

ния, приведенные ранее, нетрудно показать, 

что множество 𝐴 является открытым, связ-

ным, инвариантным множеством, т.е., что 𝐴 

является областью асимптотической устойчи-

вости решения 𝑥 ≡ 0 уравнения (20), распола-

гающейся в верхней полуплоскости.  

Тогда из теоремы 1, доказанной ранее, 

следует, что существуют функции 𝑉(𝑡, 𝑥), 

𝑊(𝑡, 𝑥), удовлетворяющие условиям 1–4.  

Обозначим теперь через 𝑥̅(𝑡) функцию, 

определяемую равенством  

𝑉(𝑡, 𝑥̅(𝑡)) ≡ −1. 

Таким образом, функция 𝑥̅(𝑡) принад-

лежит границе области A. Но, как следует из 
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работы [5], если 𝑥̅(𝑡) ограничена, то она обя-

зательно будет периодическим решением 

уравнения (20) и других периодических ре-

шений, располагающихся между 𝑥 ≡ 0 и 𝑥̅(𝑡) 

не может существовать.  

Если же 𝑥̅(𝑡) неограничена, то, очевидно, 

что в верхней полуплоскости вообще не суще-

ствует ни одного периодического решения 

уравнения (20), отличного от решения 𝑥 ≡ 0.  

Аналогично рассматривается случай 

нижней полуплоскости.  

4. Пример 

Рассмотрим уравнение  

𝑥̇ ≡ − sin 𝑥 sin(𝑡 + 𝜇𝑥),   (22) 

где 𝜇 – параметр.  

Положим  

𝑉(𝑡, 𝑥) = exp {(tan
1

2𝑥
)𝑒− cos(𝑡+𝜇𝑥)} − 1, 

𝑊(𝑡, 𝑥) =

= 2𝜇  sin2(
1

2𝑥
)sin2 (t + 𝜇x) 𝑒− cos(𝑡+𝜇𝑥). 

Легко проверить, что выбранная функция 

𝑉(𝑡, 𝑥) удовлетворяет всем требованиям тео-

ремы и строго возрастает на решениях урав-

нения (22). Отсюда, учитывая [5], следует, что 

решение уравнения (22) 𝑥 ≡ 0 равномерно 

асимптотически устойчиво, и, следовательно, 

оно является изолированным периодическим 

решением.  

Далее, уравнение  

𝑉(𝑡, 𝑥̅(𝑡)) ≡ −1 

имеет решения 𝑥 = ±𝜋 , которые, как нетруд-

но видеть, являются периодическими решени-

ями уравнения (22), что полностью соответ-

ствует условию 5 теоремы. 

Таким образом, в полосе (−𝜋, +𝜋) 

уравнение (22) имеет единственное периоди-

ческое решение 𝑥 ≡ 0, которое является рав-

номерно асимптотически устойчивым.  

Учитывая периодичность правой части 

уравнения (22), заключаем, что периодиче-

скими решениями уравнения (22) являются 

только решения вида 𝑥 ≡ 𝑘𝜋, причем решения 

вида 

𝑥 ≡ 2𝑘𝜋 
являются равномерно асимптотически устой-

чивыми, а решения вида 

𝑥 ≡ (2𝑘 + 1)𝜋 

– неустойчивыми. Здесь 𝑘 = 0, ±1, ±2, …   

При 𝜇 < 0 характер поведения решений 

сохраняется, если считать, что в (22) 𝑡 → −∞.  

При 𝜇 = 0 общее решение уравнения 

(22) имеет вид  

𝑥 = 2arctan [tan (
1

2𝑥0
) 𝑒(cos 𝑡0−cos 𝑡)], 

т. е. при 𝜇 = 0 все решения уравнения (22) – 

периодические.  

Приведенный пример показывает, что 

при учете конкретной ситуации иногда можно 

не требовать, чтобы функция 𝑊 обязательно 

была положительно определенной. 
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