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Рассматривается одна линейная неоднородная двухпараметрическая дискретная система 

дробного порядка, причем граничное условие является решением аналога задачи Коши для 

линейного обыкновенного разностного уравнения. Коэффициентами уравнения являются, 

заданные дискретные матриц-функции. Введя аналог матрицы Римана получены представ-

ления решений рассматриваемой краевой задачи. Отметим, что полученный результат игра-

ет существенный роль в линейном случае для установления необходимого и достаточного 

условия оптимальности в форме принципа максимума Понтрягина, а также в общем случае 

для исследования особого управления в дискретных задачах оптимального управления си-

стемами 2D дробными порядками.  
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Введение 

К настоящему времени рядом авторов 

изучены различные свойства 2D линейных 

систем, описываемых разностными урав-

нениями дробного порядка [1–3] и др. 

В предлагаемой работе некоторые идеи 

работ [4], используются для решения линей-

ных неоднородных разностных уравнений 

дробного порядка и установлены представле-

ния решений в явном виде. 

 

1. Основные понятия [4]   

Определение 1. Расширенный 

биномиальный коэффициент 
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 определя-

ется следующим образом 
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Определение 2. Пусть ,10   дробная 

сумма порядка   определяется следующим 

образом: 
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а дробный оператор порядка   определяется 

следующим образом:
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2. Постановка задачи 
 

Рассмотрим систему 2D линейных 

уравнений дробного порядка  :  
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Здесь  xtA , ,  xtB , ,  xtC ,  – заданные 

 nn -мерные дискретные функции,  xtg ,  

заданная n -мерная дискретная функция,  tb  

– заданная дискретная векторная функция, а 

 xa n -мерная вектор-функция, являющаяся 

решением линейного разностного уравнения 
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          (3)                               

Требуется найти представление реше-

ния системы уравнений дробного порядка (1)–

(3) через аналог матрица Римана. 

 

3. Представление решения 
 

Пусть 10   и  1 , применим 

  обеим сторонам уравнения (1). 
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Теперь  рассмотрим  выражение 

 
 .1,1  xtz

  

Учитывая свойства операторов дробной 

суммы и дробной разности проведем 

следующие преобразования: 
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Принимая во внимание (5) представле-

ния (4) можно записать в виде: 
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Используя замену переменных 

1j , 1s  доказывается справедли-

вость следующих тождеств: 

     

     

     

     











 





























1

1 1

1

1

1 1

0

0 0

0 0

0 0

,,1,1;1,1

,,1,1;1,1

,,1,1;1,1

,1,,;1,1

x

xs

t

tj

x

xs

t

tj

x

xs

t

tj

x

xs

stzstBstxtR

sjzsjBsjxtR

sjzsjBsjxtR

sjzsjBsjxtR









 

     

     

     ,,,1,1;1,1

,,1,1;1,1

 ,,1,1;1,1

1

000

1 1

1

000

0

0 0

0





























x

xs

t

tj

x

xs

x

xs

stzstBstxtR

sjzsjBsjxtR

stzstBstxtR


 

      (6) 
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Принимая во внимание тождества (5)–

(7) в (4) будем иметь   

    00,, xtzxtz
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Теперь предположим, что 

 sjxtR ,;1,1   является решением следую-

щей задачи: 
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Тогда из тождества (8) следует что,  
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Принимая во внимание (2) представле-

ния (8) можно записать в виде: 

   

   

   

   





























1 1

1

00

1

00

0

0 0

0

0

 (9)                                      . ,,;1,1

)(,1,1;1,1

)(1,1,;1,1

,

t

tj

x

xs

x

xs

t

tj

sjfsxtR

sastBstxtR

jbxjCxjxtR

xaxtz







 

Известно, что  xa  решения линейных 

неоднородных уравнений в виде (3) и это ре-

шение определяется в следующем виде [5–6]:  
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Здесь матричная функция  sx,  

является решением следующей задачи: 

                   ,,1, sDsxsx   

                .1, Exx                                              

E  – nn -мерная единичная матрица.  

Подставляя (10) в (9) будем иметь: 
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Отсюда, используя дискретный аналог 

двумерный леммы Фубини [7], имеем 



С. Т. Алиева 

8 
 

   

   

       

       

   









































1 1

1 1

00

00

1

00

1

00

0

0 0

0

0

0

     (11)                       .,,;1,1

,,1,1;1,1

1,,1,1;1,1

)(1,1,;1,1

,

t

tj

x

xs

x

xs

x

s

x

xs

t

tj

sjfsjxtR

sgstBtxtR

xaxsstBstxtR

jbxjCxjxtR

xaxtz













 

Таким образом, доказано следующее:  

Теорема. Решение  xtz ,  системы ли-

нейных 2D-разностных уравнений дробного 

порядка (1)–(3) допускает представление в 

виде (11). 
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Representation of a solution for a system 

of linear inhomogeneous two-dimensional  

difference equations of fractional order 
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One linear inhomogeneous two-parameter discrete fractional system is considered, and the 

boundary condition is a solution of an analogue of the Cauchy problem for a linear ordinary 

difference equation. Equation coefficients are given by discrete matrix functions. By introduc-

ing an analogue of the Riemann matrix, representations of solutions of the considered bounda-

ry value problem are obtained. Note that the result obtained plays an essential role in the line-

ar case for establishing a necessary and sufficient optimality condition in the form of the 

Pontryagin maximum principle, and also in the general case for studying special control in 

discrete optimal control problems for systems of 2D fractional orders. 

Keywords: 2D-linear fractional order system; fractional sum; analogue of Riemann matri-

ces; representation of solutions. 


