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Исследована переопределенная система дифференциальных уравнений в частных произ-

водных второго порядка с одной сингулярной линией в общем случае. Найдено условие 

совместности для переопределенных систем дифференциальных уравнений в частных 

производных второго порядка с одной сингулярной линией в общем случае. При выпол-

нении условии совместности найдены интегральные представления многообразия реше-

ний в явном виде через три произвольных постоянных, когда сингулярная линия нахо-

дится в границы области, для которой можно поставить задачи с начальными данными 

(задачи типа Коши).  
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В дальнейшем обозначим через D  тре-

угольную область, ограниченную отрезками  
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В области D  рассмотрим систему  
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     (1) 

где )31)(,(),,(),,(),,(  jyxfyxcyxbyxa jjjj
 –  

заданные функции класса ),()(1 DCDC   

)(),( 2 DCyxv   – искомая функция. 

Пусть в системе (1) коэффициенты 

),(),,(),,( yxcyxbyxa jjj
 и правые части 

)31)(,(  jyxf j
 удовлетворяют условиям 

совместности: 
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Тогда, вводя новую функцию 

uyxyxv 1)(),(   

и используя равенства  

),,(),( 11 yxbyxg  ,)(),(),( 1

22

 yxyxbyxg

,)(2),(),( 1

33

 yxyxbyxg  

из системы (1), получим систему дифферен-

циальных уравнений в частных производных 

второго порядка вида  
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Для системы (11) условиями 

совместности являются:  
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Вводя новую функцию W
y

u




  из двух 

последних уравнений системы (11) получим 

переопределенную систему в частных произ-

водных первого порядка с одной сингулярной 

линией  

































.
),(),(

,
),(),(

33

22

yx

yxf
W

yx

yxg

y

W

yx

yxf
W

yx

yxg

x

W

        (16) 

Сначала находим решение второго 

уравнения системы (16). В этом случае 

однородное уравнение имеет вид  
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Эту уравнение запишем в виде  
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Интегрируя от 0  до y , будем иметь 

),()],(exp[)(),( 13

)0,0(3 xyxyxyxW
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где 
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 )(1 x  

произвольная непрерывно-дифференцируемая 

функция переменной .x  

Подставляя значение ),( yxW  во второе 

уравнение и считая, что функция )(1 x  зави-

сит от переменной ,y  для нахождение )(1 x  

будем иметь 
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Интегрируя, находим  
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После, подставляя значение )(1 x  из 

(18) в (17), находим общее решение второго 

уравнения системы (16) в виде  
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Пусть 0)0,0(3 g  и функция ),(3 yxg  

удовлетворяет условию типа Гельдера:  
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       (20) 

и функция ),(3 yxf  обращается в нуль с асимп-

тотической формулой  

).0,0(],)[(),( 323
2 gyxoyxf  

 (21)
 

Теперь от функции ),( yxW  потребуем, 

чтобы она удовлетворяла первому уравнению 

системы (16), отсюда находим условие 

совместности вида 
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Используя условие (22) из первого 

уравнения системы (16), получим обыкновен-

ное дифференциальное уравнение первого 

порядка с одной сингулярной линией вида 
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Общее решение уравнения (23) имеет вид 
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где ,
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)0,(
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x

dt
t

gtg
x 1c  – произ-

вольная постоянная. 

Пусть функция )0,(2 xg  удовлетворяет 
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и функция )0,(2 xf  в окрестности точек 0x  

обращается в нуль, и ее поведение определя-

ется следующей асимптотической формулой: 
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4 gxoxf  

      (26)
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Тогда, подставляя (24) в (19) и учитывая  
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Используя условие (28) для нахождения 

произвольной функции )(3 x , получим урав-

нение вида  
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Дважды интегрируя (29) по переменной 

x , произвольную функцию )(3 x  находим в 

виде  
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Пусть функции )0,(1 xg  и )0,(1 xf  удо-

влетворяют условию типа Гельдера:  
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Тогда, подставляя функцию )(3 x  из 

(30) в (27) и учитывая (19), будем иметь 
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а  321 ,, ccc  – произвольные постоянные. 

Теорема 1. Пусть в системе (11), 

функции )31)(,(),,(  jyxfyxg jj
 – удовле-

творяют условиям (12), (13), (14), (15), (20), 

(21), (22), (25), (26), (28), (31), (32) и 

,0)0,0(3 g 0)0,0()0,0( 32  gg  в области D . 

Тогда любое решение системы (11) из класса 

)(2 DC  представимо в виде (33). 

Замечание 1. Решение вида (33) в 

окрестности сингулярной линии xy  , при вы-

полнении всех условий теоремы 1 непрерывно.  

Теорема 2. Пусть в системе (1) коэф-

фициенты ),(),,(),,( yxcyxbyxa jjj
 и правые 

части )31)(,(  jyxf j
 удовлетворяют усло-

виям (2), (3), (4), (5), (6), (7), (8), (9), (10) и вы-

полнены все условии теоремы 1. Тогда любое 

решение системы (1) из класса )(2 DC  пред-

ставимо в виде  

),,()(),( 1 yxuyxyxv               (34) 

где функция ),( yxu  имеет вид (33). 
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Замечание 2. Решение вида (34) в 

окрестности сингулярной линии xy   при 

выполнении всех условий теоремы 2 неогра-

ниченно. 
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