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Исследована переопределенная система дифференциальных уравнений в частных про-

изводных второго порядка с одной сингулярной линией. Найдено условие совместности 

для переопределенных систем дифференциальных уравнений в частных производных 

второго порядка с одной сингулярной линией. При выполнении условий совместности 

найдены интегральные представления многообразия решений в явном виде через три 

произвольных постоянных, для которой можно поставить задачи с начальными данны-

ми (Задачи типа Коши).  
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Через D  обозначим треугольную об-

ласть, ограниченную отрезками 
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В области D  рассмотрим переопределенную 

систему дифференциальных уравнений  
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где )31)(,(  jyxf j
 – заданные функции клас-

са ),()(1 DCDC  )(),( 2 DCyxv   – неизвестная 

функция. 

Систему (1) назовем переопределенной 

системой дифференциальных уравнений в 

частных производных второго порядка с од-

ной сингулярной линией с постоянными ко-

эффициентами. 

Пусть в системе (1) правые части  

)31)(,(  jyxf j
 удовлетворяют условиям сов-

местности: 
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При выполнении условии (2), (3), (4), 

вводя новую функцию uyxyxvv 1)(),(   из 

системы (1) получим систему дифференци-

альных уравнений в частных производных 

второго порядка вида  
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Если будем использовать функцию 

y

u
yxW




),( , тогда из двух последних урав-

нений системы (5) имеем  
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Для нахождения общего решения си-

стемы (6), предположим, что второе уравне-

ние является основным. Соответствующее 

однородное уравнение имеет вид 

.
1

W
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Однородное уравнение (7) запишем в виде 

.
1ln

yxy

W






  

После интегрирования получим  

),()ln(),(ln 1 xyxyxW   

где )(1 x  – произвольно дифференцируемая 

функция. 

Отсюда  
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x
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Предположим, что функция )(1 x  зави-

сит не только от переменной ,x  но и от пере-

менной y , в этом случае, дифференцируя 

),( yxW  по переменной y : 
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а после подставляя во второе уравнение си-

стемы (6), имеем  
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Отсюда, для нахождения произвольной 

функции )(1 x , получим дифференциальное 

уравнение ).,()(' 31 yxfx   

Интегрируя, находим  

),(),()( 2

0

31 xdxfx

y

               (9) 

где )(2 x  – произвольно дифференцируемая 

функция. 

Значение )(1 x  подставим в (8) и нахо-

дим общее решение второго уравнения (6) в 

виде 
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1
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32  dxfx
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Из функции ),( yxW  потребуем, чтобы 

она удовлетворяла первому уравнению 

системы (6), т. е., дифференцируя  
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и подставляя в первое уравнение системы (6) 
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отсюда получим 
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Дифференцируя по переменной ,y  по-

лучим условие совместности (3). Используя 

условие (3) для нахождения ),(2 x  имеем 

).0,(
)(

2
2 xf

dx

xd



                    (12) 

Интегрируя равенство (12), получим  
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где 1c  – произвольная постоянная. 

Значение )(2 x  подставим в (10), 

получим общее решение системы (6) в виде  
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Отметим, что интегралы в правой части 

равенства (14) сходятся, так как функции 

),0,(2 xf ),(3 yxf  являются непрерывными 

функциями. 

Теперь из общего решения системы (6), 

то есть из функции ),( yxW  потребуем, чтобы 

она удовлетворяла первому уравнению систе-

мы (5). Для этого используем  

y

u
yxW




),( , 

в результате получим 

,)(),(),(
0

3 

y

xdxWyxu            (15) 

где )(3 x  – произвольно дифференцируемая 

функция. 

Равенство (15) дифференцируем два-

жды, будем иметь 
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Дифференцируя по переменной ,y  по-

лучим условие совместности системы (5) в 

виде 
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Используя условие (17) из равенства 

(16) для нахождения ),(3 x  приходим к диф-

ференциальному уравнению 
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Дважды интегрируя равенство (18), 

произвольную )(3 x  находим в виде 
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где 321 ,, ccc  – произвольные постоянные. 

Предположим, что функции 

),0,(1 xf )0,(2 xf , имеющие в окрестности точек 

0x , удовлетворяют асимптотическим фор-

мулам: 

,0),()0,( 11
1  

xoxf              (20) 

.1),()0,( 22
2  

xoxf              (21) 

Тогда интегралы равенства (19) сходятся. 

Значение )(3 x  из равенства (19) под-

ставим в (15) и, учитывая (14), найдем общее 

решение системы (5) в явном виде  
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где  321 ,, ccc  – произвольные постоянные. 

Таким образом, доказано: 

Теорема 1. Пусть в системе (5) функ-

ции ),( yxf j
)31(  j  – удовлетворяют усло-

виям (2), (3), (4), (17), (20). Кроме того, функ-

ция ),(3 yxf  в окрестности точек линии ,xy   

удовлетворяет асимптотической формуле 

.0),()0,( 11
1  

xoxf  

Тогда любое решение системы (5) из 

класса )(2 DC  представимо в виде (22) 

Замечание 1. Решение вида (22) в 

окрестности точек линии ,xy   при выполне-

нии всех условий теоремы 1 имеет логариф-

мическую особенность.  

Теорема 2. Пусть выполнены все усло-

вия теоремы 1. Тогда общее решение систе-

мы (1) из класса )(2 DC  представимо в виде  

),()(),( 1 yxuyxyxv  ,             (23) 

где функция ),( yxu  имеет вид (22). 
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Замечание 2. Решение вида (23) в 

окрестности точек линии xy   при выполне-

нии всех условий теоремы 2 неограниченно. 
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Integral representation of solution manifolds 

for over determined systems  

with one singular line  
B. M. Shoimkulov 
Tajik State University; 17, Rudaki st., Dushanbe, 734025, Tajikistan  

boitura@mail.ru; +992 919-43-11-84 

In this paper, an over determined system of second-order partial differential equations with one 

singular line is investigated. A compatibility condition is found for over determined systems of 

second-order partial differential equations with one singular line. Under the condition of compati-

bility, introducing a new function, we come to a over determined system of partial differential 

equations of the second order with one singular line of a simpler form. The integral representation 

of the manifold of solutions of the redefined second-order partial differential system with one sin-

gular line is found explicitly through three arbitrary constants, for which initial data problems 

(Cauchy type problems) can be posed. 

Keywords: partial differential equations; systems of differential equations; partial derivatives; 

over determined; singular; line. 
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