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1. Основные предпосылки  

Кинетически асимметричный (в общем 

случае) гиростат, присоединенная масса кото-

рого (вращающийся ротор) является абсолют-

                                                      

 Эта работа © 2022 Макеев Н. Н. лицензиру-

ется под CC BY 4.0. Чтобы просмотреть копию этой ли-

цензии, посетите http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

но твердым телом, движется вокруг непо-

движного полюса О, находясь вне воздей-

ствия внешних силовых полей природного 

происхождения. Предполагается, что гироста-

тический момент k (t), заданный относительно 

полюса О, определяется известной управля-

ющей программой, построенной для значений 

времени .),0[ Tt   
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Введем правые координатные ортобази-

сы с общим началом в полюсе О: неподвиж-

ный ,0  связанный с инерциальным про-

странством, и базис ,)( 321 xxxO  оси коор-

динат которого )3,2,1( jxO j  направлены 

по главным в полюсе О направлениям тензора 

инерции .),,(diag 321 AAAJ   

В дальнейшем все координатные эле-

менты относятся к осям базиса   и соответ-

ствуют указанным номерам .3,2,1j  

Обозначим: )( jω  − мгновенная угло-

вая скорость носителя гиростата, )( jkk  − ги-

ростатический момент, заданный координата-

ми в базисе .  Предварительно зададим век-

тор ,)0( 0
kk   неизменно связанный с бази-

сом .  Здесь и далее нулевой верхний индекс 

относится к значениям величин при t = 0. 

Предполагается, что на гиростат дей-

ствует система внешних сил с результирую-

щим моментом ,)(tL  заданным для Tt  от-

носительно полюса О проекциями )(tL j  (j = 

1, 2, 3) в системе осей координат базиса .  

Согласно принятым предпосылкам ди-

намическое уравнение гиростата имеет вид [1] 

,)()( ΦkωωJωωJ            (1) 

где  

.)()()( ttt kLΦ                     (2) 

В уравнении (1) J обозначает приведенный по 

Н. Жуковскому [2] тензор инерции гиростата; 

)()( jt ΦΦ  − некоторый эффективный си-

ловой момент, отнесенный к полюсу О. 

Режим движения гиростата, определяе-

мый уравнением (1) с заданным силовым мо-

ментом (2), является режимом авторегулиро-

вания [3, 4]. Понятие о данном режиме для 

твердого тела введено Р. Граммелем [5]; соот-

ветствующее ему движение твердого тела 

рассмотрено в монографии [6, c. 154]. 

Уравнение (1) эквивалентно динамиче-

ской системе [4] 

13223322311 )(   kkAAA  , (3) 

,)3,2,1(  

где обозначение (1, 2, 3) здесь и всюду далее 

− символ циклической перестановки величин 

с индексами j = 1, 2, 3.  

В уравнениях (3) заданными считаются 

аналитические функции  

,C)(,C)(,C)( 201  ttLtk jjj   

где обозначение 
pC (p = 0, 1, …) является 

символом класса функций.   

Задача об интегрировании в замкнутом 

аналитическом виде динамической системы 

(3) является одной из центральных проблем 

динамики гиростата. Одним из приемов, спо-

собствующих аналитическому решению этой 

задачи, является редуцирование данной си-

стемы, применяемое в случае некоторых 

определенных ограничений. 

Под редуцированием системы уравне-

ний в данной задаче понимается процесс вы-

деления из динамической системы (3) уравне-

ния, являющегося определяющим для одной 

из величин ωj.  

Аналогичная трактовка процедуры ре-

дуцирования приведена в монографии [7]. Там 

же отмечено, что "для построения точных ре-

шений классической задачи о движении тела, 

имеющего неподвижную точку, сведение этой 

задачи к одному уравнению имеет принципи-

альное значение" [7, c. 26]. При этом редуци-

рованное уравнение может быть как диффе-

ренциальным, так и интегродифференциаль-

ным уравнением.  

Получение этого уравнения формально 

решает задачу редуцирования, а найденное 

точное решение данного уравнения обуслов-

ливает интегрирование исходной динамиче-

ской системы в замкнутом конечном виде. 

Под последним понимается получение анали-

тического решения без применения разложе-

ний в ряды и каких-либо приближенных ана-

литических методов [8, c. 318]. 

Таким образом, интегрирование систе-

мы уравнений (3) в ряде случаев предвари-

тельно сводится к ее редуцированию.  

Однако решение задачи редуцирования 

системы уравнений данного вида в общем ви-

де, допускающем эффективное применение 

результирующего редуцированного уравне-

ния, до настоящего времени не найдено.  

В силу этого далее рассматриваются 

лишь ограниченное решение поставленной 

задачи для отдельных случаев исходной ди-

намической системы. 

2. Динамическая система  

с линейным интегралом 

Введем линейную форму 

)0)(()()( 2  tF aωaω         (4) 

и определим условия существования для си-

стемы уравнений (3) первого интеграла вида 
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haaaF  332211)( ω        (5) 

в определенном классе функций.  

Предварительно отметим, что в соот-

ношениях (4), (5) )3,2,1()( jta j  − функ-

ции класса hT ;)(C1
 − постоянная интегри-

рования. 

Обозначим 

)3,2,1()(,

,)2,1(

3211

1

11

1

1

1

AAcmAc

iaaw ii











(6) 

и в силу равенств (6) введем тождества 

 
 


3

1

3

1

2 .0,0
j j

jjjj AmAm            (7) 

В частности, при центральной (полной) 

кинетической симметрии гиростата имеем 

)3,2,1(  jAAj ,                 (8) 

и тождества (7) становятся тривиальными. 

Утверждение. Для того чтобы равен-

ство (5) являлось первым интегралом системы 

уравнений (3), необходимо, чтобы выполня-

лись условия: 












3

1

011

2231321

1

1

,)1(0

)(

j

jjj wwca

hwkcwkcaa 

         (9) 

,0)( 312133

1

1

2123

2

1321





 kcwkcmah

wwkcwkcw
        (10) 

,0)( 211122

1

1

2132

2

2232





 kcwkcmah

wwkcwkcw
       (11) 

,02

23

2

121  wmwmm              (12) 

.)3,2(021  rwwmr           (13) 

Доказательство. Полагая 01 a  в силу 

условия (4), выразим компоненту ω1 из равен-

ства (5). Вычисляя величину F  согласно вы-

ражению (5) и уравнениям системы (3), с уче-

том обозначений величин (6), в результате 

получаем равенство, удовлетворяющееся 

тождественно по переменным 32 ,  при вы-

полнении условий (9)−(13). □ 

Рассмотрим следствия, вытекающие из 

данного утверждения.  

При заданном первом интеграле (5), ко-

гда выполняются условия (9)−(13), для раз-

личных заданных ограничений имеют место 

следующие частные случаи. 

1. Если векторы )(,)( tt ωa  для Tt  

ортогональны, то, согласно равенству (5),  

.0h                             (14) 

Тогда из условий (9)−(11) следуют уравнения, 

соответственно     

,0)(  
ΦJa

1
                    (15) 

,0)( 3121123

2

1321  kcwkwkcwkcw (16)   

)17(.0)( 2111232

2

2232  kcwkwkcwkcw

 

В случае, при котором в силу соответствую-

щего условия (13) имеем 

,0)(21  taw                     (18) 

ограничения (15)−(17) принимают вид, соот-

ветственно, 

,032311  wcc                 (19) 

,021331  wkckc                   (20) 

.0)( 21

2

232  kcwcw              (21) 

Из соотношений (12), (20) следует 

,
13

31

3

1
2

kc

kc

m

m
w                  (22) 

откуда получаем известное условие [9]: 

.0)()( 21333211  AAAkAAAk    (23)   

Вводя дополнительное ограничение 

,0)(2 tk                          (24) 

согласно равенствам (21), (22), получаем 

.0,const)( 1333112  akAakAtw  (25) 

В силу условий (23), (24) гиростатиче-

ский момент ),0,( 31 kkk  ортогонален плос-

кости кругового сечения гирационного эллип-

соида, отнесенного к полюсу О. 

Отметим, что структурное условие (20) 

тождественно удовлетворяется при значениях 

параметров 

.)3,1(  rkAa rrr                (26) 
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В силу этого, с учетом условий (14), (18), (24), 

линейный первый интеграл системы уравне-

ний (3) принимает вид 

,0333111   kAkA                 (27) 

идентичный соответствующему интегралу, 

полученному в другой задаче [9] с однотип-

ной структурно-динамической моделью. При 

этом, согласно зависимостям (26), второе со-

отношение (25) обращается в тривиальное то-

ждество. 

При условии 0)(2 tw  для Tt  из 

соотношений (19), (22) следует 

,03311  kk  

откуда при ограничении (24) получаем усло-

вие ортогональности векторов )(,)( tt Φk  для 

всех значений .Tt  

При 0),(0)( 2132  aataw  имеет 

место случай, структурно симметричный слу-

чаю с условием (18). 

2. Пусть h ≠ 0 и, согласно условиям (13), 

,)0(0 2132  wwmm  откуда непосред-

ственно следует условие полной структурно-

кинетической симметрии (8). При этом огра-

ничение (12) становится тривиальным, а 

уравнения (10), (11) упрощаются.  

Согласно зависимостям (26) из условия 

(9) получаем  

,0)(11  Φkkkh                    (28) 

а из соотношений (10),(11) при k1 ≠ 0 следует, 

соответственно, 

,, 23

1

112

1

1 CkkCkk  
         (29) 

где 0),( 21 CC  – определенные постоянные. 

Из равенств (29), как следствие, имеем 

,0const3

1

2  kk  

а в силу условия (28), согласно равенствам 

(2), (26), получаем определяющее для k1 соот-

ношение 



t

dQCkDkh
0

1

1

1 .              (30) 

В равенстве (30) обозначено: 

,1,)( 2

2

2

1

0

1

10

1 CCDkDkhC  
 

.)( 32211 LCLCLtQ   

Зависимости для величин k2, k3 опреде-

ляются соотношениями (29) согласно опреде-

ляющему равенству (30). 

В силу условий, содержащихся в приве-

денном утверждении, полная форма (при 

)0321 aaa  линейного интеграла (5) для си-

стемы уравнений (3) имеет место лишь при 

центральной кинетической симметрии, опре-

деляемой условиями (8). 

3. Редуцирование динамической 

системы 

Получим уравнение, являющееся опре-

деляющим для одной из компонент ωj (j = 1, 

2, 3) динамической системы (3), имеющей ли-

нейный интеграл (5). Для этого представим 

систему уравнений (3) в канонической форме: 

)( 1233213211   kkcm ,   (31) 

)3,2,1( , 

и рассмотрим уравнения выделенной подси-

стемы, содержащие величины ., 32     

Обозначим 

.,)(

,)(

,,

,

12322

1

12331

2312

1

124

2

1

133

1

13132

1

2

13131

wkcpqakhcq

wkkcamhp

akhpamhkcp

aamhkcp















 

 

Выразим величину ω1 из равенства (5) и 

подставим это выражение в уравнения систе-

мы (31).  

В результате получим следующую под-

систему уравнений: 

,2

3223212

34213232





wmwm

pwkcp




         (32) 

.2

2133223

32232213





wmwm

wkcqq




         (33) 

Принимая в дальнейшем ограничения 

(18), (24), согласно соотношению (33) получа-

ем выражение для ,3  в котором используем 

равенство (32).  

В результате получаем 

)34(.),()(

)(

33232

23233231333





tPwmp

wmwmpc



 
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Обозначим 

,),( 2

3223433  wmpptP   

 

t

dwkcmt
0

132323 .])([exp),(   

Рассматривая соотношение (32) как ли-

нейное дифференциальное уравнение относи-

тельно функции ω2, в результате получаем 




t

dPt
0

33

10

232 ,]),(),([),(   

(35) 

где μ − интегрирующий множитель уравнения 

(32) для ω2. 

Подставляя выражение (35) в уравнение 

(34), получаем результирующее соотношение 

для компоненты ω3 в виде 

 





t

cdP

pwwm

0

33

10

2

1323233

)(

])([









 

.),()( 33232  tPwmp              (36) 

Равенство (36) является интегродиффе-

ренциальным уравнением, определяющим за-

висимость вида ).,( 0

33 tt   Здесь нулевой 

верхний индекс относится к значению вели-

чины в начальный момент времени. 

Следует отметить, что идея данного 

приема построения результирующего инте-

гродифференциального уравнения для дина-

мической системы твердого тела принадлежит 

Е.И. Харламовой [7, 10].  

Рассмотрим некоторые частные случаи 

уравнения (36). Примем условия (14), (18) и 

присоединенные к ним дополнительные огра-

ничения 
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Тогда, согласно объединенной системе ука-

занных условий, имеем  

0,1 23  Pp , 

и соотношение (36) вырождается в линейное 

дифференциальное уравнение, имеющее вид 
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В случае, при котором ,00

2   из урав-

нения (37) получаем 
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      (38) 

Зависимость (38) определяет квазирав-

номерное движение проекции апекса вектора 

ω на координатную ось Ox3 базиса ,  в кото-

рой величина 3  играет роль нестационарно-

го возмущения, наложенного на равномерное 

движение апекса. 

Рассмотрим теперь случай, при котором 

,)3,2(0,021  rmww r           (39) 

и тогда в силу условия (4) интеграл (5) при-

нимает вид 

.1 h                             (40) 

Согласно соотношению (40) из условия 

(9) следует 

,011

2

11  caah                     (41) 

откуда при ограничении (14) получаем зави-

симость 
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t
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однотипную зависимости для параметра k2, 

полученной ранее. 

В случае, при котором условие (14) не 

выполняется, соотношения (39)−(41) приводят 

к зависимости 
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t
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а ограничения (39) в силу условий (10), (11) 

порождают тождества ,01 rkc  откуда имеем 

.)3,2(0  rkr  

Если при условии (14) имеет место ре-

жим движения гиростата, происходящий со-

гласно соотношению (40), то, в силу уравне-

ний системы (31), путем редуцирования полу-

чаем определяющее для компоненты ω3  урав-

нение 

,)(33

2

13231

1
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где обозначено 
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Принимая условие k1 ≠ 0 и вводя новые 

переменные 

,)(,)()(
0

13 

t

sdskZt          (43) 

представим уравнение (42) в виде 

,)(3

2

132 QkZccZ               (44) 

где штрих обозначает производную функцию 

по переменной τ. 

Соотношение (44) является уравнением 

одномерного гармонического осциллятора, 

колеблющегося в фазовом пространстве по 

оси Z с собственной частотой 32cc  под 

воздействием заданной нестационарной внеш- 

ней силовой нагрузки. 

Получив аналитическую зависимость 

вида )(3  Z , определяемую равенствами 

(43) в форме полученного решения уравнения 

(44), из системы уравнений (31) при условии 

(40) находим 

.
3331

132
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
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k
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                  (45) 

Соотношение (45) имеет место лишь 

при условии 

.)( 323
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Список литературы 

1. Виттенбург Й. Динамика систем твердых 

тел. М.: Мир, 1980. 294 с. 

2. Жуковский Н.Е. О движении твердого тела, 

имеющего полости, наполненные однород-

ною капельною жидкостью: собр. соч. в 7 т. 

М.; Л.: Гостехиздат. 1949. Т. 2. С. 152−309.  

3. Теория автоматического управления / под 

ред. А.В. Нетушила. М.: Высшая школа, 

1976. 400 с. 

4. Макеев Н.Н. Управляемость и стабилизиру-

емость вращательного движения космиче-

ского аппарата // Проблемы механики и уп-

равления. Нелинейные динамические сис- 

темы: межвуз. сб. науч. тр. / Перм. ун-т. 

Пермь, 1999. Вып. 31. С. 97−105. 

5. Граммель Р. Теория несимметричного ги-

роскопа с реактивным приводом // Механи-

ка: периодич. сб. перев. иностр. статей. 

1958. № 6. С. 145. 

6. Магнус К. Гироскоп. Теория и применение. 

М.: Мир, 1974. 528 с.  

7. Харламова Е.И., Мозалевская Г.В. Интегро-

дифференциальное уравнение динамики 

твердого тела. Киев: Наукова думка, 1986. 

296 с.  

8. Харламов П.В. Новые методы исследования 

задач динамики твердого тела // Проблемы 

аналитической механики, теорий устойчи-

вости и управления. М.: Наука, 1975. 344 с. 

9. Макеев Н.Н. Интегрируемость гиростати-

ческих систем в магнитном поле // Про-

блемы механики и управления. Нелиней-

ные динамические системы: межвуз. cб. 

науч. тр. / Перм. ун-т. Пермь, 2003. Вып. 

35. С. 49−70. 

10. Харламова Е.И. Сведение задачи о движе-

нии тяжелого твердого тела, имеющего 

неподвижную точку, к одному уравнению. 

Новое частное решение этой задачи // 

Прикладная математика и механика. 1966. 

Т. 30. Вып. 4. С. 784−788.  

 

References 

1. Vittenburg J. Dinamika sistem tvyordyh tel. 

M.: Mir, 1980. 294 s. 

2. ZHukovskij N.E. O dvizhenii tvyordogo tela, 

imeyushchego polosti, napolnennye odnorod-

noyu kapel'noyu zhidkost'yu. Sobr. soch. v 7 t. 

M.; L.: Gostekhizdat. 1949. T. 2. S. 152−309.  

3. Teoriya avtomaticheskogo upravleniya / pod 

red. A.V. Netushila. M.: Vysshaya shkola, 

1976. 400 s. 

4. Makeev N.N. Upravlyaemost' i stabilizirue-

most' vrashchatel'nogo dvizheniya kosmich-

eskogo apparata // Problemy mekhaniki i up-

ravleniya. Nelinejnye dinamicheskie si-stemy. 

Sb. nauch. tr. / Perm. un-t. Perm'. 1999. Vyp. 

31. S. 97−105. 

5. Grammel' R. Teoriya nesimmetrichnogo giros-

kopa s reaktivnym privodom // Mekhanika: 

Periodicheskij sbornik perevodov inostrannyh 

statej. 1958. № 6. S. 145. 

6. Magnus K. Giroskop. Teoriya i primenenie. 

M.: Mir, 1974. 528 s.  

7. Harlamova E.I., Mozalevskaya G.V. In-

tegrodifferencial'noe uravnenie dinamiki 

tvyordogo tela. Kiev: Naukova dumka, 1986. 

296 s.  

8. Harlamov P.V. Novye metody issledovaniya 

zadach dinamiki tvyordogo tela // Problemy 

analiticheskoj mekhaniki, teorij ustojchivosti i 

upravleniya. M.: Nauka, 1975. 344 s. 

9. Makeev N.N. Integriruemost' girostaticheskih 

sistem v magnitnom pole // Problemy mek-

haniki i upravleniya. Nelinejnye dinamiches-



Н. Н. Макеев 

28 
 

kie sistemy. Sb. nauch. tr. / Permskij un-t. 

Perm'. 2003. Vyp. 35. S. 49−70. 

10. Harlamova E.I. Svedenie zadachi o dvizhenii 

tyazhyologo tvyordogo tela, imeyushchego 

nepodvizhnuyu tochku, k odnomu uravneniyu. 

Novoe chastnoe reshenie etoj zadachi // Pri-

kladnaya matematika i mekhanika, 1966. 

T.30. Vyp. 4. S. 784−788. 

Просьба ссылаться на эту статью: 

Макеев Н.Н. К проблеме редукции в динамике гиростата // Вестник ПГУ. Математика. Ме-

ханика. Информатика. 2022. Вып. 1 (56). С. 22–28. DOI: 10.17072/1993-0550-2022-1-22-28. 

Please cite this article as: 

Makeev N.N. On the problem of reduction in the dynamics of a gyrostat // Bulletin of Perm Uni-

versity. Mathematics. Mechanics. Computer Science. 2022. Vyp. 1 (56). P. 22–28.  

DOI: 10.17072/1993-0550-2022-1-22-28. 


