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Аннотация. Пусть Γ – дистанционно регулярный граф диаметра 𝑑 ≥ 3 и 𝜃1 – второе 

собственное значение графа. Тогда 𝜃1 не меньше min{
𝑎1+√𝑎1

2+4𝑘

2
, 𝑎3}, причем 𝜃1 ≥

𝑎1+√𝑎1
2+4𝑘

2
, если 𝑑 ≥ 4. Кулен и Пак назвали графом Шилла дистанционно регуляр-

ный граф диаметра 3 с 𝜃1 = 𝑎3. В этом случае 𝜃1 =
𝑎1+√𝑎1

2+4𝑘

2
 и 𝑎3 делит 𝑘. Дистан-

ционно регулярный граф назовем графом Шилла диаметра 𝑑 , если 𝑑 ≥ 4  и 𝜃1 =

𝑎1+√𝑎1
2+4𝑘

2
. В случае 𝑎1 = 0 имеем 𝜃1 = √𝑘. Заметим, что для дистанционно регуляр-

ных графов Шилла диаметра 5 и примитивных графов Шилла диаметра 4 с числом 

вершин, не большим 4096, допустимых массивов пересечений нет. В настоящей ра-

боте рассматриваются антиподальные графы Шилла диаметра 4. Доказано, что ди-

станционно регулярные графы с массивами пересечений {20, 18, 5, 1; 1, 1, 18, 20}  и 

{25, 24, 2, 1; 1, 2, 24, 25} не существуют.  
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Abstract. Let Γ be a distance-regular graph with diameter 𝑑 ≥ 3 and 𝜃1 is the second ei-

genvalue of the graph. Then 𝜃1 ≥ min{
𝑎1+√𝑎1

2+4𝑘

2
, 𝑎3}  and 𝜃1 ≥

𝑎1+√𝑎1
2+4𝑘

2
  if 𝑑 ≥ 4 . 

Koolen and Park called Shilla graph a distance-regular graph with diameter 3 and 𝜃1 = 𝑎3. 

In this case 𝜃1 =
𝑎1+√𝑎1

2+4𝑘

2
 and 𝑎3 divides 𝑘. Distance-regular graph with diameter 𝑑 ≥ 4 

and 𝜃1 =
𝑎1+√𝑎1

2+4𝑘

2
 we call Shilla graph of diameter 𝑑. In the case 𝑎1 = 0 we have 𝜃1 =

√𝑘. Note that Shilla graphs of diameter 5 and primitive Shilla graphs of diameter 4 with at 

most 4096 vertices do not exist. In the paper it is consider Shilla graphs of diameter 4. It is 

proved that distance-regular graphs with intersection arrays {20, 18, 5, 1; 1, 1, 18, 20} and 

{25, 24, 2, 1; 1, 2, 24, 25} do not exist. 
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Введение 

Пусть Γ − дистанционно регулярный граф диаметра 𝑑 ≥ 3 и 𝜃1 – второе собствен-

ное значение графа. Тогда 𝜃1  не меньше min{
𝑎1+√𝑎1

2+4𝑘

2
, 𝑎3} , причем 𝜃1 ≥

𝑎1+√𝑎1
2+4𝑘

2
 , 

если 𝑑 ≥ 4. Дж. Кулен и  Дж. Пак назвали графом Шилла дистанционно регулярный граф 

диаметра 3 с 𝜃1 = 𝑎3. В этом случае 𝜃1 =
𝑎1+√𝑎1

2+4𝑘

2
 и 𝑎3 делит 𝑘 [1, теорема 7]. 

Дистанционно регулярный граф диаметра 𝑑 ≥ 4 назовем графом Шилла диаметра 

𝑑, если 𝜃1 =
𝑎1+√𝑎1

2+4𝑘

2
. В случае 𝑎1 = 0 имеем 𝜃1 = √𝑘. 

По предложению 3.5 [2] 𝜃1 =
𝑎1+√𝑎1

2+4𝑘

2
 тогда и только тогда, когда Γ является гра-

фом Шилла или антиподальным графом диаметра 4. 

В работе рассмотрены антиподальные графы Шилла диаметра 4. 
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Перечислим допустимые массивы пересечений антиподальных графов Шилла Γ 

диаметра 4 из [3, стр. 421 – 422]. Через Γ′ обозначим антиподальное частное (свернутый 

граф) Γ. 

1. {5, 4, 1, 1; 1, 1, 4, 5}  граф Уэлса, число вершин 𝑣 = 1 + 5 + 20 + 5 + 1 = 32, 

спектр 51, √5
8
, 110, −√5

8
, −35. 

2. {6, 4, 2, 1; 1, 1, 4, 6} граф 3. 𝑆𝑦𝑚6. 2, число вершин 𝑣 = 1 + 6 + 24 + 12 + 2 = 45, 

спектр 61, 312, 19, −218, −35. 

3. {10, 6, 4, 1; 1, 2, 6, 10}  локально Петерсеновский граф, число вершин 𝑣 = 1 +

10 + 30 + 20 + 2 = 63, спектр 101, 512, 114, −230, −46, Γ′ имеет параметры (21,10,1,4). 

4. {20, 18, 3, 1; 1, 3, 18, 20} число вершин 𝑣 = 1 + 20 + 120 + 20 + 1 = 162, спектр 

201, 536, 260, −445, −720, граф Γ3,4 сильно регулярен с параметрами (162,21,0,3), Γ′ имеет 

параметры (81,20,1,6). 

5. {20, 18, 4, 1; 1, 2, 18, 20}  граф смежных классов укороченного тернарного кода 

Голея, число вершин 𝑣 = 1 + 20 + 180 + 40 + 2 = 243, спектр 201, 572, 220, −490, −720. 

6. {20, 18, 5, 1; 1, 1, 18, 20} , число вершин 𝑣 = 1 + 20 + 360 + 100 + 5 = 486, 

спектр 201, 5180, 260, −4225, −720, Γ′ имеет параметры (81,20,1,6). 

7. {21, 20, 2, 1; 1, 1, 20, 21} число вершин 𝑣 = 1 + 21 + 420 + 42 + 2 = 486, спектр 

211, √21
162
, 3105, −√21

162
, −656, Γ′ имеет параметры (162,21,0,3). 

8. {22, 21, 3, 1; 1, 3, 21, 22} число вершин 𝑣 = 1 + 22 + 154 + 22 + 1 = 200, спектр 

221, √22
50
, 277, −√22

50
, −822, Γ′ имеет параметры (100,22,0,6). 

9. {22, 21, 4, 1; 1, 2, 21, 22} число вершин 𝑣 = 1 + 22 + 231 + 44 + 2 = 300, спектр 

221, √22
100
, 277, −√22

100
, −822. 

10. {22, 21, 5, 1; 1, 1, 21, 22}  число вершин 𝑣 = 1 + 22 + 462 + 110 + 5 = 600, 

спектр 221, √22
250
, 277, −√22

250
, −822. 

Графы под номерами 8 – 10 являются антиподальными расширениями графа Хиг-

мена–Симса. 

11. {25, 24, 2, 1; 1, 2, 24, 25}  число вершин 𝑣 = 1 + 25 + 300 + 25 + 1 = 352, 

спектр 251, 588, 3120, −588, −755, граф Γ3,4 сильно регулярен с параметрами (352,26,0,2), 

Γ′ имеет параметры (176,25,0,4). 

12. {25, 24, 3, 1; 1, 1, 24, 25}  число вершин 𝑣 = 1 + 25 + 600 + 75 + 3 = 704, 

спектр 251, 5264, 3120, −5264, −755. 

13. {26, 25, 1, 1; 1, 1, 25, 26}  число вершин 𝑣 = 1 + 26 + 1050 + 26 + 1 = 704, 

спектр 261, √26
176
, 4208, −√26

176
, −6143, Γ′ имеет параметры (352,26,0,2). 

14. {27, 20, 6, 1; 1, 3, 20, 27}  число вершин 𝑣 = 1 + 27 + 180 + 54 + 2 = 264, 

спектр 271, 944, 355, −3132, −632, Γ′ имеет параметры (88,27,6,9). 

15. {28, 15, 6, 1; 1, 6, 15, 28}  половинный 8-куб, число вершин 𝑣 = 1 + 28 + 70 +

28 + 1 = 128, спектр 281, 148, 428, −256, −435, Γ′ имеет параметры (64,28,12,12). 

16. {32, 27, 6, 1; 1, 6, 27, 32}  число вершин 𝑣 = 1 + 32 + 144 + 32 + 1 = 210, 

спектр 321, 835, 284, −470, −1020, граф Γ3,4 сильно регулярен с параметрами (210,33,0,6), 

Γ′ имеет параметры (105,32,4,12). 



О графах Шилла диаметра 4 

23 

17. {32, 27, 8, 1; 1, 4, 27, 32} граф Сойчера, число вершин 𝑣 = 1 + 32 + 216 + 64 +

2 = 315, спектр 321, 870, 284, −4140, −1020. 

18. {32, 27, 9, 1; 1, 3, 27, 32}  число вершин 𝑣 = 1 + 32 + 288 + 96 + 3 = 420, 

спектр 321, 8105, 284, −4210, −1020. 

19. {32, 27, 10, 1; 1, 2, 27, 32}  число вершин 𝑣 = 1 + 32 + 432 + 32 + 1 = 630, 

спектр 321, 8175, 284, −4350, −1020. 

Графы под номерами 16 и 18 не существуют по [4]. 

20. {33, 32, 3, 1; 1, 3, 32, 33}  число вершин 𝑣 = 1 + 33 + 352 + 33 + 1 = 420, 

спектр 261, √33
105
, 3154, −√33

105
, −955, Γ′ имеет параметры (210,33,0,6). 

21. {33, 32, 5, 1; 1, 1, 32, 33}  число вершин 𝑣 = 1 + 33 + 1056 + 165 + 5 = 1260, 

спектр 261, √33
525
, 3154, −√33

525
, −955. 

22. {36, 35, 2, 1; 1, 2, 35, 36}  число вершин 𝑣 = 1 + 36 + 630 + 36 + 1 = 704, 

спектр 361, 6176, 4231, −6176, −8120 , граф Γ3,4  сильно регулярен с параметрами 

(704,37,0,2), Γ′ имеет параметры (352,36,0,4). 

23. {36, 35, 3, 1; 1, 1, 35, 36}  число вершин 𝑣 = 1 + 36 + 1260 + 108 + 3 = 1408 , 

спектр 361, 6528, 4231, −6528, −8120. 

24. {37, 36, 1, 1; 1, 1, 36, 37}  число вершин 𝑣 = 1 + 37 + 1332 + 37 + 1 = 1408, 

спектр 371, √37
352
, 5407, −√37

352
, −7296. 

25. {45, 32, 12, 1; 1, 6, 32, 45}  𝐴𝑇4(3,3,3) - граф 3. 𝑂6
−(3) , число вершин 𝑣 = 1 +

45 + 240 + 90 + 2 = 378 , спектр 451, 1542, 390, −3210, −945 , Γ′  имеет параметры 

(126,45,12,18). 

Для 𝐴𝑇4(3,3, 𝑟)-графа параметр 𝑟 равен 2, 3, 6. Но в случаях 𝑟 = 2, 6 граф не суще-

ствует [5]. 

26. {45, 40, 6, 1; 1, 6, 40, 45}  число вершин 𝑣 = 1 + 45 + 300 + 45 + 1 = 392, 

спектр 451, 970, 3150, −5126, −1145, граф 𝑄-полиномиальный, Γ3,4 сильно регулярен с па-

раметрами (392,46,0,6), Γ′ имеет параметры (196,45,4,12). 

27. {45, 40, 8, 1; 1, 4, 40, 45}  число вершин 𝑣 = 1 + 45 + 450 + 90 + 2 = 588, 

спектр 451, 9140, 3150, −5252, −1145. 

28. {45,40,9,1; 1,3,40,45} число вершин 𝑣 = 1 + 45 + 600 + 135 + 3 = 784, спектр 

451, 9210, 3150, −5378, −1145. 

29. {45, 40, 10, 1; 1, 2, 40, 45}  число вершин 𝑣 = 1 + 45 + 900 + 135 + 3 = 1176 , 

спектр 451, 9350, 3150, −5630, −1145. 

30. {45, 40, 11, 1; 1, 1, 40, 45}  число вершин 𝑣 = 1 + 45 + 1800 + 495 + 11 =

2352, спектр 451, 9770, 3150, −51386, −1145. 

31. {45, 44, 6, 1; 1, 3, 44, 45}  число вершин 𝑣 = 1 + 45 + 660 + 90 + 2 = 798, 

спектр 451, 3√5
266
, 3209, −3√5

266
, −1256, Γ′ имеет параметры (266,45,0,9). 

32. {45, 44, 8, 1; 1, 1, 44, 45}  число вершин 𝑣 = 1 + 45 + 1980 + 360 + 8 = 2394 , 

спектр 451, 3√5
1064

, 3209, −3√5
1064

, −1256. 

33. {46, 45, 3, 1; 1, 3, 45, 46}  число вершин 𝑣 = 1 + 46 + 690 + 46 + 1 = 784, 

спектр 461, √46
266
, 4276, −√46

266
, −10115, Γ′ имеет параметры (392,46,0,6). 
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34. {46, 45, 4, 1; 1, 2, 45, 46}  число вершин 𝑣 = 1 + 46 + 1035 + 92 + 2 = 1176, 

спектр 461, √46
392
, 4276, −√46

392
, −10115. 

35. {46, 45, 5, 1; 1, 5, 45, 46}  число вершин 𝑣 = 1 + 46 + 2070 + 46 + 1 = 2352, 

спектр 461, √46
980
, 4276, −√46

980
, −10115. 

36. {49, 48, 2, 1; 1, 2, 48, 49}  число вершин 𝑣 = 1 + 49 + 1176 + 49 + 1 = 1276, 

спектр 491, 7319, 5406, −7319, −9231, граф 𝑄-полиномиальный, Γ3,4 сильно регулярен с па-

раметрами (1276,50,0,2), Γ′ имеет параметры (638,49,0,4). 

37. {49,48,3,1; 1,1,48,49}  число вершин 𝑣 = 1 + 49 + 2352 + 147 + 3 = 2552, 

спектр 491, 7957, 5406, −7957, −9231. 

В настоящей работе доказывается несуществование графов с некоторыми масси-

вами пересечений из нашего списка. 

Теорема 1. Дистанционно регулярный граф с массивом пересечений 

{20, 18, 5, 1; 1, 1, 18, 20} не существует.  

Теорема 2. Дистанционно регулярный граф с массивом пересечений 

{25, 24, 2, 1; 1, 2, 24, 25} не существует. 

1. Тройные числа пересечений 

В доказательстве теорем используются тройные числа пересечений [6]. 

Пусть Γ  – дистанционно регулярный граф диаметра 𝑑 . Если 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3  – вершины 

графа Γ, 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3 – неотрицательные целые числа, не большие 𝑑. Через {
𝑢1𝑢2𝑢3
𝑟1 𝑟2 𝑟3

} обозна-

чим множество вершин 𝑤 ∈ Γ таких, что 𝑑(𝑤, 𝑢𝑖) = 𝑟𝑖, а через [
𝑢1𝑢2𝑢3
𝑟1 𝑟2 𝑟3

] – число вершин 

в {
𝑢1𝑢2𝑢3
𝑟1 𝑟2 𝑟3

}. Числа [
𝑢1𝑢2𝑢3
𝑟1 𝑟2 𝑟3

] называются тройными числами пересечений. Для фиксиро-

ванной тройки вершин 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3  вместо [
𝑢1𝑢2𝑢3
𝑟1 𝑟2 𝑟3

]  будем писать [𝑟1𝑟2𝑟3] . К сожалению, 

для чисел [𝑟1𝑟2𝑟3] нет общих формул. Однако, в [7] предложен метод вычисления неко-

торых чисел [𝑟1𝑟2𝑟3]. 

Пусть 𝑢, 𝑣, 𝑤  – вершины графа Γ , 𝑊 = 𝑑(𝑢, 𝑣), 𝑈 = 𝑑(𝑣,𝑤), 𝑉 = 𝑑(𝑢,𝑤) . Так как 

имеется точно одна вершина 𝑥 = 𝑢 такая, что 𝑑(𝑥, 𝑢) = 0, то число [0𝑗ℎ] равно 0 или 1. 

Отсюда [0𝑗ℎ] = 𝛿𝑗𝑊𝛿ℎ𝑉. Аналогично, [𝑖0ℎ] = 𝛿𝑖𝑊𝛿ℎ𝑈 и [𝑖𝑗0] = 𝛿𝑖𝑈𝛿𝑗𝑉. 

Другое множество уравнений можно получить, фиксируя расстояние между двумя 

вершинами из {𝑢, 𝑣, 𝑤} и сосчитав число вершин, находящихся на всех возможных рас-

стояниях от третьей: 

{
 
 
 
 

 
 
 
 
∑

𝑑

𝑙

[𝑙𝑗ℎ] = 𝑝𝑗ℎ
𝑈 − [0𝑗ℎ]

∑

𝑑

𝑙

[𝑖𝑙ℎ] = 𝑝𝑖ℎ
𝑉 − [𝑖0ℎ]    (+)

∑

𝑑

𝑙

[𝑖𝑗𝑙] = 𝑝𝑖𝑗
𝑊 − [𝑖𝑗0]

 

При этом некоторые тройки исчезают. При |𝑖 − 𝑗| > 𝑊 или 𝑖 + 𝑗 < 𝑊 имеем 𝑝𝑖𝑗
𝑊 =

0, поэтому [𝑖𝑗ℎ] = 0 для всех ℎ ∈ {0, . . . , 𝑑}. 
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Положим 

𝑆𝑖𝑗ℎ(𝑢, 𝑣, 𝑤) = ∑

𝑑

𝑟,𝑠,𝑡=0

𝑄𝑟𝑖𝑄𝑠𝑗𝑄𝑡ℎ [
𝑢𝑣𝑤
𝑟𝑠𝑡

], 

где 𝑄𝑖𝑗 – элементы дуальной матрицы собственных значений 𝑄. 

Если параметр Крейна 𝑞𝑖𝑗
ℎ = 0, то 𝑆𝑖𝑗ℎ(𝑢, 𝑣, 𝑤) = 0. 

Зафиксируем вершины 𝑢, 𝑣, 𝑤 дистанционно регулярного графа Γ диаметра 3 и по-

ложим {𝑖𝑗ℎ} = {
𝑢𝑣𝑤
𝑖𝑗ℎ } , [𝑖𝑗ℎ] = [

𝑢𝑣𝑤
𝑖𝑗ℎ ] , [𝑖𝑗ℎ]′ = [

𝑢𝑣𝑤
𝑖ℎ𝑗 ] , [𝑖𝑗ℎ]

∗ = [
𝑢𝑣𝑤
𝑗𝑖ℎ ] и [𝑖𝑗ℎ]∼ = [

𝑢𝑣𝑤
ℎ𝑗𝑖 ] . 

Вычисление параметров [𝑖𝑗ℎ]′ , [𝑖𝑗ℎ]∗  и [𝑖𝑗ℎ]∼  (симметризация массива тройных чисел 

пересечений) может дать новые соотношения, позволяющие доказать несуществование 

графа. 

2. Граф с массивом пересечений {𝟐𝟎, 𝟏𝟖, 𝟓, 𝟏; 𝟏, 𝟏, 𝟏𝟖, 𝟐𝟎} 

Дистанционно регулярный граф Γ с массивом пересечений {20, 18, 5, 1; 1, 1, 18, 20} 
имеет спектр 201, 5180, 260, −4225, −720, 1 + 20 + 360 + 100 + 5 = 486 вершин и дуаль-

ную матрицу собственных значений  

𝑄 =

(

 
 

1 180 60  225  20
1  45 6 −45 −7
1   0 −3    0   2
1 −9 6    9 −7
1 −36 60 −45  20)

 
 
. 

 

Лемма 1. Числа пересечений графа Γ равны 

𝑝11
1 = 1, 𝑝12

1 = 18, 𝑝23
1 = 90, 𝑝22

1 = 252, 𝑝33
1 = 5, 𝑝34

1 = 5, 

𝑝11
2 = 1, 𝑝12

2 = 14, 𝑝13
2 = 5, 𝑝22

2 = 270, 𝑝23
2 = 70, 𝑝24

2 = 5, 𝑝33
2 = 25; 

𝑝12
3 = 18, 𝑝22

3 = 252, 𝑝13
3 = 1, 𝑝14

3 = 1, 𝑝23
3 = 90, 𝑝33

3 = 𝑝34
3 = 4; 

𝑝13
4 = 20, 𝑝22

4 = 360, 𝑝24
4 = 1, 𝑝33

4 = 80.  

Доказательство. Прямые вычисления по [2, лемма 4.1.7]. 

Пусть 𝑢, 𝑣, 𝑤  – вершины графа Γ , [𝑖ℎ𝑙] = [
𝑢𝑣𝑤
𝑖ℎ𝑙

] , Δ = Γ2(𝑢)  и Λ = Γ2(Δ) . Тогда Λ  – 

регулярный граф степени 𝑝22
2 = 270  на 𝑘2 = 360  вершинах. Заметим, что для нашего 

графа Λ = Δ2. 

Лемма 2. Пусть 𝑑(𝑢, 𝑣) = 𝑑(𝑢, 𝑤) = 2, 𝑑(𝑣, 𝑤) = 1. Тогда верны равенства: 

[111] = 𝑟1 , [112] = [121] = −𝑟1 + 1 , [122] = 𝑟1 + 𝑟2 + 8 , [123] = [132] = −𝑟2 +

5, [133] = 𝑟2; 

[211] = −𝑟1 − 𝑟2 + 1 , [212] = [221] = 𝑟1 + 𝑟2 + 12 , [222] = −6𝑟1 − 6𝑟2 + 198 , 

[223] = [232] = 5𝑟1 + 5𝑟2 + 60, [233] = −5𝑟1 − 5𝑟2 + 5, [234] = [243] = 5; 

[311] = 𝑟2 , [312] = [321] = −𝑟2 + 5 , [322] = 5𝑟1 + 5𝑟2 + 40 , [323] = [332] =

−5𝑟1 − 4𝑟2 + 25, [333] = 5𝑟1 + 4𝑟2; 

[422] = 5, 

где 𝑟1 + 𝑟2 ≤ 1.  

Доказательство. Решая систему линейных уравнений, заданных формулами (+), 
и вводя независимые переменные [111] = 𝑟1, [133] = 𝑟2, получим равенства из заключе-

ния леммы. Учитывая неотрицательность тройных чисел пересечений, получим неравен-

ство 𝑟1 + 𝑟2 ≤ 1. 

По лемме 2 имеем 192 ≤ [222] = −6𝑟1 − 6𝑟2 + 198 ≤ 198. 

Лемма 3. Пусть 𝑑(𝑢, 𝑣) = 𝑑(𝑢, 𝑤) = 2, 𝑑(𝑣, 𝑤) = 3. Тогда верны равенства: 
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[112] = 𝑟10/4 + 𝑟11 , [113] = −𝑟10/4 − 𝑟11 + 1 , [121] = −𝑟10 + 𝑟9 − 20 , [122] =

−𝑟10/4 + 9 , [123] = 5𝑟10/4 − 𝑟9 + 25 , [131] = 𝑟10 − 𝑟9 + 21 , [132] = −𝑟11 + 5 , [133] =

−𝑟10 + 𝑟11 + 𝑟9 − 21; 

[212] = [221] = −𝑟10/4 + 13 , [213] = [231] = 𝑟10/4 , [214] = [241] = 1 , [222] =

3𝑟10/2 + 192, [223] = [232] = −5𝑟10/4 + 65, [233] = 𝑟10, [234] = [243] = 4; 

[312] = −𝑟11 + 5 , [313] = 𝑟11 , [321] = 5𝑟10/4 − 𝑟9 + 25 , [322] = −5𝑟10/4 + 25 , 

[323] = 𝑟9 , [331] = −5𝑟10/4 + 𝑟9 − 20 , [332] = 5𝑟10/4 + 𝑟11 + 20 , [333] = −𝑟11 − 𝑟9 +

25;  

[422] = 5, 

где 20 ≤ 𝑟9 ≤ 25, 𝑟10/4 + 𝑟11 ≤ 1, 𝑟10 делится на 4.  

Доказательство. Упрощение формул (+) как в доказательстве леммы 2. 

По лемме 3 имеем 192 ≤ [222] = 3𝑟10/2 + 192 ≤ 198. 

Лемма 4. Пусть 𝑑(𝑢, 𝑣) = 𝑑(𝑢, 𝑤) = 2, 𝑑(𝑣, 𝑤) = 4. Тогда верны равенства: 

[113] = [131] = 1, [122] = 14; 

[213] = [231] = 14, [222] = 270, [244] = 4; 

[313] = [331] = 5, [322] = 70, [333] = 20; 

[422] = 5.  

Доказательство. Упрощение формул (+) как в доказательстве леммы 2. 

Напомним, что 𝑝12
2 = 14 , 𝑝22

2 = 270 , 𝑝23
2 = 70 , 𝑝24

2 = 5 . Для числа ребер 𝑒  между 

Λ(𝑣)  и Λ2(𝑣)  в графе Λ  выполняются неравенства 17478 = 84 ⋅ 192 + 1350 ≤ 𝑒 ≤ 84 ⋅
198 + 1350 = 17982. С другой стороны, имеем 𝑒 = 270(269 − 𝜆), где 𝜆 – среднее зна-

чение параметра 𝜆(Λ), следовательно, 64.73 ≤ (269 − 𝜆) ≤ 66.6 и 202.4 ≤ 𝜆 ≤ 204.27. 

Лемма 5. Пусть 𝑑(𝑢, 𝑣) = 𝑑(𝑢, 𝑤) = 𝑑(𝑣,𝑤) = 2. Тогда верны равенства: 

[111] = 𝑟5 , [112] = −𝑟4 + 𝑟6 + 𝑟8 + 9 , [113] = 𝑟4 − 𝑟5 − 𝑟6 − 𝑟8 − 8 , [121] = −𝑟5 −

𝑟6 + 𝑟7 − 𝑟8 + 1 , [122] = 𝑟4 , [123] = −𝑟4 + 𝑟5 + 𝑟6 − 𝑟7 + 𝑟8 + 13 , [131] = 𝑟6 − 𝑟7 + 𝑟8 , 

[132] = −𝑟6 − 𝑟8 + 5, [133] = 𝑟7; 

[211] = −𝑟5 − 𝑟6 + 1 , [212] = [221] = 𝑟4 , [213] = [231] = −𝑟4 + 𝑟5 + 𝑟6 + 13 , 

[222] = −6𝑟4 + 264 , [223] = [232] = 5𝑟4 , [224] = [242] = 5 , [233] = −4𝑟4 − 𝑟5 − 𝑟6 +

57; 

[311] = 𝑟6 , [312] = −𝑟6 − 𝑟8 + 5 , [313] = 𝑟8 , [321] = −𝑟4 + 𝑟5 + 𝑟6 − 𝑟7 + 𝑟8 + 13 , 

[322] = 5𝑟4 , [323] = −4𝑟4 − 𝑟5 − 𝑟6 + 𝑟7 − 𝑟8 + 57 , [331] = 𝑟4 − 𝑟5 − 2𝑟6 + 𝑟7 − 𝑟8 − 8 , 

[332] = −5𝑟4 + 𝑟6 + 𝑟8 + 65, [333] = 4𝑟4 + 𝑟5 + 𝑟6 − 𝑟7 − 32; 

[422] = 5 

где 𝑟5 + 𝑟6 ≤ 1, 𝑟6 + 𝑟8 ≤ 5, 8 ≤ 𝑟4 ≤ 14, 0 ≤ 𝑟7 ≤ 5.  

Доказательство. Упрощение формул (+) как в доказательстве леммы 2. 

Если 𝑟4 = 8 , то равенство [113] = 𝑟4 − 𝑟5 − 𝑟6 − 𝑟8 − 8  влечет 𝑟5 = 𝑟6 = 𝑟8 = 0 , 

[131] = 𝑟6 − 𝑟7 + 𝑟8 влечет 𝑟7 = 0. 

Если 𝑟5 = 1 , то равенство [113] = 𝑟4 − 𝑟5 − 𝑟6 − 𝑟8 − 8  влечет 𝑟4 = 𝑟6 + 𝑟8 + 9 , 

[211] = −𝑟5 − 𝑟6 + 1  влечет 𝑟6 = 0 , [121] = −𝑟5 − 𝑟6 + 𝑟7 − 𝑟8 + 1  влечет 𝑟7 = 𝑟8 . Да-

лее, [132] = [312]∗ = −𝑟8
∗ + 5 , 𝑟8

∗ = 𝑟7  [132] = [123]′ = −𝑟4′ + 14 , поэтому −𝑟4 + 14 =

−𝑟7 + 5 и 𝑟4 = 𝑟7 + 9.  

По лемме 5 имеем 180 ≤ [222] ≤ 216. 

Если 𝑑(𝑢, 𝑣) = 2, {𝑧} = [𝑢] ∩ [𝑣], то число вершин 𝑤 с [111] = 1 равно 16. 

Пусть 𝑑(𝑢, 𝑣) = 2. 
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Подсчитаем число 𝑓1 пар вершин 𝑦, 𝑧 на расстоянии 1 в графе Δ, где 𝑦 ∈ {
𝑢𝑣
21
} и 𝑧 ∈

{
𝑢𝑣
22
} С одной стороны, по лемме 2 имеем [221] = 𝑟1 + 𝑟2 + 12, где 𝑟1 + 𝑟2 ≤ 1, поэтому 

168 = 14 ⋅ 12 ≤ 𝑓1 ≤ 14 ⋅ 13 = 182. С другой стороны, по лемме 5 имеем [211] = −𝑟5 −

𝑟6 + 1 , поэтому 168 ≤ −∑𝑖 (𝑟5
𝑖 + 𝑟6

𝑖) + 270 ≤ 182 , 88 ≤ ∑𝑖 (𝑟5
𝑖 + 𝑟6

𝑖) ≤ 102  и 0.3259 ≤
∑𝑖 (𝑟5

𝑖 + 𝑟6
𝑖)/270 ≤ 0.378. 

Подсчитаем число 𝑓2 пар вершин 𝑦, 𝑧 на расстоянии 2 в графе Δ, где 𝑦 ∈ {
𝑢𝑣
21
}и 𝑧 ∈

{
𝑢𝑣
22
} . С одной стороны, по лемме 3 имеем 192 ≤ [222] ≤ 198 , поэтому 2688 = 14 ⋅

192 ≤ 𝑓2 ≤ 14 ⋅ 198 = 2772. С другой стороны, по лемме 5 имеем [212] = 𝑟4, поэтому 

2688 ≤ ∑𝑖 𝑟4
𝑖 ≤ 2772 и 9.955 ≤ ∑𝑖 𝑟4

𝑖/270 ≤ 10.267. 

Подсчитаем число 𝑔1  пар вершин 𝑦, 𝑧  на расстоянии 1  в графе Δ , где 𝑦 ∈ {
𝑢𝑣
23
}  и 

𝑧 ∈ {
𝑢𝑣
22
} . С одной стороны, по лемме 3 имеем [221] = −𝑟10/4 + 13, где 𝑟10/4 ≤ 1, по-

этому 840 = 70 ⋅ 12 ≤ 𝑔1 ≤ 70 ⋅ 13 = 910. С другой стороны, по лемме 5 имеем [233] =

−4𝑟4 − 𝑟5 − 𝑟6 + 57,  поэтому 840 ≤ −∑𝑖 (4𝑟4
𝑖 + 𝑟5

𝑖 + 𝑟6
𝑖) + 15390 ≤ 910,  14480 ≤

∑𝑖 (4𝑟4
𝑖 + 𝑟5

𝑖 + 𝑟6
𝑖) ≤ 14550 и 53.629 ≤ ∑𝑖 (4𝑟4

𝑖 + 𝑟5
𝑖 + 𝑟6

𝑖)/270 ≤ 53.889. 

Таким образом, 9.955 ≤ ∑𝑖 𝑟4
𝑖/270 ≤ 10.267 , 0.3259 ≤ ∑𝑖 (𝑟5

𝑖 + 𝑟6
𝑖)/270 ≤ 0.378 

и 40.1459 ≤ ∑𝑖 (4𝑟4
𝑖 + 𝑟5

𝑖 + 𝑟6
𝑖)/270 ≤ 41.446, противоречие. 

Теорема 1 доказана. 

3. Граф с массивом пересечений {𝟐𝟓, 𝟐𝟒, 𝟐, 𝟏; 𝟏, 𝟐, 𝟐𝟒, 𝟐𝟓} 

Дистанционно регулярный граф Γ с массивом пересечений {25, 24, 2, 1; 1, 2, 24, 25} 
имеет спектр 251, 588, 3120, −588, −755 , 1 + 25 + 300 + 25 + 1 = 352  вершин и дуаль-

ную матрицу собственных значений  

𝑄 =

(

 
 
 
 

1    88  120    88      55

1   
 88

5
 72/5 −

88

5
−77/5

1     0 −16/5     0    11/5

1 −
88

5
 72/5     

88

5
−77/5

1 −88  120 −88       55 )

 
 
 
 

. 

Лемма 6. Числа пересечений графа Γ равны 

𝑝11
1 = 0, 𝑝12

1 = 24, 𝑝23
1 = 24, 𝑝22

1 = 252, 𝑝33
1 = 0, 𝑝34

1 = 1, 

𝑝11
2 = 2, 𝑝12

2 = 21, 𝑝13
2 = 2, 𝑝22

2 = 258, 𝑝23
2 = 21, 𝑝24

2 = 1, 𝑝33
2 = 2; 

𝑝12
3 = 24, 𝑝22

3 = 252, 𝑝13
3 = 0, 𝑝14

3 = 1, 𝑝23
3 = 24; 

𝑝13
4 = 25, 𝑝22

4 = 300.  

Доказательство. Прямые вычисления по [2, лемма 4.1.7]. 

Пусть 𝑢, 𝑣, 𝑤  – вершины графа Γ , [𝑖ℎ𝑙] = [
𝑢𝑣𝑤
𝑖ℎ𝑙

] , Δ = Γ2(𝑢)  и Λ = Γ2(Δ) . Тогда Λ  – 

регулярный граф степени 𝑝22
2 = 258  на 𝑘2 = 300  вершинах. Заметим, что для нашего 

графа Λ = Δ2. 

Лемма 7. Пусть 𝑑(𝑢, 𝑣) = 𝑑(𝑢,𝑤) = 2, 𝑑(𝑣, 𝑤) = 1. Тогда верны равенства: 

[112] = [121] = 2, [122] = 17, [123] = [132] = 2; 

[212] = [221] = 20, [222] = 216, [223] = [232] = 20, [234] = [243] = 1; 

[312] = [321] = 2, [322] = 17, [323] = [332] = 2; 

[422] = 1.  
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Доказательство. Решая систему линейных уравнений, заданных формулами (+), 
получим равенства из заключения леммы. 

По лемме 7 имеем [222] = 216. 

Лемма 8. Пусть 𝑑(𝑢, 𝑣) = 𝑑(𝑢, 𝑤) = 2, 𝑑(𝑣, 𝑤) = 3. Тогда верны равенства: 

[112] = [121] = 2, [122] = 17, [123] = [132] = 2; 

[212] = [221] = 20, [214] = [241] = 1, [222] = 216, [223] = [232] = 20; 

[312] = [321] = 2, [322] = 17, [323] = [332] = 4; 

[422] = 1.  

Доказательство. Упрощение формул (+) как в доказательстве леммы 7. 

По лемме 8 имеем [222] = 216. 

Лемма 9. Пусть 𝑑(𝑢, 𝑣) = 𝑑(𝑢, 𝑤) = 2, 𝑑(𝑣, 𝑤) = 4. Тогда верны равенства: 

[113] = [131] = 1, [122] = 21; 

[213] = [231] = 21, [222] = 256; 

[313] = [331] = 2, [322] = 21; 

[422] = 10  

Доказательство. Упрощение формул (+) как в доказательстве леммы 7. 

Напомним, что 𝑝12
2 = 21 , 𝑝22

2 = 258 , 𝑝23
2 = 21 , 𝑝24

2 = 1 . Для числа ребер 𝑒  между 

Λ(𝑣) и Λ2(𝑣) в графе Λ выполняются равенства 𝑒 = 42 ⋅ 216 + 256 = 9328. 

С другой стороны, имеем 𝑒 = 258(257 − 𝜆) , где 𝜆  – среднее значение параметра 

𝜆(Λ), следовательно, 257 − 𝜆 = 36.155 и 𝜆 = 220.845. 

Лемма 10. Пусть 𝑑(𝑢, 𝑣) = 𝑑(𝑢,𝑤) = 𝑑(𝑣, 𝑤) = 2. Тогда верны равенства: 

[111] = 𝑟2 , [112] = −𝑟2 − 𝑟3 + 2 , [113] = 𝑟3 , [121] = −𝑟2 − 𝑟4 + 2 , [122] = 𝑟1 +

𝑟2 + 𝑟3 + 𝑟4 + 17, [123] = −𝑟1 − 𝑟3 + 2, [131] = 𝑟4, [132] = −𝑟1 − 𝑟4 + 2, [133] = 𝑟1; 

[211] = −𝑟1 − 𝑟2 + 2 , [212] = [221] = 𝑟1 + 𝑟2 + 𝑟3 + 𝑟4 + 17 , [213] = [231] =

−𝑟3 − 𝑟4 + 2 , [222] = −2𝑟1 − 2𝑟2 − 2𝑟3 − 2𝑟4 + 220 , [223] = [232] = 𝑟1 + 𝑟2 + 𝑟3 + 𝑟4 +

17, [224] = [242] = 1, [233] = −𝑟1 − 𝑟2 + 2; 

[311] = 𝑟1 , [312] = −𝑟1 − 𝑟4 + 2 , [313] = 𝑟4 , [321] = −𝑟1 − 𝑟3 + 2 , [322] = 𝑟1 +

𝑟2 + 𝑟3 + 𝑟4 + 17, [323] = −𝑟2 − 𝑟4 + 2, [331] = 𝑟3, [332] = −𝑟2 − 𝑟3 + 2, [333] = 𝑟2; 

[422] = 1, 

где 𝑟2 + 𝑟4 ≤ 2, 𝑟2 + 𝑟3 ≤ 2, 𝑟1 + 𝑟3 ≤ 2, 𝑟1 + 𝑟4 ≤ 2, 𝑟1 + 𝑟2 ≤ 2, 𝑟3 + 𝑟4 ≤ 2.  

Доказательство. Упрощение формул (+) как в доказательстве леммы 7. 

По лемме 10 имеем 212 ≤ [222] ≤ 220. Противоречие с тем, что 𝜆 = 220.845. 

Теорема 2 доказана. 
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  9 . 955 ≤   ∑  i ‍   r 4  i / 270 ≤ 10 . 267


  0 . 3259 ≤   ∑  i ‍ (   r 5  i +   r 6  i ) / 270 ≤ 0 . 378


  40 . 1459 ≤   ∑  i ‍ ( 4   r 4  i +   r 5  i +   r 6  i ) / 270 ≤ 41 . 446


  { 𝟐 𝟓 , 𝟐 𝟒 , 𝟐 , 𝟏 ; 𝟏 , 𝟐 , 𝟐 𝟒 , 𝟐 𝟓 }


  Γ


  { 25 ,   24 ,   2 ,   1 ; 1 ,   2 ,   24 ,   25 }


  2  5 1 ,  5 88 ,  3 120 , −  5 88 , −  7 55


  1 + 25 + 300 + 25 + 1 = 352


  Q =  (    1        88    120        88            55   1          88 5    72 / 5  −  88 5  − 77 / 5   1          0  − 16 / 5          0        11 / 5   1  −  88 5    72 / 5           88 5  − 77 / 5   1  − 88    120  − 88              55 ) .


  Γ


    p 11 1 = 0


    p 12 1 = 24


    p 23 1 = 24


    p 22 1 = 252


    p 33 1 = 0


    p 34 1 = 1


    p 11 2 = 2


    p 12 2 = 21


    p 13 2 = 2


    p 22 2 = 258


    p 23 2 = 21


    p 24 2 = 1


    p 33 2 = 2


    p 12 3 = 24


    p 22 3 = 252


    p 13 3 = 0


    p 14 3 = 1


    p 23 3 = 24


    p 13 4 = 25


    p 22 4 = 300


  u , v , w


  Γ


  [ i h l ] =  [    u v w   i h l ]


  Δ =  Γ 2 ( u )


  Λ =  Γ 2 ( Δ )


  Λ


    p 22 2 = 258


    k 2 = 300


  Λ =  Δ 2


  d ( u , v ) = d ( u , w ) = 2 , d ( v , w ) = 1


  [ 112 ] = [ 121 ] = 2


  [ 122 ] = 17


  [ 123 ] = [ 132 ] = 2


  [ 212 ] = [ 221 ] = 20


  [ 222 ] = 216


  [ 223 ] = [ 232 ] = 20


  [ 234 ] = [ 243 ] = 1


  [ 312 ] = [ 321 ] = 2


  [ 322 ] = 17


  [ 323 ] = [ 332 ] = 2


  [ 422 ] = 1


  ( + )


  [ 222 ] = 216


  d ( u , v ) = d ( u , w ) = 2 , d ( v , w ) = 3


  [ 112 ] = [ 121 ] = 2


  [ 122 ] = 17


  [ 123 ] = [ 132 ] = 2


  [ 212 ] = [ 221 ] = 20


  [ 214 ] = [ 241 ] = 1


  [ 222 ] = 216


  [ 223 ] = [ 232 ] = 20


  [ 312 ] = [ 321 ] = 2


  [ 322 ] = 17


  [ 323 ] = [ 332 ] = 4


  [ 422 ] = 1


  [ 222 ] = 216


  d ( u , v ) = d ( u , w ) = 2 , d ( v , w ) = 4


  [ 113 ] = [ 131 ] = 1


  [ 122 ] = 21


  [ 213 ] = [ 231 ] = 21


  [ 222 ] = 256


  [ 313 ] = [ 331 ] = 2


  [ 322 ] = 21


  [ 422 ] = 1


    p 12 2 = 21


    p 22 2 = 258


    p 23 2 = 21


    p 24 2 = 1


  e


  Λ ( v )


   Λ 2 ( v )


  Λ


  e = 42 ⋅ 216 + 256 = 9328


  e = 258 ( 257 − 𝜆 )


  𝜆


  𝜆 ( Λ )


  257 − 𝜆 = 36 . 155


  𝜆 = 220 . 845


  d ( u , v ) = d ( u , w ) = d ( v , w ) = 2


  [ 111 ] =   r 2


  [ 112 ] = −   r 2 −   r 3 + 2


  [ 113 ] =   r 3


  [ 121 ] = −   r 2 −   r 4 + 2


  [ 122 ] =   r 1 +   r 2 +   r 3 +   r 4 + 17


  [ 123 ] = −   r 1 −   r 3 + 2


  [ 131 ] =   r 4


  [ 132 ] = −   r 1 −   r 4 + 2


  [ 133 ] =   r 1


  [ 211 ] = −   r 1 −   r 2 + 2


  [ 212 ] = [ 221 ] =   r 1 +   r 2 +   r 3 +   r 4 + 17


  [ 213 ] = [ 231 ] = −   r 3 −   r 4 + 2


  [ 222 ] = − 2   r 1 − 2   r 2 − 2   r 3 − 2   r 4 + 220


  [ 223 ] = [ 232 ] =   r 1 +   r 2 +   r 3 +   r 4 + 17


  [ 224 ] = [ 242 ] = 1


  [ 233 ] = −   r 1 −   r 2 + 2


  [ 311 ] =   r 1


  [ 312 ] = −   r 1 −   r 4 + 2


  [ 313 ] =   r 4


  [ 321 ] = −   r 1 −   r 3 + 2


  [ 322 ] =   r 1 +   r 2 +   r 3 +   r 4 + 17


  [ 323 ] = −   r 2 −   r 4 + 2


  [ 331 ] =   r 3


  [ 332 ] = −   r 2 −   r 3 + 2


  [ 333 ] =   r 2


  [ 422 ] = 1


    r 2 +   r 4 ≤ 2 ,   r 2 +   r 3 ≤ 2


    r 1 +   r 3 ≤ 2 ,   r 1 +   r 4 ≤ 2


    r 1 +   r 2 ≤ 2 ,   r 3 +   r 4 ≤ 2


  212 ≤ [ 222 ] ≤ 220


  𝜆 = 220 . 845

