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Аннотация. Заметим, что недвудольный сильно регулярный граф без треугольников 

с μ = 7 имеет параметры 𝑘 = 49𝑠2 + 49𝑠 + 7, 𝑠 ∈ {1, 2, 7}. В работе доказано, что дву-

дольный дистанционно регулярный граф с массивом пересечений 

{105, 104, 98, 7, 1;  1, 7, 98, 104, 105}  не существует. Как следствие, сильно регуляр-

ный граф с параметрами (1666, 105, 0, 7) не существует. 
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Abstract. Note that a non-bipartite triangle-free strongly regular graph with 𝜇 = 7 has pa-

rameters 𝑘 = 49𝑠2 + 49𝑠 + 7, where 𝑠 ∈ {1,2,7}. In this paper, it is proved that a bipartite 

distance-regular graph with intersection array {105, 104, 98, 7, 1;  1, 7, 98, 104, 105}  does 

not exist. Consequently, a strongly regular graph with parameters (1666, 105, 0, 7) does not 

exist. 

Keywords: graph; regular graph; strongly regular graph; distance-regular graph; intersec-

tion numbers. 
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Введение 

Рассматриваются неориентированные графы без петель и кратных ребер. Если 

𝑎, 𝑏 – вершины графа Γ, то через 𝑑(𝑎, 𝑏) обозначается расстояние между 𝑎 и 𝑏, а через 

Γ𝑖(𝑎)  – подграф графа Γ , индуцированный множеством вершин, которые находятся на 

расстоянии 𝑖  в Γ  от вершины 𝑎 . Подграф Γ1(𝑎)  называется окрестностью вершины 𝑎  и 

обозначается через [𝑎]. Через 𝑎⊥ обозначается подграф, являющийся шаром радиуса 1 с 

центром 𝑎. 

Граф Γ называется регулярным графом степени 𝑘, если [𝑎] содержит точно 𝑘 вер-

шин для любой вершины 𝑎 из Γ. Граф Γ называется реберно регулярным графом с пара-

метрами (𝑣, 𝑘, 𝜆), если Γ содержит 𝑣 вершин, является регулярным степени 𝑘, и каждое 

ребро из Γ лежит в 𝜆 треугольниках. Граф Γ называется вполне регулярным графом с па-

раметрами (𝑣, 𝑘, 𝜆, 𝜇) , если Γ  реберно регулярен с соответствующими параметрами и 

подграф [𝑎] ∩ [𝑏] содержит 𝜇 вершин в случае 𝑑(𝑎, 𝑏) = 2. Вполне регулярный граф диа-

метра 2 называется сильно регулярным графом. Число вершин в [𝑎] ∩ [𝑏] обозначим че-

рез 𝜆(𝑎, 𝑏)  (через 𝜇(𝑎, 𝑏) ), если 𝑑(𝑎, 𝑏) = 1  (если 𝑑(𝑎, 𝑏) = 2 ), а соответствующий под-

граф назовем (𝜇-) 𝜆-подграфом. 

Если вершины 𝑢,𝑤 находятся на расстоянии 𝑖 в Γ, то через 𝑏𝑖(𝑢, 𝑤) (через 𝑐𝑖(𝑢, 𝑤)) 
обозначим число вершин в пересечении Γ𝑖+1(𝑢) (в пересечении Γ𝑖−1(𝑢)) с [𝑤]. Граф диа-

метра 𝑑  называется дистанционно регулярным с массивом пересечений 

{𝑏0, . . . , 𝑏𝑑−1; 𝑐1, . . . , 𝑐𝑑}, если значения 𝑏𝑖 = 𝑏𝑖(𝑢, 𝑤) и 𝑐𝑖 = 𝑐𝑖(𝑢, 𝑤) не зависит от выбора 

вершин 𝑢,𝑤 на расстоянии 𝑖. Положим 𝑎𝑖 = 𝑘 − 𝑏𝑖 − 𝑐𝑖 и 𝑘𝑖 = |Γ𝑖(𝑢)| (значение 𝑘𝑖 не за-

висит от выбора вершины 𝑢). Числа пересечений графа 𝑝𝑖𝑗
𝑙  и параметры Крейна 𝑞𝑖𝑗

𝑙  опре-

делены в [1] (стр. 43 и 48 соответственно). 

Особый интерес представляют сильно регулярные графы без треугольников. Такие 

графы обладают уникальными свойствами и связаны с классическими объектами комби-

наторики, включая графы Мура диаметра 2. Недвудольный сильно регулярный граф без 

треугольников с 𝜇 = 7 имеет степень 𝑘 = 49𝑠2 + 49𝑠 + 7 для 𝑠 ∈ {1,2,7}. Если 𝑠 = 1, то 

граф имеет параметры (1666, 105, 0, 7) Если 𝑠 = 2, то граф имеет параметры (13202, 301, 

0, 7), а если 𝑠 = 7, то граф имеет параметры (1083502, 2751, 0, 7). Исследованию допу-

стимости параметров для сильно регулярных графов без треугольников посвящены ра-

боты Биггса [2], в которых уточняются условия существования таких графов и развива-

ются методы проверки их реализуемости. 
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Заметим, что сильно регулярный граф с параметрами (1666, 105, 0, 7) существует 

тогда и только тогда, когда существует его двудольное удвоение (дистанционно регуляр-

ный граф с массивом пересечений {105,104,98,7,1; 1,7,98,104,105} ). Связь между 

сильно регулярными графами и их двудольными удвоениями подробно обсуждается в 

монографии [1], где рассматриваются конструкции двудольных удвоений и их свойства. 

Теорема 1.  Дистанционно регулярный граф с массивом пересечений 

{105,104,98,7,1; 1,7,98,104,105} не существует. 

Теорема 2.  Сильно регулярный граф с параметрами (1666, 105, 0, 7)  не суще-

ствует. 

Доказательство этих теорем основано на современных методах теории дистанци-

онно регулярных графов, включая анализ тройных чисел пересечений, как это продемон-

стрировано, например, в работе [3] для графов с похожими параметрами. 

1.  Тройные числа пересечений 

В доказательстве теорем используются тройные числа пересечений. Метод трой-

ных чисел пересечений, развитый в работах [4–6], является эффективным инструментом 

для доказательства несуществования дистанционно регулярных графов с заданными мас-

сивами пересечений. 

Пусть Γ – дистанционно регулярный граф диаметра 𝑑.  

Если 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3  – вершины графа Γ , 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3  – неотрицательные целые числа, не 

большие 𝑑, то {
𝑢1𝑢2𝑢3
𝑟1𝑟2𝑟3

} – множество вершин 𝑤 ∈ Γ таких, что  

𝑑(𝑤, 𝑢𝑖) = 𝑟𝑖, [
𝑢1𝑢2𝑢3
𝑟1𝑟2𝑟3

] = |{
𝑢1𝑢2𝑢3
𝑟1𝑟2𝑟3

}|. 

Числа [
𝑢1𝑢2𝑢3
𝑟1𝑟2𝑟3

] называются тройными числами пересечений. Для фиксированной 

тройки вершин 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 вместо [
𝑢1𝑢2𝑢3
𝑟1𝑟2𝑟3

] будем писать [𝑟1𝑟2𝑟3]. 

Пусть 𝑢, 𝑣, 𝑤  – вершины графа Γ , 𝑊 = 𝑑(𝑢, 𝑣), 𝑈 = 𝑑(𝑣,𝑤), 𝑉 = 𝑑(𝑢,𝑤) . Так как 

имеется точно одна вершина 𝑥 = 𝑢 такая, что 𝑑(𝑥, 𝑢) = 0, то число [0𝑗ℎ] равно 0 или 1. 

Отсюда [0𝑗ℎ] = 𝛿𝑗𝑊𝛿ℎ𝑉, где 𝛿 – символ Кронекера.  

Аналогично, [𝑖0ℎ] = 𝛿𝑖𝑊𝛿ℎ𝑈 и [𝑖𝑗0] = 𝛿𝑖𝑈𝛿𝑗𝑉. 

Другое множество уравнений можно получить, фиксируя расстояние между двумя 

вершинами из {𝑢, 𝑣, 𝑤}, и сосчитав число вершин всех расстояний от третьей, получим: 

∑ [𝑑
𝑙=1 𝑙𝑗ℎ] = 𝑝𝑗ℎ

𝑈 − [0𝑗ℎ], ∑ [𝑑
𝑙=1 𝑖𝑙ℎ] = 𝑝𝑖ℎ

𝑉 − [𝑖0ℎ], ∑ [𝑑
𝑙=1 𝑖𝑗𝑙] = 𝑝𝑖𝑗

𝑊 − [𝑖𝑗0],            (1). 

При этом некоторые тройки исчезают.  

При |𝑖 − 𝑗| > 𝑊  или 𝑖 + 𝑗 < 𝑊  имеем 𝑝𝑖𝑗
𝑊 = 0 , поэтому [𝑖𝑗ℎ] = 0  для всех ℎ ∈

{0, . . . , 𝑑}. В работе [4], посвященной исследованию экстремальных 1-кодов в дистанци-

онно регулярных графах диаметра 3, система уравнений (1) в сочетании с условиями 

симметрии применяется для существенного сокращения перебора возможных конфигу-

раций троек вершин и получения целочисленных решений для тройных чисел пересече-

ний. 

Положим 𝑆𝑖𝑗ℎ(𝑢, 𝑣, 𝑤) = ∑𝑟,𝑠,𝑡=0
𝑑 𝑄𝑟𝑖𝑄𝑠𝑗𝑄𝑡ℎ [

𝑢𝑣𝑤
𝑟𝑠𝑡

]. Если параметр Крейна 𝑞𝑖𝑗
ℎ = 0, то 

𝑆𝑖𝑗ℎ(𝑢, 𝑣, 𝑤) = 0. Использование параметров Крейна для получения линейных соотноше-

ний между тройными числами пересечений было предложено в работе Кулсета и Юри-

шича [4], где авторы применили равенство в условиях Крейна для доказательства несу-

ществования определенных дистанционно регулярных графов.  
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Зафиксируем вершины 𝑢, 𝑣, 𝑤 дистанционно регулярного графа Γ и положим  

{𝑖𝑗ℎ} = {
𝑢𝑣𝑤
𝑖𝑗ℎ }, 

[𝑖𝑗ℎ] = [
𝑢𝑣𝑤
𝑖𝑗ℎ ], 

[𝑖𝑗ℎ]′ = [
𝑢𝑣𝑤
𝑖ℎ𝑗 ], 

[𝑖𝑗ℎ]∗ = [
𝑢𝑣𝑤
𝑗𝑖ℎ ], 

 [𝑖𝑗ℎ]~ = [
𝑢𝑣𝑤
ℎ𝑗𝑖 ]. 

Вычисление параметров [𝑖𝑗ℎ]′, [𝑖𝑗ℎ]∗ и [𝑖𝑗ℎ]∼ (симметризация массива тройных чи-

сел пересечений) может дать новые соотношения, позволяющие доказать несуществова-

ние графа. 

Для нахождения тройных чисел в статье использовался пакет sage-drg, применен-

ный в статье [5]. 

2.  Свойства графа с массивом пересечений {105,104,98,7,1;1,7,98,104,105} 

В этом разделе Γ  – дистанционно регулярный граф с массивом пересечений 

{105,104,98,7,1; 1,7,98,104,105}. Антиподальное частное графа Γ является сильно регу-

лярным графом с параметрами (1666, 105 ,0, 7) . Далее, Γ  имеет 1 + 105 + 1560 +
1560 + 105 + 1 = 3332  вершины, спектр 1051, 14560, 71105, −71105, −14560, −1051  и 

дуальную матрицу собственных значений: 

𝑄 =

(
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Лемма 1. Числа пересечений графа Γ равны: 

𝑝11
1 = 0, 𝑝12

1 = 104, 𝑝23
1 = 1456, 𝑝34

1 = 104, 𝑝45
1 = 1, 

𝑝11
2 = 7, 𝑝12

2 = 0, 𝑝13
2 = 98, 𝑝22

2 = 1461, 𝑝24
2 = 98, 𝑝33

2 = 543, 𝑝35
2 = 1, 𝑝44

2 = 7, 

𝑝12
3 = 98, 𝑝23

3 = 1461, 𝑝34
3 = 98, 𝑝25

3 = 1, 

𝑝13
4 = 104, 𝑝15

4 = 1, 𝑝22
4 = 1456, 𝑝15

4 = 1, 𝑝24
4 = 104, 𝑝33

4 = 1456, 

𝑝14
5 = 105, 𝑝23

5 = 1560. 

Доказательство. Прямые вычисления. ◻ 

Пусть 𝑢, 𝑣, 𝑤 – вершины графа Γ, {𝑖𝑗𝑙} = {
𝑢𝑣𝑤
𝑖𝑗𝑙 }, [𝑖𝑗𝑙] = [

𝑢𝑣𝑤
𝑖𝑗𝑙 ]. Положим Σ = Γ2(𝑢), 

Λ = Σ2. Тогда Λ – регулярный граф степени 𝑝22
2 = 1461 на 𝑘2 = 1560 вершинах. 

Лемма 2.  Пусть 𝑑(𝑢, 𝑣) = 𝑑(𝑢,𝑤) = 2, 𝑑(𝑣, 𝑤) = 4. Тогда тройные числа пересе-

чений равны: 

[113] = [131] = 7, [133] = 91; 

[222] = 1364, [224] = [242] = 97; 

[313] = [331] = 97, [333] = 1364, [315] = [351] = 1; 

[422] = 91, [424] = [442] = 7; 
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[533] = 1. 

Доказательство. Упрощение формул из предыдущего раздела. ◻ 

Для числа ребер 𝑑  между Λ(𝑣)  и Λ − ({𝑣} ∪ Λ(𝑣))  в графе Λ  верно равенство 𝑑 =
1364 ⋅ 104 = 141856. 

С другой стороны, 𝑑 = 1461(1460 − 𝜆), где 𝜆 – среднее значение параметра 𝜆(Λ). 
Поэтому 1460 − 𝜆 = 97.095 и 𝜆 = 1362.905. 

Лемма 3.  Пусть 𝑑(𝑢, 𝑣) = 𝑑(𝑢,𝑤) = 𝑑(𝑣,𝑤) = 2. Тогда тройные числа пересече-

ний равны: 

[111] = −𝑟1 + 7, [113] = [131] = 𝑟1, [133] = −𝑟1 + 98; 

[222] = 𝑟1 + 1362, [224] = [242] = −𝑟1 + 98, [244] = 𝑟1; 

[311] = 𝑟1, [313] = [331] = −𝑟1 + 98, [333] = 𝑟1 + 1362, [335] = [353] = 1; 

[422] = −𝑟1 + 98, [424] = [442] = 𝑟1, [444] = −𝑟1 + 7; 

[533] = 1, 

где 0 ≤ 𝑟1 ≤ 7. 

Доказательство. Упрощение формул из предыдущего раздела. ◻ 

По лемме 3 имеем 1362 ≤ [222] = 𝑟1 + 1362 ≤ 1369. 

Пусть 𝑑(𝑢, 𝑣) = 2. Подсчитаем число 𝑓4 пар вершин 𝑦, 𝑧 на расстоянии 4 в графе Γ, 

где 𝑦 ∈ {
𝑢𝑣
24
} и 𝑧 ∈ {

𝑢𝑣
22
}. С одной стороны, по лемме 2 имеем [224] = 97, поэтому 𝑓4 =

98 ⋅ 97 = 9506. С другой стороны, по лемме 3 имеем [244] = 𝑟1, поэтому 9506 = 𝑓4 =
∑ 𝑟1

𝑖
𝑖  и ∑ 𝑟1

𝑖
𝑖 /1560 = 6.09. 

Противоречие с тем, что 𝜆 = 1362.905 = ∑ [𝑖 222]
𝑖/1560 = ∑ 𝑟1

𝑖
𝑖 /1560 + 1362 =

1368.09. 

Теорема 1 доказана. 
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