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Аннотация. В статье изучается задача о конструировании эквивалентной гамильтоно-

вой системы для линейного дифференциального уравнения с периодическими коэф-

фициентами, содержащего производные только четных порядков. Предлагается под-

ход, основанный на методах теории нормальных форм и теории Флоке, позволяющий 

переходить к равносильной гамильтоновой системе. Предложены формулы соответ-

ствующих линейных невырожденных преобразований для решения указанной задачи. 

Полученные результаты распространены и на аналогичную задачу для линейной пе-

риодической системы с малым параметром, невозмущенная система которой опреде-

ляется гамильтоновой постоянной матрицей.  
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Abstract. The article studies the problem of constructing an equivalent Hamiltonian system 

for a linear differential equation with periodic coefficients containing derivatives of only even 

orders. An approach based on the methods of the theory of normal forms and the Floquet 

theory is proposed, which allows one to pass to an equivalent Hamiltonian system. Formulas 

for the corresponding linear nondegenerate transformations for solving the problem are pro-

posed. The results obtained are extended to a similar problem for a linear periodic system 

with a small parameter, the unperturbed system of which is determined by a Hamiltonian 

constant matrix.  
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1. Введение 

Рассматривается динамическая система, описываемая неавтономным дифференци-

альным уравнением: 

𝐿 (
𝑑

𝑑𝑡
, 𝑡) 𝑦 = 0. (1) 

Здесь 𝐿 – операторный многочлен: 

𝐿(𝑝, 𝑡) = 𝑝2𝑛 + 𝑎1(𝑡)𝑝
2𝑛−2 + 𝑎2(𝑡)𝑝

2𝑛−4 + ⋯+ 𝑎𝑛−1(𝑡)𝑝
2 + 𝑎𝑛(𝑡),  

коэффициенты 𝑎𝑗(𝑡)  которого – это вещественные непрерывные и 𝑇 – периодические 

функции. 

Многочлен 𝐿(𝑝, 𝑡)  содержит степени только четных порядков. K дифференциаль-

ным уравнениям четных порядков приводят многие задачи теории управления, теории 

гамильтоновых систем, теории интегрируемых уравнений, спектральной теории и др. 

Важным направлением исследования таких уравнений является задача о введении на них 

гамильтоновой структуры. Наличие такой структуры и, как следствие, существование 

первых интегралов и различных типов симметрий позволяет существенно продвинуться 

в задаче изучения динамики системы. Вопросы о наличии гамильтоновой структуры для 

многих типов дифференциальных уравнений и соответственно вопросы конструирова-

ния эквивалентной гамильтоновой системы в различных постановках обсуждались в 

ряде работ (см., например, [1]–[7]). 

Большинство исследований направлено на изучение указанных вопросов для авто-

номных дифференциальных уравнений. Существенно меньше изучены задачи для неав-

тономных и, в частности, для уравнений с периодическими коэффициентами, хотя и 

здесь получен ряд важных результатов (см., например, [8, 9] ). 
В настоящей работе изучаются вопросы о введении гамильтоновой структуры для 

периодических дифференциальных уравнений вида (1).  Предлагается подход, позволя-

ющий переходить от уравнения (1) к эквивалентной гамильтоновой системе. В качестве 

основного приложения рассматривается зависящая от малого параметра 𝜀 динамическая 
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система, описываемая неавтономным дифференциальным уравнением с производными 

четного порядка: 

𝐿 (
𝑑

𝑑𝑡
, 𝑡, 𝜀) 𝑦 = 0, (2) 

в котором  𝐿 – операторный многочлен: 

𝐿(𝑝, 𝑡, 𝜀) = 𝑝2𝑛 + 𝑎1(𝑡, 𝜀)𝑝
2𝑛−2 + 𝑎2(𝑡, 𝜀)𝑝

2𝑛−4 + ⋯+ 𝑎𝑛−1(𝑡, 𝜀)𝑝
2 + 𝑎𝑛(𝑡, 𝜀),  

коэффициенты 𝑎𝑗(𝑡, 𝜀) которого – это вещественные непрерывные функции, представи-

мые в виде 𝑎𝑗(𝑡, 𝜀) = 𝑎𝑗,0 + 𝜀𝜑𝑗(𝑡); 𝑎𝑗,0 – константы, функции 𝜑𝑗(𝑡) предполагаются не-

прерывными и 𝑇 – периодическими. Предлагаются новые подходы в вопросе конструи-

рования для неавтономного уравнения (2) эквивалентной квазигамильтоновой системы: 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= (𝐽𝐴0 + 𝜀𝑆0(𝑡))𝑥, 𝑥 ∈ 𝑅2𝑛; (3) 

здесь матрица 𝐽  определена равенством: 𝐽 = [
0 𝐼
−𝐼 0

] , в котором 𝐼 −  единичная (𝑛 × 𝑛) 

матрица; 𝐴0 – постоянная симметрическая матрица, 𝑆0(𝑡) – непрерывная и 𝑇-периодиче-

ская матрица. Предлагаемые подходы приводят к новым достаточным признакам устой-

чивости уравнения (2) в критических случаях. Статья развивает исследования, начатые в 

[10]–[13]. 

2. Вспомогательные сведения 

2.1. Об эквивалентности и наблюдаемости систем. Приведем сначала необходимые 

сведения из теории систем и теории управления (см., например, [3]–[5]). 

Уравнение (1) различными способами может быть преобразовано к эквивалентной 

системе дифференциальных уравнений первого порядка. Наиболее простым является пе-

реход от (1) к системе 

𝑧′ = 𝐴(𝑡)𝑧, 𝑦 = (𝑧, 𝑐0), (4) 

в которой 𝑧, 𝑐0 ∈ 𝑅2𝑛, символ (𝑧, 𝑐0) обозначает скалярное произведение векторов, 𝐴(𝑡) 

и 𝑐0 – это, соответственно, матрица и вектор: 

𝐴(𝑡) =

[
 
 
 
 

0 1 0 0 … 0 0
0 0 1 0 … 0 0

⋱
0 0 0 0 … 0 1

−𝑎𝑛(𝑡) 0 −𝑎𝑛−1(𝑡) 0 … −𝑎1(𝑡) 0 ]
 
 
 
 

, 𝑐0 =

[
 
 
 
 
1
0
⋮
0
0]
 
 
 
 

, (5) 

Переход от уравнения (1) к системе (4) осуществляет замена 𝑧 = 𝑦̃, в которой 𝑦̃ – это век-

тор:  

𝑦̃ = [

𝑦

𝑦′

⋮
𝑦(2𝑛−1)

] . (6) 

В этих формулах производные 𝑦(𝑘) вычисляются по 𝑡 от заданной функции 𝑦 = 𝑦(𝑡). Ре-

шения уравнения (1) и системы (4) связаны равенством 𝑦(𝑡) = (𝑧(𝑡), 𝑐0). 

Наряду с (1) будем рассматривать систему 

𝑥′ = 𝐵(𝑡)𝑥, 𝑦 = (𝑥, 𝑐), (7) 

в которой 𝑥, 𝑐 ∈ 𝑅2𝑛, а 𝐵(𝑡) – непрерывная и 𝑇- периодическая по 𝑡 матрица. Системы (4) 

и (7) будем называть эквивалентными, если существует невырожденная матрица 𝑄 такая, 

что замена 𝑥 = 𝑄𝑧 преобразует систему (7) в систему (4). Другими словами, существует 

невырожденная матрица 𝑄 такая, что выполнены равенства 

𝐴(𝑡) = 𝑄−1𝐵(𝑡)𝑄, 𝑄∗𝑐 = 𝑐0; 
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здесь 𝑄∗ обозначает транспонированную матрицу. 

  Уравнение (1) и систему (7) будем называть эквивалентными, если система (7) эк-

вивалентна системе (4). В этом случае решения 𝑦 = 𝑦(𝑡) и 𝑥 = 𝑥(𝑡) уравнения (1) и си-

стемы (7) соответственно связаны равенствами 𝑦(𝑡) = (𝑥(𝑡), 𝑐), 𝑥(𝑡) = 𝑄𝑦̃(𝑡). 

Рассмотрим теперь линейную систему 

𝑥′ = 𝐵𝑥, 𝑦 = (𝑥, 𝑐), (8) 

в которой 𝐵 – постоянная матрица, 𝑐 ∈ 𝑅2𝑛. Определим квадратную матрицу 

𝐷(𝑐) =

[
 
 
 
 

𝑐∗

𝑐∗𝐵
𝑐∗𝐵2

⋮
𝑐∗𝐵2𝑛−1]

 
 
 
 

; (9) 

здесь вектор 𝑐∗ , а также результаты произведений 𝑐∗𝐵𝑗  рассматриваются как вектор-

строки. Матрица 𝐷(𝑐) называется матрицей наблюдаемости системы (8). Система (8) 

называется наблюдаемой, если det 𝐷(𝑐) ≠ 0 . 

2.2. О гамильтоновых системах. Приведем теперь некоторые необходимые для даль-

нейшего изложения сведения из теории гамильтоновых систем (см., например, [1, 2, 8, 

14, 15]). Гамильтоновой системой называют динамическую систему, описываемую урав-

нением 

𝑥′ = 𝐽∇𝐻(𝑥, 𝑡), 𝑥 ∈ 𝑅2𝑛,  

в котором матрица 𝐽 и вектор ∇𝐻(𝑥, 𝑡) определяются равенствами 

𝐽 = [
0 𝐼
−𝐼 0

] , ∇𝐻(𝑥, 𝑡) = (
𝜕𝐻

𝜕𝑥1
, … ,

𝜕𝐻

𝜕𝑥2𝑛
)
𝑇

;  

здесь 0 и 𝐼 – это, соответственно, нулевая и единичная (порядка 𝑛 ) матрицы, 𝐻(𝑥, 𝑡) – 

скалярная вещественная гладкая (по 𝑥 ) и непрерывная (по 𝑡 ) функция, называемая га-

мильтонианом системы. 

Линейной автономной гамильтоновой системой (ЛАГС) называют систему вида 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐽𝐴𝑥, 𝑥 ∈ 𝑅2𝑛, (10) 

в которой 𝐴  – вещественная квадратная симметрическая (порядка 2𝑛  ) матрица. Ниже 

участвующую в системе (10) матрицу 𝐽𝐴 будем называть гамильтоновой матрицей. 

Отметим следующие свойства гамильтоновой матрицы 𝐽𝐴 : 

G1 если матрица 𝐽𝐴 имеет собственное значение 𝜆, то числа −𝜆, 𝜆‾, −𝜆‾ также явля-

ются собственными значениями этой матрицы, причем той же алгебраической и 

геометрической кратности и того же индекса; 

G2 если матрица 𝐽𝐴  имеет собственное значение 𝜆 = 0 , то алгебраическая крат-

ность этого собственного значения является четным числом; 

G3 характеристический многочлен матрицы 𝐽𝐴 содержат степени только четньх по-

рядков. 

Отметим также, что каждая постоянная гамильтонова матрица 𝐽𝐴 входит в один и 

только один класс эквивалентности симплектически подобных матриц. При этом в каж-

дом таком классе выделяют один представитель, называемый нормальной формой. Более 



М. Г. Юмагулов, Л. С. Ибрагимова, Т. С. Орипов 

34 

детально с базовыми понятиями теории нормальных форм гамильтоновых систем и, в 

частности, со списками нормальных форм можно познакомиться, например, в [1, 2, 7, 8].  

Одной из специфик нормальных форм является тот факт, что данному набору собствен-

ных значений с данными кратностями могут соответствовать различные нормальные 

формы. Указанный факт может приводить к тому, что задача конструирования эквива-

лентной гамильтоновой системы для уравнения (1) может иметь качественно различные 

решения, а именно, приводить к гамильтоновым системам с различными нормальными 

формами. 

Линейной периодической гамильтоновой системой (ЛПГС) называют систему вида 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐽𝐴(𝑡)𝑥, 𝑥 ∈ 𝑅2𝑛, (11) 

в которой 𝐴(𝑡)  – вещественная квадратная симметрическая (порядка 2𝑛 ) и T-

периодическая матрица. Обозначим через  𝑉 матрицу монодромии системы (11).  Отме-

тим, что характеристический многочлен матрицы монодромии  𝑉   содержит степени 

только четных порядков и является возвратным. В частности, если  𝜆  – это мультипли-

катор системы (11), то 𝜆 ≠ 0 , при этом числа 1/𝜆, 𝜆‾,−1/𝜆‾   также являются ее мультипли-

каторами, причем той же алгебраической и геометрической кратности и того же индекса. 

Динамические системы, зависящие от малого параметра 𝜀 и описываемые уравне-

ниями вида 

𝑥′ = 𝐽∇𝐻(𝑥, 𝑡) + 𝜀𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑥 ∈ 𝑅2𝑛, 
будем называть квазигамильтоновыми системами; здесь 𝑓(𝑥, 𝑡) – вещественная гладкая 

(по 𝑥 ) и непрерывная (по 𝑡 ) вектор – функция. 

3. Основные результаты 

3.1. О конструировании гамильтоновой системы для уравнения (1). Предлагается 

следующая схема конструирования эквивалентной гамильтоновой системы для уравне-

ния (1). 

На первом этапе от уравнения (1) стандартной заменой перейдем к эквивалентной 

системе (4). Из общих свойств линейных периодических дифференциальных уравнений 

и с учетом специфики   системы (4) следует, что верна 

Теорема 1. Характеристическое уравнение для матрицы монодромии системы (4) со-

держит степени только четных порядков и является возвратным. 

 На втором этапе методами теории Флоке (см., например, [14]) перейдем от перио-

дической линейной системы (4) к эквивалентной автономной системе  

𝑤′ = 𝐹𝑤, 𝑦 = (𝑃(𝑡)𝑤, 𝑐0), (12) 

в которой 𝐹   – некоторая постоянная матрица. Этот переход осуществляет замена 𝑥 =
 𝑃(𝑡)𝑤 ,  в которой 𝑃(𝑡) – невырожденная периодическая матрица, конструируемая по 

фундаментальной системе решений системы (4). В силу теоремы 1 характеристический 

многочлен 𝐿(𝑝)  матрицы 𝐹 содержит степени только четных порядков, а  корни уравне-

ния  𝐿(𝑝) = 0 обладают свойствами, аналогичными свойствам G1 и G2 гамильтоновых 

матриц. Многочлену 𝐿(𝑝)  с данным набором корней можно поставить в соответствие 

одну или несколько нормальньх форм гамильтоновьгх матриц с тем же набором соб-

ственных значений. Выбирается одна из соответствующих гамильтоновых матриц 𝐽𝐴. 

На третьем этапе задается ненулевой вектор 𝑐 ∈ 𝑅2𝑛 и гамильтонова система 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐽𝐴𝑥, 𝑦 = (𝑥(𝑡), 𝑐). (13) 
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Теорема 2. Пусть гамильтонова система (13) наблюдаема. Тогда невырожденная за-

мена 𝑥 =  𝐷𝑤  осуществляет переход от системы (12) к системе (13). 

 Ниже приводятся аналогичные утверждения – теоремы 3 и 4 и их доказательства.  

Справедливость теоремы 2 может быть установлена по той же схеме и поэтому здесь не 

приводится. 

Следствие 1. Пусть гамильтонова система (13) наблюдаема. Тогда уравнение (1) экви-

валентно гамильтоновой системе (13).  

 Реализация предлагаемой схемы конструирования эквивалентной гамильтоновой 

системы для уравнения (1) сопряжена с теми трудностями, что, во-первых, требует изу-

чить вопрос о существовании ненулевого вектора 𝑐 ∈ 𝑅2𝑛 , для которого гамильтонова 

система (13) была бы наблюдаема. Во-вторых, построить систему (12) в явном виде 

можно лишь в очень специальных случаях. Ниже обсуждается реализация этой схемы 

для периодических уравнений (2) с малым параметром, когда невозмущенное уравнение 

является автономным. 

3.2. О конструировании квазигамильтоновой системы для уравнения (2). В качестве 

приложения рассмотрим уравнение (2). Это уравнение стандартной заменой сводится к 

системе 

𝑧′ = 𝐴(𝑡, 𝜀)𝑧, 𝑦 = (𝑧, 𝑐0), (14) 

в которой 𝑧, 𝑐0 ∈ 𝑅2𝑛 , символ (𝑧, 𝑐0)  обозначает скалярное произведение векторов, 

𝐴(𝑡, 𝜀) и 𝑐0 – это, соответственно, матрица и вектор: 

𝐴(𝑡, 𝜀) =

[
 
 
 
 

0 1 0 0 … 0 0
0 0 1 0 … 0 0

⋱
0 0 0 0 … 0 1

−𝑎𝑛(𝑡, 𝜀) 0 −𝑎𝑛−1(𝑡, 𝜀) 0 … −𝑎1(𝑡, 𝜀) 0 ]
 
 
 
 

, 𝑐0 =

[
 
 
 
 
1
0
⋮
0
0]
 
 
 
 

.  

Эту систему представим в виде 

𝑧′ = [𝐴0 + 𝜀𝑆(𝑡)]𝑧, 𝑦 = (𝑧, 𝑐0), (15) 

где матрица 𝐴0 = 𝐴(𝑡, 0) от 𝑡 не зависит: 

𝐴0 =

[
 
 
 
 

0 1 0 0 … 0 0
0 0 1 0 … 0 0

⋱
0 0 0 … 0 1

−𝑎𝑛,0 0 −𝑎𝑛−1,0 0 … −𝑎1,0 0 ]
 
 
 
 

,  

а матрица 𝑆(𝑡) имеет вид 

𝑆(𝑡) = −

[
 
 
 
 

0 0 0 0 … 0 0
0 0 0 0 … 0 0

⋱
0 0 0 0 … 0 0

𝜑𝑛(𝑡) 0 𝜑𝑛−1(𝑡) 0 … 𝜑1(𝑡) 0 ]
 
 
 
 

. 

При 𝜀 = 0 уравнение (2) является автономным: 
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𝐿0 (
𝑑

𝑑𝑡
) 𝑦 = 0 ; (16) 

здесь 𝐿0(𝑝) – многочлен: 

𝐿0(𝑝) = 𝑝2𝑛 + 𝑎1,0𝑝
2𝑛−2 + ⋯+ 𝑎𝑛−1,0𝑝

2 + 𝑎𝑛,0. (17) 

Соответственно, и система (15) при 𝜀 = 0 является автономной: 

𝑧′ = 𝐴0𝑧,     𝑦 = (𝑧, 𝑐0) . 

Так как многочлен 𝐿0(𝑝) содержит степени только четных порядков, то корни урав-

нения 𝐿0(𝑝) = 0 обладают свойствами, аналогичными указанными свойствам G1 и G2 

гамильтоновых матриц. Поэтому многочлену 𝐿0(𝑝) с данным набором корней можно по-

ставить в соответствие одну или несколько нормальньх форм гамильтоновьгх матриц с 

тем же набором собственных значений. 

Предлагается следующая схема конструирования для уравнения (1) эквивалентной 

квазигамильтоновой системы. На первом этапе по корням уравнения 𝐿0(𝑝) = 0 опреде-

ляются возможные варианты нормальных форм искомой гамильтоновой системы. Выби-

рается одна из соответствующих гамильтоновых матриц 𝐽𝐴. 

На втором этапе задается ненулевой вектор 𝑐 ∈ 𝑅2𝑛 и гамильтонова система 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐽𝐴𝑥, 𝑦 = (𝑥(𝑡), 𝑐). (18) 

Теорема 3. Пусть гамильтонова система (18) наблюдаема. Тогда уравнение (2) эквива-

лентно  квазигамильтоновой системе: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= (𝐽𝐴 + 𝜀𝑆0(𝑡))𝑥, 𝑦 = (𝑥(𝑡), 𝑐) (19) 

здесь 𝑆0(𝑡) = 𝐷−1𝑆(𝑡)𝐷, а 𝐷 = 𝐷(𝑐) – матрица наблюдаемости системы (18). 

Следствие 2.  Пусть гамильтонова система (18) наблюдаема. Тогда система (15) при-

водима к квазигамильтоновой системе (19) невырожденной заменой переменных 𝑧 =
𝐷𝑥. При этам матрицы 𝐴0 и ЈА связаны равенством 𝐴0 = 𝐷 ⋅ 𝐽𝐴 ⋅ 𝐷−1. 

Теорема 3 может быть дополнена следующим утверждением. 

Теорема 4. Пусть гамильтонова система (18) наблюдаема. Тогда замена 𝑥 = 𝐷−1𝑦̃ 

(здесь 𝐷 = 𝐷(𝑐) – матрица наблюдаемости системы (18), а 𝑦̃ – это вектор (6)) приво-

дит уравнение (2) к эквивалентной квазигамильтоновой системе (19). 

Доказательство теоремы 3. В соответствии с определением эквивалентности си-

стем достаточно показать, что в условиях теоремы 3 выполнены равенства 

𝐴0 + 𝜀𝑆(𝑡) = 𝐷(𝐽𝐴 + 𝜀𝐷−1𝑆(𝑡)𝐷)𝐷−1, 𝐷∗𝑐0 = 𝑐. 

Справедливость же этих соотношений следует из равенств 𝐴0 = 𝐷 ⋅ 𝐽𝐴 ⋅ 𝐷−1 и 𝐷∗𝑐0 = 𝑐, 

установленных в [12, 13]. 

Доказательство теоремы 4. Условия теорем 3 и 4 совпадают. В силу теоремы 3 и 

следствия 2 система (15) приводима к квазигамильтоновой системе (19) невырожденной 

заменой переменных 𝑧 = 𝐷𝑥. Но по построению решения 𝑦(𝑡) уравнения (2) и 𝑧(𝑡) си-

стемы (15) связаны равенством 𝑧 = 𝑦̃, где 𝑦̃– вектор (6). Отсюда получим, что замена 𝑥 =
𝐷−1𝑦̃ приводит уравнение (2) к системе (19). 

Для разрешимости задачи о конструировании для уравнения (2) эквивалентной ква-

зигамильтоновой системы требуется подобрать вектор  𝑐  таким образом, чтобы система 

(18) была наблюдаема. Естественен вопрос об условиях, когда это возможно. 
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В этой связи приведем вспомогательное утверждение в более общей постановке. 

Рассмотрим 2𝑛-мерную линейную систему: 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐵𝑥, 𝑦 = (𝑥(𝑡), 𝑐), (20) 

в которой 𝐵 – постоянная квадратная (порядка 2𝑛 ) матрица, а 𝑐 ∈ 𝑅2𝑛 – ненулевой век-

тор. Задачей 𝐿  будем называть задачу о существовании ненулевого вектора с  такого, 

чтобы система (20) была наблюдаемой. 

Лемма 1. Задача 𝐿 разрешима тогда и только тогда, когда геометрические кратности 

всех собственных значений матрицы 𝐵 равны единице. 

Доказательство. Необходимость. Пусть задача 𝐿 разрешима, т.е. существует нену-

левой вектор 𝑐0 такой, что система (20) является наблюдаемой, т.е. соответствующая мат-

рица наблюдаемости 𝐷(𝑐0) (см. (9)) обратима. Требуется показать, что тогда геометриче-

ские кратности всех собственных значений матрицы 𝐵 равны единице. Допустим про-

тивное, т.е. пусть геометрическая кратность некоторого собственного значения 𝜆0 мат-

рицы 𝐵  больше единицы. Тогда и у транспонированной матрицы 𝐵∗  геометрическая 

кратность собственного значения 𝜆‾0  больше единицы. Для простоты пусть указанная 

геометрическая кратность равна двум, т.е. существуют два линейно независимых вектора 

𝑒1 и 𝑒2 так, что 𝐵∗𝑒1 = 𝜆‾0𝑒1 и 𝐵∗𝑒2 = 𝜆‾0𝑒2. 

Вектор 𝑐0 единственным образом представляется в виде 𝑐0 = 𝑘1𝑒1 + 𝑘2𝑒2 + 𝑔, где 

𝑘1 и 𝑘2 – некоторые коэффициенты, а 𝑔 – вектор, являющийся линейной комбинацией 

остальных собственных и присоединенных векторов матрицы 𝐵∗. Нетрудно видеть, что 

тогда векторы 𝑐0, 𝐵
∗𝑐0, (𝐵

∗)2𝑐0, …, (𝐵∗)2𝑛−1𝑐0 линейно зависимы, т.е. матрица 𝐷(𝑐0) вы-

рождена. Получили противоречие. Необходимость доказана. 

Достаточность. Пусть геометрические кратности всех собственных значений мат-

рицы 𝐵 равны единице. Требуется показать, что тогда задача 𝐿 разрешима. У транспони-

рованной матрицы 𝐵∗  геометрические кратности всех собственных значений также 

равны единице. Пусть 𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒2𝑛 – базис в 𝑅2𝑛, образованный собственными и присо-

единенными векторами матрицы 𝐵∗. Положим 𝑐0 = 𝑒1 + 𝑒2 + ⋯ + 𝑒2𝑛. Нетрудно видеть, 

что тогда векторы 𝑐0, 𝐵
∗𝑐0, (𝐵

∗)2𝑐0, … , (𝐵∗)2𝑛−1𝑐0  линейно независимы, т.е. матрица 

наблюдаемости 𝐷(𝑐0) невырождена. Достаточность доказана. 

Одновременно была предложена схема конструирования вектора 𝑐, для которого за-

дача 𝐿 разрешима. 

Из леммы 1 следует, что верно 

Следствие 3. Задача 𝐿 для системы (18) разрешима тогда и только тогда, когда геометри-

ческие кратности всех собственных значений гамильтоновой матрицы Ј А равны еди-

нице. 

3.3. Пример. Рассмотрим зависящее от малого параметра 𝜀 дифференциальное уравне-

ние 

𝑦′′′′ + (5 + 𝜀𝜑(𝑡)𝑦′′ + (4 + 𝜀𝜓(𝑡)𝑦 = 0, (21) 

в котором 𝜑(𝑡) и 𝜓(𝑡) – непрерывные 𝑇-периодические функция. При 𝜀 = 0 уравнение 

является автономным: 

𝑦′′′′ + 5𝑦′′ + 4𝑦 = 0, 

т.е. уравнением вида (16), в котором 𝐿0(𝑝) = 𝑝4 + 5𝑝2 + 4 . Отметим, что все четыре 

корня многочлена 𝐿0(𝑝) являются чисто мнимыми: ±𝑖𝜔1, ±𝑖𝜔2, где 𝜔1 = 2 и 𝜔2 = 1. 

Обсудим вопрос о конструировании для уравнения (21) эквивалентной квазига-

мильтоновой системы вида (19). Воспользуемся теоремами 3 и 4. 
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Многочлену 𝐿0(𝑝) соответствуют две различные нормальные формы 𝐽𝐴, а именно, 

матрицы 

𝐽𝐴 = [

0 0 𝜔1 0
0 0 0 𝜎𝜔2

−𝜔1 0 0 0
0 −𝜎𝜔2 0 0

] ;  здесь 𝜎 = 1 или 𝜎 = −1. (22) 

В качестве вектора 𝑐  будем рассматривать вектор вида 𝑐∗ = (𝑐1, 𝑐2, 0,0)  при 𝑐1 = 1  и 

𝑐2 = 2. В этом случае матрица наблюдаемости (9) имеет вид: 

𝐷(𝑐) =

[
 
 
 

𝑐1 𝑐2 0 0
0 0 𝜔1𝑐1 𝜎𝜔2𝑐2

−𝜔1
2𝑐1 −𝜎𝜔2

2𝑐2 0 0

0 0 −𝜔1
3𝑐1 −𝜎𝜔2

3𝑐2]
 
 
 

. (23) 

При 𝑐1 = 1, 𝑐2 = 2, 𝜔1 = 2  и 𝜔2 = 1  имеем det 𝐷(𝑐) ≠ 0 . Таким образом, матрица 𝐷(𝑐) 

обратима и, следовательно, соответствующая гамильтонова система (18) наблюдаема. 

Пусть для определенности 𝜎 = 1, т.е. в нормальной форме (22) положим 𝜎 = 1. То-

гда по теореме 2 замена 𝑥 = 𝐷−1𝑦̃ (в которой 𝐷(𝑐) – матрица (23)) приводит уравнение 

(21) к эквивалентной квазигамильтоновой системе (19), в которой 𝐽𝐴 – матрица (22) при 

𝜔1 = 2,𝜔2 = 1 и 𝜎 = 1, а матрица 𝐷−1𝑆(𝑡)𝐷 равна 

𝐷−1𝑆(𝑡)𝐷 =
1

6
[

0 0 0 0
0 0 0 0

𝜓(𝑡) − 4𝜑(𝑡) 2𝜓(𝑡) − 2𝜑(𝑡) 0 0

−𝜓(𝑡) + 4𝜑(𝑡) −2𝜓(𝑡) + 2𝜑(𝑡) 0 0

]. 

4. Заключение 

В статье изучалась задача о построении эквивалентной гамильтоновой системы для 

линейного дифференциального уравнения с периодическими коэффициентами, содержа-

щего производные только четных порядков. Для решения указанной задачи предложен 

подход, основанный на методах теории нормальных форм и теории Флоке. Этот подход 

позволяет переходить к равносильной автономной гамильтоновой системе в нормальной 

форме. В качестве основного приложения рассмотрена задача о конструировании экви-

валентной квазигамильтоновой системы для содержащего малый параметр дифференци-

ального уравнения  с периодическими коэффициентами, невозмущенное уравнение ко-

торой является автономным. Для указанного уравнения предложены аналитические фор-

мулы соответствующих линейных невырожденных преобразований, приводящие урав-

нение к равносильной  квазигамильтоновой системе.  
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