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Аннотация. В работе рассматривается плоское движение относительно центра масс нано-

спутника стандарта CubeSat под действием аэродинамического и гравитационного момен-

тов на низких околоземных орбитах. Для качественной оценки параметров движения ис-

пользуется метод фазовой плоскости. Получены условия, при которых происходит смена 

типа фазового портрета. Найдены аналитические выражения для определения положений 

равновесия наноспутника относительно центра масс при смещении центра давления отно-

сительно центра масс по двум координатам. Проводится сравнение двух моделей движения: 

исходной модели, которая учитывает форму наноспутника и его положение относительно 

набегающего потока, и упрощенной, в которой зависимость аэродинамического момента 

от угла атаки аппроксимируется синусоидой.  
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Abstract. This paper considers the plane motion relative to the center of mass of CubeSat 

nanosatellites under the action of aerodynamic and gravitational moments in low Earth orbits. 

The phase plane method is used for qualitative assessment of motion parameters. Conditions un-

der which the type of phase portrait changes have been obtained. Analytical expressions have 

been found to determine the equilibrium positions of a nanosatellite relative to the center 

of mass in the orbital coordinate system with a displacement of the center of pressure relative 

to the center of mass along two coordinates. Two models of angular motion are compared: 

the original model, which takes into account the shape of the nanosatellite and its position rela-

tive to the oncoming flow, and a simplified one, in which the dependence of the aerodynamic 

moment on the angle of attack is approximated by a sinusoid.  
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Введение 

Наноспутники (НС) стандарта CubeSat [1] в настоящее время широко использу-

ются не только для учебных миссий, но и для исследования Земли и околоземного кос-

мического пространства. Успех подобных миссий во многом зависит от соблюдения за-

данной ориентации НС в пространстве. Для приведения и поддержания НС в требуемом 

угловом положении часто используют системы пассивной или комбинированной стаби-

лизации. При этом важным этапом при их проектировании является определение поло-

жений углового равновесия наноспутника и исследование его динамики в их окрестно-

сти. Исследовать движение относительно центра масс НС можно по полной системе 

дифференциальных уравнений, для которой возможно определить только численное ре-

шение. При численном интегрировании довольно сложно определить причины, обуслав-

ливающие тот или иной характер движения НС. Поэтому целесообразен поиск прибли-

женных аналитических решений, позволяющих увидеть связь между условиями полета, 

параметрами НС и его динамикой.  

Одним из эффективных методов изучения характера углового движения является 

метод фазовой плоскости. В работе [2] рассматривается космический аппарат с синусо-

идальной зависимостью аэродинамического момента от угла атаки, что характерно 

для аппаратов, имеющих форму сферы или тонкого конуса. С использованием фазовых 

портретов проводится анализ углового движения аппарата под действием аэродинами-

ческого и гравитационного моментов.  
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Одной из важных особенностей НС стандарта CubeSat является то, что они имеют 

форму прямоугольного параллелепипеда, поэтому аэродинамический момент имеет бо-

лее сложную зависимость, чем у аппаратов сферической формы. Целью данной работы 

является исследование движения относительно центра масс наноспутника стандарта 

CubeSat под действием аэродинамического и гравитационного моментов в плоскости 

круговой орбиты.  

1. Постановка задачи 

Для проведения качественного анализа движения наноспутника стандарта CubeSat от-

носительно центра масс, используется модель углового движения в плоскости круговой ор-

биты под действием гравитационного момента и аэродинамического восстанавливающего 

момента  [3]: 

𝛼̈ − (𝑎𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝛼) + 𝑎𝑧 𝑐𝑜𝑠(𝛼))(|𝑐𝑜𝑠(𝛼)| + 𝑘𝑠|𝑠𝑖𝑛(𝛼)|) − 𝑐 𝑠𝑖𝑛(2 𝛼) = 0,                (1) 

где 𝛼 – угол атаки (угол между вектором скорости и продольной осью НС);    

 𝑎𝑥 =
𝑥𝑑𝑐0𝑆𝑞

𝐽𝑦
, 𝑎𝑧 = −

𝑧𝑑𝑐0𝑆𝑞

𝐽𝑦
  – коэффициенты, обусловленные действием аэродинамиче-

ского момента; 𝑐 =
3(𝐽𝑧−𝐽𝑥)𝜔орб

2

2𝐽𝑦
 – коэффициент, обусловленный действием гравитационного 

момента; 𝑐0 = 2,2 – коэффициент, который может принимать значения от 2 до 3, в зависи-

мости от физических свойств газа и поверхности НС, для проектных проработок принима-

ется равным 2,2; 𝑆 – характерная площадь НС; 𝐽𝑥,  𝐽𝑦, 𝐽𝑧  главные центральные моменты 

инерции НС; 𝑥𝑑 , 𝑧𝑑 – положение центра давления (геометрического центра) НС относи-

тельно центра масс; 𝑘𝑠 – отношение площади одной из боковых поверхностей к харак-

терной площади;  𝜔орб = √𝜇/(𝑅3 + 𝐻)3  – орбитальная угловая скорость; 𝑞(𝐻) =

𝜌(𝐻)[𝑉(𝐻)]2/2   скоростной напор; 𝐻   высота полета; 𝑉(𝐻) = √𝜇/(𝑅3 + 𝐻)  – ско-

рость полета; 𝜌(𝐻)  плотность атмосферы; 𝑅3 – радиус Земли; μ – гравитационный па-

раметр Земли. 

2. Определение положений равновесия и фазовые портреты 

Фазовые портреты позволяют качественно исследовать динамику НС в окрестно-

сти положений равновесия. Положением равновесия является такое положения, в кото-

ром тело находится все время, при условии, что в начальный момент времени тело нахо-

дилось в этом положении и скорости всех его точек равнялись нулю [4]. Из уравнения (1) 

получим уравнение для определения положений равновесия: 

(𝑎𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝛼) + 𝑎𝑧 𝑐𝑜𝑠(𝛼))(|𝑐𝑜𝑠(𝛼)| + 𝑘𝑠|𝑠𝑖𝑛(𝛼)|) + 𝑐 𝑠𝑖𝑛(2 𝛼) = 0.                    (2) 

Разрешая полученное выражение относительно угла 𝛼,  получим выражение 

для определения положений равновесия в плоском случае: 

𝛼∗ = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑡𝑔 (
−𝐵 ± √𝐵2 − 4𝑎𝑧 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑐𝑜𝑠𝛼) 𝑘𝑠𝑎𝑥𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠𝑖𝑛𝛼)

2𝑎𝑧 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑐𝑜𝑠𝛼)
) ,  

где 𝐵 = 𝑐 + 𝑘𝑠𝑎𝑧 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠𝑖𝑛 𝛼) + 𝑎𝑥𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑐𝑜𝑠 𝛼). 



Исследование плоского углового движения наноспутника стандарта… 

31 

С учетом значения функций 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠𝑖𝑛 𝛼) и 𝑠𝑖𝑔𝑛(cos 𝛼) для каждой четверти, полу-

чены формулы определения положений равновесия по углу 𝛼: 

𝛼1,2
∗ = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑡𝑔 (

−𝑎𝑥 − 𝑘𝑠𝑎𝑧 − 2𝑐 ± √(𝑎𝑥 + 𝑘𝑠𝑎𝑧 + 2𝑐)2 − 4𝑘𝑠𝑎𝑥𝑎𝑧

2𝑎𝑧
) ,               

 𝛼3,4
∗ = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑡𝑔 (

−𝑎𝑥 + 𝑘𝑠𝑎𝑧 + 2𝑐 ∓ √(−𝑎𝑥 + 𝑘𝑠𝑎𝑧 + 2𝑐)2 + 4𝑘𝑠𝑎𝑥𝑎𝑧

2𝑎𝑧
),                  (3)

 

𝛼5,6
∗ = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑡𝑔 (

−𝑎𝑥 − 𝑘𝑠𝑎𝑧 + 2𝑐 ∓ √(−𝑎𝑥 − 𝑘𝑠𝑎𝑧 + 2𝑐)2 − 4𝑘𝑠𝑎𝑥𝑎𝑧

2𝑎𝑧
) − 𝜋, 

𝛼7,8
∗ = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑡𝑔 (

−𝑎𝑥 + 𝑘𝑠𝑎𝑧 − 2𝑐 ± √(𝑎𝑥 − 𝑘𝑠𝑎𝑧 + 2𝑐)2 + 4𝑘𝑠𝑎𝑥𝑎𝑧

2𝑎𝑧
) − 𝜋. 

Возможные комбинации этих положений, в зависимости от смещения геометриче-

ского центра относительно центра масс (𝑥𝑑 , 𝑧𝑑) и модуля коэффициента |𝑐|, обусловлен-

ного действием гравитационного момента, представлены в табл. 1. 

Таблица 1. Положения углового равновесия в случае движения в плоскости орбиты 

 
𝑥𝑑 > 0,   
𝑧𝑑 > 0 

𝑥𝑑 < 0,   
𝑧𝑑 < 0 

𝑥𝑑 < 0,   
𝑧𝑑 > 0 

𝑥𝑑 > 0, 
𝑧𝑑 < 0 

Кол-во 

положе-

ний рав-

новесия 

 

|𝑐| < 0,5𝑎1 𝛼2
∗, 𝛼5

∗ 𝛼1
∗, 𝛼6

∗ 𝛼4
∗, 𝛼7

∗ 𝛼3
∗, 𝛼8

∗ 2 

|𝑐| > 0,5𝑎1 𝛼2
∗, 𝛼3

∗, 𝛼4
∗, 𝛼5

∗ 𝛼1
∗, 𝛼6

∗, 𝛼7
∗, 𝛼8

∗ 𝛼1
∗, 𝛼2

∗, 𝛼4
∗, 𝛼7

∗ 𝛼3
∗, 𝛼5

∗, 𝛼6
∗, 𝛼8

∗ 4 

где 𝑎1 = (√|𝑎𝑥| + √𝑘𝑠|𝑎𝑧|)
2

. 

Из таблицы 1 видно, что вне зависимости от значения |𝑐| существует 2 положения рав-

новесия, а при соблюдении условия |𝑐| > 0,5𝑎1 количество положений увеличивается до 4. 

Для случая 𝑥𝑑 ≠ 0, 𝑧𝑑 = 0  данными результатами воспользоваться нельзя, 

так как тогда 𝑎𝑧 = 0. Запишем уравнение (2) для этого случая: 

(𝑎𝑥(𝐻)|𝑐𝑜𝑠 𝛼| + 𝑘𝑠𝑎𝑥(𝐻)|𝑠𝑖𝑛 𝛼| + 2𝑐(𝐻) 𝑐𝑜𝑠 𝛼) 𝑠𝑖𝑛 𝛼  = 0. 

Тогда при любом соотношении коэффициентов, обусловленных действием аэроди-

намического и гравитационного моментов, реализуются положения равновесия 𝛼1
∗ = 0  

и  𝛼2
∗ = 𝜋. При соблюдении условия |𝑐| > 0,5|𝑎𝑥| имеют место дополнительные положе-

ния равновесия: 

𝛼3,4
∗ = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑡𝑔 (

−𝑘𝑠𝑎𝑥

2𝑐 ± 𝑎𝑥
) ,  𝛼5,6

∗ = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑡𝑔 (
𝑘𝑠𝑎𝑥

2𝑐 ∓ 𝑎𝑥
) − 𝜋. 

Если знаки величин 𝑎𝑥 и 𝑐 совпадают, то положения равновесия следует вычислять 

по формулам для 𝛼4
∗ и 𝛼5

∗. Если знаки 𝑎𝑥 и 𝑐 противоположны, то положения равновесия 

следует вычислять по формулам для 𝛼3
∗ и 𝛼6

∗.  

Для случая 𝑥𝑑 = 0, 𝑧𝑑 ≠ 0  уравнение (2) примет вид  

(𝑎𝑧(𝐻)|𝑐𝑜𝑠 𝛼| + 𝑘𝑠𝑎𝑧(𝐻)|𝑠𝑖𝑛 𝛼| + 2𝑐(𝐻) 𝑠𝑖𝑛 𝛼) 𝑐𝑜𝑠 𝛼 = 0. 
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Тогда при любом соотношении аэродинамического и гравитационного моментов 

реализуются положения равновесия 𝛼1
∗ =

𝜋

2
  и 𝛼2

∗ = −
𝜋

2
. И имеют место дополнительные 

положения равновесия при выполнении условия |𝑐| > 0,5|𝑘𝑠𝑎𝑧|. 

Если знаки величин 𝑎𝑧 и 𝑐 совпадают, то положения равновесия следует вычислять 

по формулам 

𝛼3,4
∗ = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑡𝑔 (

2𝑐 − 𝑘𝑠𝑎𝑧

±𝑎𝑧
). 

Если знаки величин 𝑎𝑧 и 𝑐 противоположны, то положения равновесия следует вы-

числять по формулам  

𝛼5,6
∗ = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑡𝑔 (

2𝑐 + 𝑘𝑠𝑎𝑧

∓𝑎𝑧
) − 𝜋. 

Для выяснения общих свойств уравнения (1) воспользуемся методом фазовой плос-

кости. Изменение высоты круговой орбиты вследствие сопротивления атмосферы про-

исходит очень медленно, и при рассмотрении углового движения НС на одном или не-

скольких витках можно принять 𝐻 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Интеграл энергии при этом имеет вид: 

𝑎𝑥𝑢 − 𝑎𝑧𝑣 + 𝑐 𝑐𝑜𝑠2 𝛼 +
𝛼̇2

2
= 𝐸0. 

Здесь 𝑢 и 𝑣 – функции от 𝛼:  

𝑢 =
1

2
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑐𝑜𝑠( 𝛼)) 𝑐𝑜𝑠2 𝛼 +

𝑘𝑠

2
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠𝑖𝑛( 𝛼)) (

𝑠𝑖𝑛 2 𝛼

2
− 𝛼 + 2𝜋 ⋅ ⌊

𝛼 + 𝜋

2𝜋
⌋), 

𝑣 =
1

2
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑐𝑜𝑠( 𝛼)) (

𝑠𝑖𝑛 2 𝛼0

2
+ 𝛼 −

𝜋

2
− 2𝜋 ⋅ ⌊

𝛼 +
𝜋
2

2𝜋
⌋) +  

𝑘𝑠

2
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠𝑖𝑛( 𝛼)) 𝑠𝑖𝑛2 𝛼, 

где ⌊𝑥⌋  – антье 𝑥  (наибольшее целое число, не превосходящее 𝑥 ), 

𝐸0 =  𝑎𝑥𝑢(𝛼0) −  𝑎𝑧𝑣(𝛼0) +  𝑐1 𝑐𝑜𝑠2 𝛼0 +
𝛼̇0

2

2
  – определяется через начальные условия уг-

лового движения, 𝛼0 – начальное значение угла 𝛼 для соответствующей фазовой траек-

тории. Характер движения НС определяется соотношением величин 𝑎1, 𝑐 и 𝐸0. Имеют 

место три типа фазовых портретов.  

На рисунках 1–3 приведены фазовые портреты системы (1) для случая 𝑥𝑑 ≠ 0,

𝑧𝑑 = 0. 

|𝑐| ≤ 0,5|𝑎𝑥| . В данном случае преобладающим является аэродинамический 

момент. Фазовый портрет аналогичен колебательной системе маятникового типа 

(для случая  𝑎𝑥 >  0   изображен на рис. 1). В этом случае НС имеет два положения 

равновесия по углу атаки – устойчивое при 𝛼 = 0 + 2𝑛𝜋 (𝑛 = 0 ± 1, ±2, . . . ) и 

неустойчивое при 𝛼 =  𝜋 + 2𝑛𝜋 (𝑛 = 0 ± 1, ±2,  . . . ).  

Существуют две области движения НС: вращательная и колебательная, которые 

разделены сепаратрисой.  

Для случая 𝑎𝑥 < 0 картина сдвинется на 𝜋. 
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Рис. 1. Фазовый портрет: |𝑎| ≥ 2|𝑐| 

2. 𝑐 > 0,5|𝑎𝑥|,  𝑐 > 0. В данном случае преобладающим является гравитационный 

момент. Фазовый портрет изображен на рис. 2. При таком соотношении имеют место 

четыре области движения НС: вращательная область и три колебательные области. 

В этом случае НС имеет четыре положения равновесия по углу атаки.   

 

Рис. 2. Фазовый портрет: 𝑐 > 0,5|𝑎|,  𝑐 > 0 

3. |𝑐| > 0,5|𝑎𝑥|,  𝑐 < 0. В данном случае преобладающим является гравитационный 

момент. При таком соотношении имеют место три области движения НС: вращательная 

область и две колебательные области (рис. 3). В этом случае НС имеет четыре положения 

равновесия по углу атаки.   

 

Рис. 3. Фазовый портрет: |𝑐| > 0,5|𝑎|,  𝑐 < 0 
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Таким образом, в зависимости от знака коэффициента 𝑐 , обусловленного 

действием гравитационного момента, и соотношения модулей коэффициентов 

возможны различные типы фазовых портретов. Для случая 𝑥𝑑 = 0, 𝑧𝑑 ≠ 0 фазовый 

портрет первого типа (где преобладающим является аэродинамический момент) 

сдвинется на величину ±
𝜋

2
 в зависимости от знака 𝑧𝑑 , а фазовые портреты второго и 

третьего типа кроме сдвига на ±
𝜋

2
 также меняются между собой местами. В более общем 

случае 𝑥𝑑 ≠ 0, 𝑧𝑑 ≠ 0 происходит сдвиг и деформация формы фазовых траекторий.  

3. Упрощенная модель движения 

В некоторых случаях качественная оценка движения НС возможна c использова-

нием упрощенной модели плоского движения. 

Рассмотрим случай, когда центр давления НС смещен только по продольной оси 

(𝑥𝑑 ≠  0, 𝑧𝑑 = 0), в таком случае уравнение (1) примет вид: 

𝛼̈ − 𝑎𝑥(|𝑐𝑜𝑠(𝛼)| + 𝑘𝑠|𝑠𝑖𝑛(𝛼)|) 𝑠𝑖𝑛(𝛼) − 𝑐 𝑠𝑖𝑛(2 𝛼) = 0. 

Для упрощения вычислений разложим выражение (|𝑐𝑜𝑠(𝛼)| + 𝑘𝑠|𝑠𝑖𝑛(𝛼)|) sin(𝛼) в 

ряд Фурье по синусам, тогда нулевой член разложения 𝑎0 будет иметь вид: 

𝑎0 =
4 + 8𝑘𝑠

3𝜋
sin(𝛼). 

C учетом полученной аппроксимации синусом, исходное уравнение можно запи-

сать в виде: 

𝛼̈ − 𝑎 ∙ sin(𝛼) − 𝑐 ∙ sin(2𝛼) = 0, (4) 

где 𝑎  – коэффициент, обусловленный аэродинамическим моментом, вычисляется 

по формуле: 

𝑎 =
(4 + 8𝑘𝑠)𝑐0𝑆𝑞

3𝜋𝐽𝑦
𝑥𝑑 =

(4 + 8𝑘𝑠)

3𝜋
𝑎𝑥. 

Модель (4) используется в работах Белецкого [2] для анализа углового движения 

космического аппарата с синусоидальной зависимостью аэродинамического момента 

от угла атаки под действием аэродинамического и гравитационного моментов. Также 

эта модель использовалась в работах [3, 5] для предварительного анализа плоского дви-

жения НС CubeSat относительно центра масс. 

На рис. 4 показан график сравнения величины (|𝑐𝑜𝑠(𝛼)|+𝑘𝑠|𝑠𝑖𝑛(𝛼)|) sin(𝛼) с ее ап-

проксимированным значением 
4+8𝑘𝑠

3𝜋
sin(𝛼). 

 

Рис. 4. Сравнение величины (| 𝑐𝑜𝑠(𝛼) | + 𝑘𝑠 𝑠𝑖𝑛(𝛼)) 𝑠𝑖𝑛(𝛼)  (сплошная линия) и ее  

аппроксимации синусоидальной зависимостью 𝑚𝑛𝑘 𝑠𝑖𝑛(𝛼) (пунктирная линия)  
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Из графика видно, что по мере увеличения значения 𝑘𝑠 точность снижается. 

В зависимости от величин 𝑎  и 𝑐  возможны следующие комбинации положений 

равновесия: 

1. При |𝑐| ≤ 0,5|𝑎| возможно 2 положения равновесия: 

𝛼1
𝑠 = 0 + 2𝑛𝜋 (𝑛 = 0 ± 1, ±2, … ), 

𝛼2
𝑠 = 𝜋 + 2𝑛𝜋 (𝑛 = 0 ± 1, ±2, … ). (5) 

2. При |𝑐| > 0,5|𝑎| возможно 4 положения равновесия: 

𝛼1
𝑠 = 0 + 2𝑛𝜋 (𝑛 = 0 ± 1, ±2, … ), 

𝛼2
𝑠 = 𝜋 + 2𝑛𝜋 (𝑛 = 0 ± 1, ±2, … ), 

𝛼3
𝑠 = arccos (−

0,5𝑎

𝑐
 ) + 2𝑛𝜋  (𝑛 = 0 ± 1, ±2, … ), (6) 

𝛼4
𝑠 = − arccos (−

0,5𝑎

𝑐
 ) + 2𝑛𝜋  (𝑛 = 0 ± 1, ±2, … ). 

Для упрощенной модели интеграл энергии имеет вид: 

𝐸0 = 𝑎 𝑐𝑜𝑠𝛼0 + 𝑐 𝑐𝑜𝑠2 𝛼0 +
𝛼̇0

2

2
. 

Соответствующие фазовые портреты приведены в [2, с.128]. 

4. Сравнение моделей плоского движения 

Проведем сравнение результатов расчета с использованием упрощенной модели, 

аппроксимированной синусом, и исходной модели углового движения.  

Для примера рассмотрим НС формата CubeSat 3U с параметрами: 

𝑘𝑠 = 3,4,  𝑆хар = 0,01 м2,  𝑥𝑑 = −0,012 м,  𝑦𝑑 = 0 м,    

𝐽𝑥 = 0,08 кг ∙ м2 ,   𝐽𝑧 = 0,037 кг ∙ м2,  𝐽𝑦 = 0,038 кг ∙ м2. 

Рассмотрим высоту 𝐻 = 300 км,  тогда   𝑐 = 1,6 ∙ 10−6 рад

с2
, |𝑎1| = 2,8 ∙ 10−5 рад

с2
, 

|𝑎| = 1,3 ∙ 10−5 рад

с2
.  На этой высоте большее воздействие на угловое движение оказывает 

аэродинамический момент. Фазовый портрет имеет одну колебательную область (фазо-

вый портрет первого типа, как показано на рис. 1) для исходной и для аппроксимирован-

ной моделей ( |с| < 0,5|𝑎1|  и |с| < 0,5|𝑎|) . Плотность атмосферы рассчитывается по 

ГОСТ 4401-83 [6].  

На рисунках 5–6 приведено сравнение фазовых портретов движения упрощенной 

модели (синяя пунктирная линия) и исходной модели (красная сплошная линия) для раз-

личных смещений 𝑧𝑑.  

В таблицы 2 приведены значения положений равновесия, рассчитанные по исход-

ной модели движения и по упрощенной, в зависимости от значения смещения 𝑧𝑑. 
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Рис. 5. Сравнение фазовых портретов при 𝑧𝑑 = 0 м 

 

Рис. 6. Сравнение фазовых портретов при 𝑧𝑑 = 0,003 м 

 

Рис. 7. Сравнение фазовых портретов при 𝑧𝑑 = 0,01 м 

Таблица 2. Положения равновесия для высоты H=300 км 

𝑧𝑑 0 м 0,001 м 0,003 м 0,005 м 0,008 м 0,01 м 

𝛼1
𝑠 0° 0° 0° 0° 0° 0° 

𝛼7
∗ 0° -9,8° -21,3° -30,3° -40,7° -46,1° 

∆1= |𝛼1
𝑠 − 𝛼7

∗| 0°  9,8° 21,3° 30,3° 40,7 46,1° 

𝛼2
𝑠 180° 180° 180° 180° 180° 180° 

𝛼4
∗ 180° 177,10° 170,3° 162,8° 151,8° 145,2° 

∆2= |𝛼2
𝑠 − 𝛼4

∗| 0°  2,9° 9,7° 17,2° 28,2° 34,8° 
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Можно сделать вывод, что при значении смещения 𝑧𝑑 = 0, форма фазовых траек-

торий мало отличается (рис. 5), и положения равновесия совпадают (табл. 2). При этом 

при использовании упрощенной модели необходимо учитывать количественную 

ошибку оценки амплитуд. По мере увеличения величины 𝑧𝑑 фазовые траектории начи-

нают все больше расходится, устойчивое положение равновесия 𝛼7
∗   сдвигается влево 

(рис. 6, 7) и погрешность определения положений равновесия с использованием упро-

щенной модели углового движения возрастает (табл. 2). 

На рисунках 8–9 приведено сравнение фазовых портретов движения упрощенной 

модели (синяя пунктирная линия) и исходной модели (красная сплошная линия) на вы-

соте 𝐻 =  500 км ,  для НС с приведенными выше параметрами 

( 𝑐 =  1,4 ∙  10−6 рад

с2 , |𝑎1| =  8,8 ∙  10−8 рад

с2 , |𝑎| = 2,9 ∙ 10−7 рад

с2 ).  Поскольку |с| > 0,5|𝑎1|,

|с| >  0,5|𝑎|, соблюдены оба условия существования дополнительных положений равно-

весия, при этом 𝑐 > 0  и фазовый портрет имеет три колебательные области (фазовый 

портрет второго типа, как показано на рис. 2). В таблице 3 приведены значения положе-

ний равновесия, рассчитанные по исходной модели движения и по упрощенной, в зави-

симости от значения смещения 𝑧𝑑. 

 

Рис. 8. Сравнение фазовых портретов при 𝑧𝑑 = 0 м 

 

Рис. 9. Сравнение фазовых портретов при 𝑧𝑑 = 0,01 м 
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Таблица 3. Положения равновесия для высоты H=500 км 

𝑧𝑑 0 м 0,001 м 0,003 м 0,005 м 0,008 м 0,01 м 

𝛼1
𝑠 0° 0° 0° 0° 0° 0° 

𝛼2
∗ 0° 0,19° 0,6° 1° 1,6° 2,1° 

∆1= |𝛼1
𝑠 − 𝛼2

∗|, 0° 0,19° 0,6° 1° 1,6° 2,1° 

𝛼2
𝑠 180° 180° 180° 180° 180° 180° 

𝛼4
∗ 180° 179,8° 179,5° 179,1° 178,5° 178,1° 

∆2= |𝛼2
𝑠 − 𝛼4

∗| 0° 0,17° 0,5° 0,9° 1,5° 1,9° 

𝛼3
𝑠 83,1° 83,1° 83,1° 83,1° 83,1° 83,1° 

𝛼1
∗ 82,7° 82,6° 82,5° 82,3° 82° 81,8° 

∆3= |𝛼3
𝑠 − 𝛼1

∗| 0,4° 0,5° 0,7° 0,8° 1,1° 1,3° 

𝛼4
𝑠 −83,1° −83,1° −83,1° −83,1° −83,1° −83,1° 

𝛼7
∗ −82,7° −82,8° −83,0° −83,1° −83,3° −83,4° 

∆4= |𝛼4
𝑠 − 𝛼7

∗| 0,4° 0,3° 0,16° 0,01° 0,2° 0,3° 

Из рисунка 9 видно, что при увеличении величины 𝑧𝑑 в исходной модели движе-

ния увеличивается левая колебательная область, а правая уменьшается, при этом устой-

чивые положения равновесия 𝛼7
∗  и 𝛼1

∗ также сдвигаются влево (рис. 9). В этом случае 

погрешность определения положений равновесия с использованием упрощенной модели 

углового движения возрастает с увеличением величины 𝑧𝑑 (табл. 3).  

Из данных, приведенных в таблицах 2 и 3, можно сделать вывод, что тип фазового 

портрета может влиять на величину погрешности определения положений равновесия 

при использовании упрощенной модели. 

Сравним границу смены типа фазового портрета для упрощенной модели (|𝑐| >

0,5|𝑎|) и для исходной модели (|𝑐| > 0,5𝑎1) на примере НС формата CubeSat 3U в зави-

симости от величин 𝑥𝑑 , 𝑧𝑑, 𝐻 (рис. 10). Пунктирной красной линией показана граница 

смены типа фазового портрета для упрощенной модели, сплошными линиями – для ис-

ходной при различных смещениях 𝑧𝑑 .  

 

Рис. 10. Границы смены фазовых портретов 

Из рисунка 10 можно найти область между пунктирной линией и соответствующей 

сплошной линией, где нельзя использовать упрощенную модель углового движения 

для анализа, поскольку в этой области качественно отличаются типы фазовых портретов.  
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Для иллюстрации рассмотрим точку (400 км, -0,014 м) для величины 

𝑧𝑑 =  0,01 м на параметрическом графике (рис. 10) для НС CubeSat формата 3U и по-

строим фазовые портреты упрощенной (синяя пунктирная линия) и исходной (красная 

сплошная линия) моделей с данными параметрами (рис. 11).  

  

Рис. 11. Сравнение фазовых портретов при 𝑧𝑑 = 0,01 м,  𝑥𝑑 = −0,014 м, 𝐻 = 400 км 

Можно сделать вывод, что в данном случае нельзя использовать упрощенную мо-

дель движения для качественного анализа углового движения НС, поскольку типы фазо-

вых портретов отличаются. Также нельзя использовать упрощенную модель углового 

движения для определения положений равновесия, так как при использовании формул 

(5) получим два угла, которые не будут являться положениями равновесия для исходной 

модели движения, у которой четыре положения равновесия. 

Таким образом, помимо погрешности определения положений равновесия, при ис-

следовании динамики углового движения НС стандарта CubeSat с использованием упро-

щенной модели необходимо учитывать ее применимость с учетом границы смены типа 

фазового портрета. 

Заключение 

В данной работе с использованием метода фазовой плоскости был проведен анализ 

плоского движения относительно центра масс наноспутника стандарта CubeSat под дей-

ствием аэродинамического и гравитационного моментов на низких околоземных орби-

тах. Получены аналитические выражения для определения положений равновесий нано-

спутника относительно центра масс, а также условия их существования в зависимости 

от параметров НС и условий полета. Проведено сравнение исходной модели движения, 

учитывающей форму наноспутника стандарта CubeSat, и упрощенной, в которой аэро-

динамический момент аппроксимируется синусоидальной зависимостью от угла атаки. 

Определена область параметров, в которой использование упрощенной модели углового 

движения приводит к неверным результатам. 
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