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Исследуется колебательная динамика капли маловязкой жидкости, окруженной другой жид-

костью, при трансляционном вибрационном малоамплитудном воздействии. Капля равно-

весной цилиндрической формы зажата между параллельными твердыми плоскостями. Крае-

вые углы прямые и постоянные, линии контакта трех сред свободно скользят по 

поверхности пластин. На поверхности раздела капля–окружающая жидкость учитывается 

тонкий вязкий пограничный слой. Рассмотрены собственные и вынужденные колебания 

капли. В главном порядке разложения по малой амплитуде вибраций получены частоты соб-

ственных колебаний невязкой цилиндрической капли. В первом порядке разложения найде-

на поправка к частоте, которая вызвана диссипацией энергии в вязком пограничном слое. 

Исследована устойчивость вынужденных колебаний по отношению к малым возмущениям. 

Параметрический резонанс наступал при выполнении условия синхронизма: частота вибра-

ций равняется сумме частот двух соседних мод собственных колебаний. Найдено выраже-

ние, описывающие резонансные области. Показана, что малая вязкость приводит к появле-

нию порога амплитуды вибраций и сдвигу области неустойчивости при сравнении с нулевой 

вязкостью. 
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The study investigates oscillatory dynamics of a drop of a low-viscosity liquid surrounded by an-

other liquid under translational low-amplitude vibration influence. A drop of equilibrium cylindri-

cal shape is sandwiched between parallel solid planes. The contact angles are straight and constant, 

the contact lines of the three media slide freely along the surface of the plates. At the droplet–

surrounding liquid interface, a thin viscous boundary layer is taken into account. Natural and 

forced oscillations of the drop are considered. In the main order of expansion in terms of small am-

plitude of vibrations, the natural frequencies of oscillations of an inviscid cylindrical drop were ob-

tained. In the first order of expansion, a correction to the frequency was found, caused by energy 
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dissipation in the viscous boundary layer. The stability of forced oscillations with respect to small 

disturbances was studied. Parametric resonance occurred when the synchronism condition was met: 

the vibration frequency was equal to the sum of the frequencies of two adjacent modes of natural 

oscillations. An expression describing the resonant regions was found. It is shown that low viscosi-

ty leads to the appearance of a vibration amplitude threshold and a shift in the instability region 

when compared with zero viscosity. 
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1. Введение 

При высокочастотных вибрациях вязкость мо-

жет играть существенную роль только в узких по-

граничных слоях около поверхностей раздела. Это 

позволяет рассматривать жидкость в ядре как не-

вязкую и учитывать вязкость только в погранич-

ных слоях [1, 2]. Диссипация энергии в вязком по-

граничном слое на твердой поверхности вносит 

существенно больший вклад, чем диссипация в 

вязком пограничном слое на поверхности раздела 

двух жидкостей. Строгий учет влияния малой вяз-

кости жидкостей проводился в работе [3] при рас-

смотрении нелинейной теории возбуждения пара-

метрической неустойчивости возбуждаемых волн 

на поверхности жидкости. В работе [4] изучались 

малоамплитудные вибрации сферической капли, 

помещенной в другую жидкость. Задача рассмат-

ривалась в невязкой постановке и в приближении 

малой вязкости, феноменологически, искусствен-

ным добавлением в амплитудные уравнения чле-

нов, отвечающих за диссипацию энергии, что при-

водит к появлению конечного порога по амплитуде 

вибраций и сдвигу резонансной частоты. При этом 

оказалось, что случаи нулевой вязкости и вязкости, 

стремящейся к нулю, не эквивалентны друг другу 

[4, 5]. При рассмотрении параметрической не-

устойчивости вибраций полусферической капли 

маловязкой жидкости [6] и строгом учете малой 

вязкости был обнаружен подобный эффект. Более 

детально посмотреть влияние вибраций на устой-

чивость поверхности раздела можно, например, в 

работах [7–13].  

В работе [14] изучались резонансные колебания 

одиночной капли жидкости или газового пузыря 

относительно их равновесной сферической формы, 

возникающие в результате гармонических посту-

пательных колебаний объема жидкости различной 

плотности, содержащего такое включение, анало-

гично [4, 5]. Параметрический резонанс вынуж-

денной поступательной моды с основной резо-

нансной частотой, равной сумме двух соседних 

собственных частот капиллярных колебаний гра-

ницы раздела, ранее был обнаружен в невязком 

приближении [4, 5], также учитывал низкую вяз-

кость с использованием феноменологического 

подхода. Влияние вязкости на резонанс исследова-

лось путем строгого учета вязкости в динамиче-

ском пограничном слое вблизи границы раздела 

[14]. Были определены закономерности эволюции 

резонансных мод вблизи порога возбуждения не-

устойчивости. Выявлена эквивалентность двух 

подходов с учетом вязкости: строгого, построен-

ного на методе множественных масштабов, и раз-

витого ранее феноменологического подхода, осно-

ванного на искусственном добавлении 

диссипативных членов в амплитудные уравнения. 

Влияние осредненных эффектов для сферического 

газового пузырька исследовалось в работах 

[15, 16].  

В работе [17] рассматривались собственные ко-

лебания вязкого капиллярного моста (цилиндриче-

ской капли с закрепленной линией контакта) в по-

ле тяжести. Капля маловязкой жидкости, с учетом 

вязких пограничных слоев на твердой поверхно-

сти, в поле осевых вибраций, исследовалась в ра-

боте [18]. Резонанс возникал при условии равен-

ства частоты вибраций сумме частот одной 

азимутальной моды, аналогично случаю сфериче-

ской капли [4, 5, 14]: 

 
, ,

  
m k m l

, 

где m  – азимутальное волновое число, k , l  – осе-

вые волновые числа.  

При исследовании устойчивости цилиндриче-

ской невязкой жидкости со свободной линией кон-

такта (постоянным краевым углом) [10, 19] было 

показано, что параметрическая неустойчивость 

возникала при выполнении условия синхронизма: 

, 1,



  m k m l . 

В данной работе рассматривается влияние ма-

лой вязкости на устойчивость вынужденных коле-

баний цилиндрической капли жидкости в поле 

трансляционных вибраций. 

2. Постановка задачи 

Рассмотрим поведение капли жидкости плотно-

стью  i , окруженной другой жидкостью плотно-
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стью  e . Жидкости не смешиваются между собой. 

В отсутствие действия внешних сил капля имеет 

форму цилиндра радиусом R . Вся система огра-

ничена двумя параллельными между собой твер-

дыми поверхностями, перпендикулярными оси ци-

линдра (рис. 1). При отсутствии вибраций угол 

между боковой поверхностью капли и ограничи-

вающей плоскостью равен 0
90 . Расстояние между 

твердыми поверхностями равно h . Сосуд замкнут 

на бесконечности и совершает высокочастотные 

малоамплитудные колебания по закону 

cos r R Aj t  ( r  и R  – радиус-векторы произ-

вольной точки поверхности в плоскости ( ,x y ) при 

наличии и отсутствии вибраций, соответственно, 

A  – амплитуда вибраций, j  – единичный вектор 

вдоль оси x). На больших расстояниях от капли 

жидкость в системе отсчета, связанной с сосудом, 

покоится. Сила тяжести не учитывается, т.е. число 

Бонда 2
/ B gR  мало, где   – коэффициент 

поверхностного натяжения, g  – гравитационное 

ускорение.  

 
Вязкость играет существенную роль только на 

поверхностях раздела жидкостей в узких погра-

ничных слоях. Поэтому влияние вязкости будем 

учитывать в пограничном слое, который окружает 

невязкие ядра капли и внешней жидкости (рис. 1). 

Предполагается, что амплитуда внешних виб-

раций A  и толщина вязкого пограничного слоя   

малы по сравнению с равновесным радиусом R  и 

высотой капли h . Контактная линия свободно 

скользит вдоль твердых поверхностей. Движение 

капли вызвано колебаниями окружающей жидко-

сти. Краевой угол в процессе движения не изменя-

ется. 

Безусловно, это модельная задача. Но из нее 

легко получить основные эффекты, связанные с 

диссипацией энергии в вязком пограничном слое. 

В цилиндрической системе координат поверх-

ность капли описывается соотношением  

( , , )  r R z t , 

где   – отклонение боковой поверхности капли от 

равновесного значения,   – азимутальный угол 

(отчитывается от оси x  в сторону оси y ). 

Запишем уравнение движения и уравнение не-

прерывности в системе отсчета, связанной с сосу-

дом: 

 
2

1

cos ,




  


     



  
i t

r

v
v v p

t

v A e e

 (2.1) 

 0 v , (2.2) 

где  
r

v ue ve ,   – кинематическая вязкость. 

На поверхности «капля – окружающая жид-

кость» должны выполняться следующие гранич-

ные условия: 

нормальных компонент скоростей:   0vn , 

касательных компонент скоростей:   0 v , 

кинематическое:   
t

v F , 

нормальных напряжений:        p nn n , 

касательных напряжений: 0    n . 

Здесь квадратными скобками обозначен скачок со-

ответствующей величины при переходе во внут-

реннюю жидкость из внешней,  

( , , )   F r R z t , 

  – тензор вязких напряжений, n  – единичный 

вектор нормали к боковой поверхности,   – еди-

ничный вектор касательной к боковой поверхно-

сти.  

Переходя к безразмерным переменным (выбрав 

в качестве единиц измерения времени 

  3 




i e

R
, длины R , плотности  

i e , от-

клонения поверхности A , скорости 

  3



 
e i

A
R

, вязкости  
i e , давления 

2

A

R
), 

получаем следующую задачу 

 
2 2

1

cos ,





   

     

  

t

i t

r

v v v p

v e e

 (2.3) 

 0 v , (2.4) 

1  r :    0vn , (2.5) 

   0 v , (2.6) 

  1    
t

v r , (2.7) 

 
2       p nn n , (2.8) 

 0    n . (2.9) 

Индексы t , r ,   обозначают дифференцирование 

по соответствующим переменным. Задача содер-

жит следующие безразмерные параметры: малую 

амплитуду вибраций /A R  , квадрат малой 

толщины вязкого пограничного слоя 

 

,A   

 

Рис. 1. Геометрия задачи. Вязкие пограничные 

слои выделены штриховкой 
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 2  
  




  e i

e i
R

,  

безразмерную частоту внешних вибраций  

  3 
 






i e
R

, 

плотность и кинематическую вязкость внешней 

жидкости: 




 




e

e

e i

, 



 




e

e

e i

,  

плотность и вязкость жидкости капли: 




 




i

i

e i

, 



 




i

i

e i

,  

1  
e i , 1  

e i ,  

отношение малой амплитуды вибраций и малой 

толщины пограничного слоя s /  . 

3. Собственные колебания 

Рассмотрим собственные колебания одиночной 

капли. Общая задача (2.3) – (2.9) запишется в виде: 

 21
 


    

t
v p v , (3.1) 

 0 v , (3.2) 

1  r :   0vn , (3.3) 

   0 v , (3.4) 

  1    
t

v r , (3.5) 

 
2       p nn n , (3.6) 

 0    n . (3.7) 

В пограничном слое скорость и давление жид-

костей могут претерпевать значительные измене-

ния в направлении нормальном к поверхности раз-

дела, что требует введения «быстрой» радиальной 

координаты [4, 20] 

 1

1 



 


r
r . (3.8) 

Наличие в правой части (3.8) функции отклоне-

ния поверхности обязательно, т.к. в противном 

случае необходимо будет предполагать, что ам-

плитуда отклонения поверхности мала по сравне-

нию с толщиной вязкого пограничного слоя 

[4, 20]. Решение уравнения Навье – Стокса (3.1) 

будем искать в виде суммы потенциальной части 

  для невязкого ядра и вихревой V=U W 
r

e e  

для вязкого пограничного слоя. Уравнение движе-

ния (3.1) будет иметь вид: 

 2 
t

V V , (3.9) 

 
1




 
t

p . (3.10) 

Уравнение непрерывности (3.2) запишется в 

виде: 

 V 0   , (3.11) 

 0  . (3.12) 

Граничные условия на поверхности раздела 

1  r :   0   
 

V n , (3.13) 

   0    
 

V , (3.14) 

    V 1       
t

r , (3.15) 

 
2       p nn n , (3.16) 

 0    n . (3.17) 

Решение задачи (3.9)–(3.17) будем искать в ви-

де разложения в ряд по малому параметру  : 

  0 1
( , ) ( , ) ...     

  
i t

r r e  (3.18) 

  0 1 1 1
V V ( , , ) V ( , , ) ...   
  

i t
r r r r e  (3.19) 

  0 1
( , ) ( , ) ...   

  
i t

p p r p r e  (3.20) 

  0 1
( ) ( ) ...     

  
i t

e  (3.21) 

где   – частота собственных колебаний.  

Подставляя разложение (3.18)–(3.21) в систему 

(3.9)–(3.17), в главном порядке разложения для не-

вязкого ядра получим следующую задачу: 

 0 0
  p i , (3.22) 

 0
0  , (3.23) 

1r :  0
0 

r
,  

  0 0 0  p ,  

 0 0
  

r
i .  

Задача (3.22)–(3.23) исследовалась в работе 

[10], и ее решением являются частоты собствен-

ных колебаний свободно скользящей цилиндриче-

ской капли [21] 

 
 2

2
1

 


 


i e

m m
. (3.24) 

Потенциалы скоростей и функцию отклонения 

поверхности можно представить в виде: 

 0

1

2

( ,...) .







 

i tm im

i m

m

i c t r e e c c
m

, 

 0

1

2

1
( ,...) .







  

i t im

e m m
m

i c t e e c c
m r

, 

 0

0 1

2

( ,...) . .






 
i t im

m

m

c t e e c c , 
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где c.c. обозначают комплексно-сопряженное сла-

гаемое.  

В вязком пограничном слое в главном порядке 

разложения задача (3.9) – (3.17) будет иметь сле-

дующий вид 

 
1 10 0

V = V
r r

i , (3.25) 

 
10 0 1 0

1 1
U U U W 0   

r r
r r

, (3.26) 

1r , 1
0r :  0 0

U 0  
r

, 

  0 0
W 0   , 

1
 r : 

0
V 0 .  

Из этих граничных условий следует, что только 

касательная к поверхности раздела компонента 

скорости 
0

V  будет отлична от нуля. Из уравнения 

непрерывности (3.26) можно найти радиальную 

компоненту скорости для следующего порядка 

разложения. Ниже приведены компоненты скоро-

сти в пограничном слое 

0 1

2

W exp









 
   

 


i t im

i m

m i

i
d e e r , 

0 1

2

W exp


 

 






 
    

 


i i i t im

e m

m ee e

i
d e e r , 

1 1

2

1
U exp










 
      


i t imi

i m

m i

i
d e e r

r i
, 

1 1

2

1
U exp










 
     


i t ime

e m

m e

i
d e e r

r i
, 

2 

   
 



e e

m m

e e i i

d i c . 

В первом порядке разложения (3.9) – (3.17) для 

невязкого ядра получаем 

  
2

1 1 0 0 1

1
s

2
        i i p , (3.27) 

 1
0  , (3.28) 

1r :      1 1 0 0 0 0 0
U s s W 0         

r rr
,  

 1 1 0 1 1 0 0 0 0
U s s              

r rr
i i , 

    2 2

1 0 0 1 1 0 0 0 0

1
s s

2
        

 
      

 
r

p p , 

Комплексная частота 1
  является поправкой к 

основной частоте   собственных колебаний и 

связана с наличием процессов диссипации в вяз-

ком пограничном слое: 

 
 

1

21

2

   


   


  



e i e i

i i e e

mi
. 

Частный случай этой поправки был получен в ра-

боте [22].  

4. Вынужденные колебания 

Рассмотрим теперь вынужденные колебания 

капли. Если не учитывать вязкий пограничный 

слой, то общая задача (2.1)–(2.9) эквивалентна за-

даче о вынужденных колебаниях свободно сколь-

зящей капли при монохроматическом внешнем 

воздействии, которая рассматривалась в работах 

[10, 19]. Аналогично рассмотренной в работе зада-

че, здесь удобно перейти в систему отсчета, свя-

занную с центром масс капли. Тогда  

 

21

cos ,
r

i v v v p v

i e

  


 

       

 

 (4.1) 

 0 v , (4.2) 

r : ( )( cos sin )


    
i t

r
v i e e e , (4.3) 

1  r :   0vn , (4.4) 

   0 v , (4.5) 

  1    i v r , (4.6) 

 
2       p nn n , (4.7) 

 0    n , (4.8) 

здесь   – скорость движения центра масс,   – 

частота вибраций. 

Будем рассматривать отдельно невязкое ядро и 

вязкий пограничный слой, аналогично задаче о 

собственных колебаниях. Решение будем искать в 

виде разложения в ряд по степеням малого пара-

метра  : 

  0 1
( , , ) ( , , ) ...

      
i t

r z r z e , (4.9) 

  0 1 1 1
V V ( , , ) V ( , , ) ...

    
i t

r z r z e , (4.10) 

  0 1
( , , ) ( , , ) ...

    
i t

p p r z p r z e , (4.11) 

  0 1
( , ) ( , ) ...

      
i t

z z e . (4.12) 

Подставляя разложение (4.9) – (4.12) в задачу 

(4.1) – (4.8), в главном порядке разложения для не-

вязкого ядра получим следующую задачу: 

 0 0
cos      

t
p i r , (4.13) 

 0
0  , (4.14) 

1r :  0
0 

r
,  

  0 0 0  p ,  
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 0 0
 

r
i .  

Решение задачи (4.13)–(4.14) уже известно из 

работы [10, 19]: 

 
0

1
cos

i t

e
i r e

r

   
 

    
 

, (4.15) 

 0
0 

i , (4.16) 

 0
0  , (4.17) 

 2
  
i t

e
i e , (4.18) 

где    
i e . 

В вязком пограничном слое в главном порядке 

разложения задача (4.1)–(4.8) имеет вид: 

 
1 10 0

V = V 
r r

i , (4.19) 

 
11 0

1
U W 0 

r
r

, (4.20) 

1r , 1
0r :  0 0

U 0  
r

,  

  0 0
W 0   ,  

1
0r : 

0
V 0 .  

Решение задачи (4.19)-(4.20) в вязком погра-

ничном слое имеет следующий вид: 

 

0 1

0 1

W exp ,

W exp ,

 

 





  

 

 
   

 

 
    

 

i t i

i

i

i i i t i

e

ee e

i
fe e r

i
fe e r

 (4.21) 

где 
2   

   






e e

e e i i

i
f . 

Из уравнения непрерывности (4.20) получим в 

следующем порядке радиальную компоненту ско-

рости в пограничном слое 

 

1 1

1 1

1
U exp ,

1
U exp .

 

 

 

 

 

 

 
    

 

 
   

 

i t ii

i

i

i t ie

e

e

i
fe e r

r i

i
fe e r

r i

 (4.22) 

5. Устойчивость вынужденных 

колебаний 

Вынужденные колебания, описываемые полу-

ченными выше формулами (4.15)–(4.17), (4.21) мо-

гут оказаться неустойчивыми относительно малых 

возмущений. При малоаплитудном внешнем воз-

действии возможна только параметрическая не-

устойчивость. Для нахождения резонансных обла-

стей введем возмущения основного состояния в 

виде: 

 
' , ' ,

' , V ' V v,

        

   p p q
 (5.1) 

где ' , ' , 'p , V '  – возмущенное состояние,  , 

 , p , V  – поля, характеризующие основное со-

стояние,  ,  , q , v  – малые нестационарные 

возмущения. Подставляем возмущенные поля (5.1) 

в исходную систему (4.1) – (4.8) и линеаризуем по 

малым возмущениям. Решение будем искать мето-

дом многих масштабов. 

Как уже отмечалось выше, при монохромати-

ческом вибрационном воздействии для свободно 

скользящей цилиндрической капли при продоль-

ных вибрациях параметрическая неустойчивость 

для главных резонансов появляется при выполне-

нии условия синхронизма 1



  

m m , где m  – 

азимутальное волновое число. Чтобы описать бли-

зость внешних частот к сумме 1
 

m m  количе-

ственно, введем параметр расстройки 
2

1 2
...      , определив его с помощью соот-

ношения: 

 2

1 1 2
...   


     

m m
 (5.2) 

В главном порядке разложения по малому па-

раметру   получаем задачу в невязком ядре, ана-

логичную задаче (3.22) – (3.23) на собственные ко-

лебания: 

 0 0
   q i , (5.3) 

 0
0  , (5.4) 

1r :  0
0 

r
, 

  0 0 0  q , (5.5) 

 0 0
  

r
i , (5.6) 

и в вязком пограничном слое, аналогичную задаче 

(3.25) – (3.26): 

 
1 10 0

V = V
r r

i , (5.7) 

 
10 0 1 0

1 1
U U U W 0   

r r
r r

, (5.8) 

1r , 1
0r :  0 0

U 0  
r

, 

  0 0
W 0   , 

1
 r : 

0
V 0 .  

Решение задач устойчивости (5.3) – (5.4) и (5.7) – 

(5.8) в главном порядке разложения совпадает с 

решением задачи на собственные колебания. 
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Рис. 2. Зависимость амплитуды колебаний 

от расстройки в вязком случае (сплошная ли-

ния) и невязком (штриховая): 2m , 

0.57 
i , 0.43 

e , 0.6 
i , 0.4 

e  

В первом порядке разложения получаем сле-

дующую задачу для невязкого ядра: 

 1 1 0 0 0 1
s           i i q , (5.9) 

 1
0  , (5.10) 

1r :      1 1 0 0 0 0 0
u s s W 0         

r rr
,  

  1 1 0 1 1 0 0 0
u s W           

r
i i . 

    1 0 0 1 1
s     

r
q p .  

В случае отсутствия вязкости такая задача ис-

следовалась в работе [10, 19]. Применяя аналогич-

ные рассуждения, найдем уравнение для определе-

ния величины расстройки   и инкремента  : 

 2 * 2

1
0 


   

m m m
b c L L A , (5.11) 

 *

1



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m m
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1
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2

1
   

   


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

m i e i e

m

e e i i

m
K i , 

 e

1
s 1

2

 
  

   

 
     

  

e i

m i

e e i i

L i m m , 

 
 

 *

1 e

1

s 1
2

  
 

   




      
 
 

i e i
m

m

me e i i

m
L i m . 

Здесь m
A  – амплитуда вибраций, m  – частота m-й 

моды. 

Пороговую амплитуду вибраций можно найти 

из условия равенства нулю вещественной части 

инкремента: 

  2 * 2

1
Im( ) Re


   

m m m
A L L C C b c  (5.12) 

где    Im / ReC c b . 

На рис. 2 показана резонансная область пара-

метрической неустойчивости для моды с азиму-

тальным числом 2m . Нейтральная кривая, 

определяемая выражением (5.12), показана сплош-

ной линией. Пороговая амплитуда возбуждения 

неустойчивости связана с наличием диссипации. 

Штриховой линией показаны границы области не-

устойчивости без учета вязкости.  

В работах [3, 4] было показано, что случаи ну-

левой вязкости и вязкости, стремящейся к нулю, не 

эквивалентны. На рис. 3. построена область не-

устойчивости, определяемая выражением (5.12) 

при предельно малой вязкости и область неустой-

чивости при нулевой вязкости. Действительно, эти 

области не совпадают даже при строгом учете вяз-

кости. На рис. 4, а построено r (действительная 

часть инкремента  , который является решением 

уравнения (5.11)) при значении амплитуды 3A  

для вязкого и невязкого случая, а на рис. 4, b – для 

малой вязкости и нулевой вязкости. Из последнего 

рисунка видно, что для малой вязкости действи-

тельная часть инкремента все же отлична от нуля, 

что и обеспечивает отличие от случая нулевой вяз-

кости. 
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Рис. 3. Область неустойчивости для предельно 

малой (сплошная линия) и нулевой вязкости 

(штриховая): 2m , 0.57 
i , 0.43 

e  
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6. Заключение 

В данной работе рассматривалась модельная 

задача, в которой изучалось поведение цилиндри-

ческой капли, окруженной другой жидкостью 

между двумя параллельными плоскостями. На по-

верхности раздела учитывался тонкий вязкий по-

граничный слой. Краевой угол постоянный; линия 

контакта свободно скользит по поверхности под-

ложки.  

Рассмотрены собственные колебания капли. 

Полученные частоты собственных колебаний сов-

падают с частотами цилиндрического жидкого 

столба [10, 19, 21]. В первом порядке разложения 

найдена поправка к частоте, которая вызвана дис-

сипацией энергии в вязком пограничном слое. 

Исследована устойчивость вынужденных коле-

баний по отношению к малым возмущениям. Па-

раметрический резонанс наступал при выполнении 

условия синхронизма: частота вибраций равняется 

сумме частот двух соседних мод собственных ко-

лебаний. Найдено выражение, описывающие резо-

нансные области. Показана, что малая вязкость 

приводит к появлению порога амплитуды вибра-

ций и сдвигу области неустойчивости при сравне-

нии с нулевой вязкостью. В результате этого малая 

вязкость, как видно из рис. 2, приводит к дестаби-

лизации вынужденных колебаний. 

Область неустойчивости в предельно малой 

вязкости не совпадает с областью для невязкого 

случая (см. рис. 3). Подобный результат был также 

обнаружен и для сферической [4] и полусфериче-

ской капель [6].  

Исследована неустойчивость вынужденных ко-

лебаний капли по отношения к малым возмущени-

ям. При поперечных вибрациях, как и в первой ча-

сти, параметрическая неустойчивость возникала 

при выполнении условия синхронизма [10, 19]: 

 
, 1,




  
m k m l

. 

Напомним, что m  – азимутальное волновое число, 

k , l  – осевые волновые числа. В случае продоль-

ных вибраций параметрический резонанс возникал 

при условии равенства частоты вибраций сумме 

частот одной моды [18]: 

 
, ,

  
m k m l

. 

Для обоих случаев вибрационного воздействия 

найдены области неустойчивости. Показано, что 

учет вязкости, как и следовало ожидать, приводит 

к появлению конечного порога амплитуды вибра-

ций и сдвигу резонансной частоты. 
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