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Исследуется струя жидкости в трубе, заполненной газом. При этом используется одномерное 

приближение. В трубу через вход подается жидкость с заданной скоростью. Рассмотрены две 

ситуации: когда жидкость подаётся в виде непрерывной струи и когда струя жидкости на 

входе состоит из отдельных капелек. Для струи в виде капель учитывается влияние силы тя-

жести, для цельной же струи тяжестью пренебрегается. Скорость газа рядом со входом пола-

гается равной нулю. Жидкость и газ рассматриваются в несжимаемом приближении. На вы-

ходе из трубы задается давление. Исследованы ламинарный и турбулентный режимы тече-

ния. Труба наклонена под произвольным углом к горизонтали. Найдены аналитические ре-

шения для стационарных режимов течений. Для случая цельной струи решение получено в 

неявной форме. Для случая же струи в виде капель в ламинарном режиме течения решение 

имеет неявную форму, а в турбулентном – явную. Рассмотрены условия применимости ре-

шений. 
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A jet of liquid in a pipe filled with gas is investigated. A one-dimensional approximation is used. 

The liquid is fed into the pipe through the inlet at a given velocity. Two situations are considered: 

when the liquid is fed as a continuous jet and when the liquid jet at the inlet consists of individual 

droplets. For the jet in the form of drops, the effect of gravity is taken into account, while for the 

solid jet, gravity is neglected. The gas velocity near the inlet is assumed to be zero. The liquid and 

gas are considered in an incompressible approximation. The pressure at the outlet of the pipe is set. 

Laminar and turbulent flow regimes are investigated. The pipe is inclined at an arbitrary angle to the 

horizontal. Analytical solutions for stationary flow regimes have been found. For the case of the 

solid jet, the solution has been obtained in implicit form. For the case of the jet in the form of drops, 

the solution is implicit in the laminar flow regime and explicit in the turbulent flow regime. The 

conditions for the applicability of the solutions are considered. 
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1. Введение 

Изучение многофазных течений в трубах важно 

для таких областей промышленности, как ядерная 

энергетика, химическое производство и нефтегазо-

вая отрасль [1–3]. Существуют ядерные реакторы 

(ВВЭР), охлаждаемые водой, находящейся под вы-

соким давлением. При нормальной эксплуатации 

таких реакторов вода всё время находится в жид-

ком состоянии, но при аварийных ситуациях давле-

ние может понижаться, что приводит к вскипанию 

воды. Для расчёта охлаждения таких реакторов в 
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аварийных режимах и требуется создание числен-

ных кодов, рассчитывающих течения пароводяных 

смесей по трубам. Также существуют кипящие 

водо-водяные реакторы, в которых вода в ядре ре-

актора закипает и в них уже при нормальных усло-

виях существует две фазы. В нефтегазовой отрасли 

в добываемой нефти помимо самой нефти присут-

ствуют нефтяные газы, вода и твёрдые примеси. А 

так как нефть транспортируется по трубам, то в 

связи с этим требуется создание кодов, рассчитыва-

ющих течения многофазных сред по трубам. 

Для тестирования численных кодов, рассчиты-

вающих течения многофазных сред в трубах, не-

редко используют специальные упрощённые за-

дачи, которые имеют аналитическое решение. Од-

ной из таких задач является задача о водопровод-

ном кране, где жидкость, окружённая газом, течёт в 

виде струи внутри трубы. Эта задача была предло-

жена Рансомом [4]. В его подходе внешняя среда 

газ фактически заменяется постоянным давлением, 

а жидкость считается невязкой. В более строгом 

подходе аналитическое решение для этой задачи 

было найдено Цзоу и др. [5]. Они не вводили пред-

положения о постоянстве давления в газе. При этом 

было найдено точное стационарное течение в не-

вязком случае для двух ситуаций. Во-первых, было 

получено решение для несжимаемых жидкости и 

газа. Во-вторых, был изучен случай, когда давление 

жидкости и газа линейно зависит от плотности. 

Также было найдено нестационарное решение для 

несжимаемых жидкости и газа, но при искусствен-

ном предположении о неравенстве давления в жид-

кости и газе (локально). Эти решения использова-

лись для сравнения с численным методом, создан-

ным этими же авторами. К примеру, задача о кране 

исследовалась численно в работах [5, 6]. 

В данной работе рассматривается стационарная 

задача для двух несжимаемых жидкостей, но учи-

тывается трение между жидкостями. 

2. Постановка задачи 

Рассматривается круглая вертикальная труба, 

заполненная газом. В эту трубу сверху либо снизу 

подаётся жидкость в виде цельной струи, либо в 

виде струи, состоящей из капель. Для первой ситу-

ации жидкость и газ стратифицированы так, что 

жидкость находится в центре трубы, а газ – вблизи 

стенок трубы. Схематически эта ситуация показана 

на рис. 1. Слева изображён случай цельной струи, а 

справа – случай струи в виде капель. На входе за-

даны скорость и объемная доля жидкости. 𝑧-компо-

нента скорости жидкости на входе будет считаться 

положительной, т.е. жидкость втекает в трубу. Ско-

рость газа на входе считается равной нулю. На вы-

ходе зафиксировано давление. Жидкость и газ счи-

таются несжимаемыми. 

Для описания течения в трубах нередко исполь-

зуется одномерное приближение. Оно получается 

путём осреднения уравнений в поперечном направ-

лении. Подробнее данная процедура описана в 

[1, 7]. 

 

Рис. 1. Геометрия задачи 

Система уравнений в одномерном приближе-

нии, описывающая данную ситуацию, имеет вид: 

𝜕𝛼𝑔

𝜕𝑡
+

𝜕(𝛼𝑔𝑢𝑔)

𝜕𝑧
= 0, (1) 

𝜕𝛼𝑙

𝜕𝑡
+

𝜕(𝛼𝑙𝑢𝑙)

𝜕𝑧
= 0, (2) 

𝛼𝑔𝜌𝑔 (
𝜕𝑢𝑔

𝜕𝑡
+ 𝑢𝑔

𝜕𝑢𝑔

𝜕𝑧
) = −𝛼𝑔

𝜕𝑝

𝜕𝑧
− 𝑓𝑖 − 𝜇𝑔𝑢𝑔 +

                  +𝛼𝑔𝜌𝑔𝑔𝑧 , (3) 

𝛼𝑙𝜌𝑙 (
𝜕𝑢𝑙

𝜕𝑡
+ 𝑢𝑙

𝜕𝑢𝑙

𝜕𝑧
) = −𝛼𝑙

𝜕𝑝

𝜕𝑧
+ 𝑓𝑖 + 𝛼𝑙𝜌𝑙𝑔𝑧 , (4) 

𝛼𝑔 + 𝛼𝑙 = 1. (5) 

Здесь индексы “𝑔” и “𝑙” относятся к газовой и жид-

кой фазам соответственно, 𝛼 – объёмная доля, 𝑢 – 

скорость, 𝑝  – давление, 𝑡  – время, 𝑧  – простран-

ственная координата, 𝑔𝑧  – 𝑧 -компонента гравита-

ционного ускорения, 𝜇𝑔 – коэффициент трения газа 

о стенку, 𝑓𝑖  – межфазная сила трения, выражение 

для которой различно для цельной струи и струи, 

состоящей из капель, а также для ламинарного и 

турбулентного режимов течения. Конкретные вы-

ражения для силы межфазного трения будут рас-

смотрены ниже в соответствующих разделах. 

Система уравнений (1)–(5) должна быть допол-

нена следующими граничными условиями: 

𝑧 = 0:  𝑢𝑙 = 𝑈𝑙 > 0, 𝑢𝑔 = 0, 𝛼𝑔 = 𝛼𝑔
(0)

, 

                            𝛼𝑙 = 1 − 𝛼𝑔
(0)

, (6) 

𝑧 = 𝐿: 𝑝 = 𝑃. (7) 

В работе изучается стационарный случай, что 

означает равенство нулю всех временных произ-

водных. Тогда система уравнений (1)-(5) может 

быть переписана в виде: 
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𝑑(𝛼𝑔𝑢𝑔)

𝑑𝑧
= 0, (8) 

𝑑(𝛼𝑙𝑢𝑙)

𝑑𝑧
= 0, (9) 

𝜌𝑔𝑢𝑔
𝑑𝑢𝑔

𝑑𝑧
= −

𝑑𝑝

𝑑𝑧
−

𝑓𝑖

𝛼𝑔
−

𝜇𝑔

𝛼𝑔
𝑢𝑔 + 𝜌𝑔𝑔𝑧, (10) 

𝜌𝑙𝑢𝑙
𝑑𝑢𝑙

𝑑𝑧
= −

𝑑𝑝

𝑑𝑧
+

𝑓𝑖

𝛼𝑙
+ 𝜌𝑙𝑔𝑧, (11) 

𝛼𝑔 + 𝛼𝑙 = 1. (12) 

3. Цельная струя. Аналитические 

решения 

Для цельной струи закон для межфазного тре-

ния для ламинарного течения имеет следующий 

вид (см., например, [8]): 

𝑓𝑖 = 𝜇𝑖(𝑢𝑔 − 𝑢𝑙), (13) 

где 𝜇𝑖  – параметр, зависящий от диаметра трубы, 

вязкостей жидкости и газа, от диаметра струи. Для 

простоты будем считать его постоянным. Данный 

закон трения аналогичен закону трения для пори-

стой среды. 

Напомним, что ламинарные течения наблюда-

ются для чисел Рейнольдса меньше некоторого 

критического. В случае межфазного трения число 

Рейнольдса определяется через разность скоростей 

фаз. То есть для разности скоростей меньше неко-

торой критической (для трубы с фиксированным 

поперечным сечением) течение будет ламинарным. 

Для числа Рейнольдса больше некоторого критиче-

ского наблюдается турбулентное течение. 

В турбулентном случае будет использоваться 

закон для межфазного трения, рассмотренный в 

статье Хана и Гуо [8] (он почти совпадает с законом 

трения, предложенным Тайтелем и Дуклером 

[7, 9]): 

𝑓𝑖 = 𝜇𝑖|𝑢𝑔 − 𝑢𝑙|
1−𝛿

(𝑢𝑔 − 𝑢𝑙), (14) 

Этот закон записан в обозначениях, отличных от 

обозначений статьи Хана и Гуо [8]. Закон трения 

очень похож на закон трения Блазиуса [10, 11], по-

лученный для гладких труб для однофазной среды. 

Только у Блазиуса 𝛿 = 0.25  и коэффициент 𝜇
𝑖
 

имеет другой вид (так как Блазиус рассматривал од-

нофазную среду). При нахождении решения будет 

использоваться предположение, что коэффициент 

𝜇𝑖 постоянный, что является некоторым приближе-

нием (в реальности он зависит от диаметра струи). 

Для цельной струи будем пренебрегать силой 

тяжести, т.е. будем считать, что 𝑔𝑧 = 0. 

Как видно, уравнения (8), (9) имеют следующее 

решение: 

𝛼𝑔𝑢𝑔 = 𝐴𝑔, (15) 

𝛼𝑙𝑢𝑙 = 𝐴𝑙, (16) 

где 𝐴𝑔, 𝐴𝑙  – константы. Использование граничных 

условий (6) позволяет получить следующие значе-

ния для этих констант: 

𝐴𝑔 = 0, (17) 

𝐴𝑙 = 𝛼𝑙
(0)

𝑈𝑙 . (18) 

Подстановка полученных значений констант 

𝐴𝑔, 𝐴𝑙 в решения (15) и (16), а 𝛼𝑙 – в уравнение (12) 

даёт: 

𝑢𝑔 = 0, (19) 

𝛼𝑙 =
𝐴𝑙

𝑢𝑙
=

𝛼𝑙
(0)

𝑈𝑙

𝑢𝑙
, (20) 

𝛼𝑔 = 1 −
𝐴𝑙

𝑢𝑙
= 1 −

𝛼𝑙
(0)

𝑈𝑙

𝑢𝑙
. (21) 

Подставляя выражения (19)–(21) в уравнения 

(10), (11) и используя граничные условия (6), (7), 

можно получить решения для скорости и давления: 

𝑢𝑙𝑒𝑥𝑝 (
𝛼𝑙

(0)
𝑈𝑙

𝑢𝑙
) = 𝑈𝑙𝑒𝑥𝑝 (𝛼𝑙

(0)
−

𝜇𝑖𝑧

𝜌𝑙𝛼𝑙
(0)

𝑈𝑙

), (22) 

𝑝 = −𝜇𝑖 ∫
𝑢𝑙

2

𝑢𝑙−𝛼𝑙
(0)

𝑈𝑙

𝑑𝜉
𝐿

𝑧
+ 𝑃. (23) 

Заметим, что найденное решение корректно для 

объемных долей жидкой и газовой фаз, принадле-

жащих диапазонам  0 ≤ 𝛼𝑙 ≤ 1 и 0 ≤ 𝛼𝑔 ≤ 1. Для 

достаточно длинной трубы возможна ситуация, ко-

гда 𝛼𝑙 = 1 (и, соответственно, 𝛼𝑔 = 0) для некото-

рого значения 𝑧 = 𝑧∗ и при увеличении  𝑧: 𝛼𝑙 > 1. В 

данной точке происходит контакт жидкости со 

стенкой трубы. Это означает, что в этой точке кон-

такта и для 𝑧 > 𝑧∗ нужно решать задачу для жидко-

сти, полностью заполняющей трубу, и сшивать с 

предыдущим решением в точке первоначального 

контакта жидкости со стенкой трубы. Для 𝑧 = 𝑧∗ 

скорость жидкости будет равна 𝑢𝑙 = 𝛼𝑙
(0)

𝑈𝑙 , а для 

𝑧 < 𝑧∗: 𝑢𝑙 > 𝛼𝑙
(0)

𝑈𝑙. 

 

Рис. 2: Зависимость скорости жидкости 𝑢𝑙 

от координаты 𝑧 (монотонный режим). 

Зависимость скорости жидкости от 𝑧 для лами-

нарного режима течения показана на рис. 2. Для 

расчетов были использованы следующие значения 
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параметров: 𝜌𝑙 = 1000  кг/м3, 𝜇𝑖 = 1  кг/(м3с), 𝑈𝑙 =

10 м/с, 𝛼𝑙
(0)

= 0.8. Решение построено для  𝑧 ≤ 𝑧∗, 

где 𝑧∗ такое, что 𝛼𝑙 = 1 и 𝑢𝑙 = 𝛼𝑙
(0)

𝑈𝑙. 

Как видно из рис. 2, скорость с удалением от 

входа непрерывно убывает. Решение приводится до 

той точки, в которой первая жидкость касается 

стенки (и полностью вытесняет вторую жидкость). 

В этой точке производная от скорости становится 

бесконечной. 

Для турбулентного режима течения решение 

имеет вид: 

𝑢𝑔 = 0, (19) 

𝛼𝑙
(0)

2 − 𝛿
[(

𝑈𝑙

𝑢𝑙

)
2−𝛿

− 1] −
1

1 − 𝛿
[(

𝑈𝑙

𝑢𝑙

)
1−𝛿

− 1] = 

= −
𝜇̅𝑖

𝜌𝑙𝛼𝑙
(0)

𝑈𝑙
𝛿

𝑧, (22) 

𝛼𝑙 =
𝐴𝑙

𝑢𝑙
=

𝛼𝑙
(0)

𝑈𝑙

𝑢𝑙
, (20) 

𝛼𝑔 = 1 −
𝐴𝑙

𝑢𝑙
= 1 −

𝛼𝑙
(0)

𝑈𝑙

𝑢𝑙
. (21) 

𝑝 = −𝜇̅𝑖 ∫
𝑢𝑙

3−𝛿

𝑢𝑙−𝛼𝑙
(0)

𝑈𝑙

𝑑𝜉
𝐿

𝑧
+ 𝑃. (23) 

Зависимость скорости жидкости от 𝑧  турбу-

лентного режима течения показана на рис. 3. Для 

расчетов были использованы следующие значения 

параметров: 𝜌𝑙 = 1000  кг/м3, 𝜇𝑖 = 1 , 𝑈𝑙 = 10  м/с, 

𝛼𝑙
(0)

= 0.8. Решение построено для  𝑧 ≤ 𝑧∗ , где 𝑧∗ 

такое, что 𝛼𝑙 = 1 и 𝑢𝑙 = 𝛼𝑙
(0)

𝑈𝑙. 

Как видно, рис. 3 качественно похож на рис. 2. 

Решение также приводится до той точки, в которой 

первая жидкость касается стенки (и полностью вы-

тесняет вторую жидкость), и производная от скоро-

сти также обращается в бесконечность. 

 

Рис. 3: Зависимость скорости жидкости 𝑢𝑙 

от координаты 𝑧 (турбулентный режим). 

Обратим внимание, что при 𝜇𝑖=0 и 𝜇̅𝑖 для обоих 

случаев получается тривиальное решение: 

𝑢𝑔 = 0,  

𝑢𝑙 =  𝑈𝑙 ,  

𝑝 = 𝑃,  

𝛼𝑙 = 𝛼𝑙
(0)

,  

𝛼𝑔 = 1 − 𝛼𝑙
(0)

,  

показывающее, что в предельном случае нулевой 

вязкости полученные решения сходятся к правиль-

ному пределу. 

4. Струя в виде капель. 

Аналитические решения 

Для капельной струи закон межфазного трения 

в ламинарном случае будет рассмотрен в том же 

виде, что и в статье [12] (с точностью до обозначе-

ний): 

𝑓𝑖 = 𝐶𝛼𝑔𝛼𝑙(𝑢𝑔 − 𝑢𝑙), (24) 

где 𝐶 – некоторая положительная константа. 

Для турбулентного же случая будем использо-

вать закон межфазного трения в том же виде, что и 

в статье [13] (с точностью до обозначений): 

𝑓𝑖 = 𝐶𝛼𝑔𝛼𝑙|𝑢𝑔 − 𝑢𝑙|(𝑢𝑔 − 𝑢𝑙), (25) 

где 𝐶 – некоторая положительная константа. 

Рассмотренная выше система уравнений (8)-(12) 

и граничных условий (6), (7) для ламинарного ре-

жима течения имеет следующее аналитическое ре-

шение: 

𝑢𝑔 = 0, (26) 

𝑒𝑥𝑝 (
𝑢𝑙

𝐵
) |𝑢𝑙 − 𝐵| = 

= |𝑈𝑙 − 𝐵|𝑒𝑥𝑝 {
1

𝐵
(𝑈𝑙 −

𝐶𝑧

𝜌𝑙
)}, (27) 

𝑝 = (𝐶𝛼𝑙
(0)

𝑈𝑙 + 𝜌𝑔𝑔𝑧)(𝑧 − 𝐿) + 𝑃, (28) 

𝛼𝑙 =
𝛼𝑙

(0)
𝑈𝑙

𝑢𝑙
, (29) 

𝛼𝑔 = 1 −
𝛼𝑙

(0)
𝑈𝑙

𝑢𝑙
, (30) 

где 

𝐵 =
(𝜌𝑙−𝜌𝑔)𝑔𝑧

𝐶
. (31) 

Как и в предыдущем случае, это решение кор-

ректно для объемных долей жидкой и газовой фаз, 

находящихся в диапазонах 0 ≤ 𝛼𝑙 ≤ 1  и 0 ≤ 𝛼𝑔 ≤

1  (при этом 𝑢𝑙 > 𝛼𝑙
(0)

𝑈𝑙). 

Заметим, что для случая, когда струя направ-

лена вниз (𝑔𝑧 > 0), при 𝑈𝑙 = 𝐵, скорости и объем-

ная доли постоянны вдоль 𝑧: 𝑢𝑙 = 𝐵, 𝑢𝑔 = 0, 𝛼𝑙 =

𝛼𝑙
(0)

, 𝛼𝑔1 − 𝛼𝑔
(0)

. Это также означает, что для 𝑔𝑧 >

0 существуют три качественно разных случая: 𝑈𝑙 <
𝐵 , 𝑈𝑙 = 𝐵, 𝑈𝑙 > 𝐵. 

Зависимость скорости жидкости от 𝑧  показана 

на рис. 4, 5. Для этих расчетов были использованы 
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следующие значения параметров: 𝜌𝑙 = 1000 кг/м3, 

𝜌𝑔 = 1.2041  кг/м3, 𝐶 = 500  кг/(м3с), 𝛼𝑙
(0)

= 0.8 , 

𝑔𝑧 = 9.8 м/с2 (направление движения струи верти-

кально вниз), 𝑈𝑙 = 10 м с⁄  м/с – для рис. 3 и 𝑈𝑙 =
30 м с⁄  – для рис. 4. Для этих значений параметров 

𝐵 ≈ 19.58, т.е. 𝑈𝑙 < 𝐵 – для рис. 4 и 𝑈𝑙 > 𝐵 – для 

рис. 5. 

 

Рис. 4. Зависимость скорости жидкости 𝒖𝒍 

от координаты 𝒛 при 𝒈𝒛 > 𝟎 (𝑼𝒍 < 𝑩) 

 

Рис. 5. Зависимость скорости жидкости 𝑢𝑙 

от координаты 𝑧 при 𝑔𝑧 > 0 (𝑈𝑙 > 𝐵) 

Как видно, для 𝑈𝑙 = 10 м с⁄ < 𝐵 скорость жид-

кости с увеличением координаты растет и посте-

пенно выходит на стационар (𝑢𝑙 → 𝐵). Для случая 

же 𝑈𝑙 = 30 м с⁄ > 𝐵 скорость жидкости с увеличе-

нием координаты уменьшается и также постепенно 

выходит на стационар (𝑢𝑙 → 𝐵). 

Для противоположного направления движения 

струи для скорости жидкости на входе 𝑈𝑙 = 10 м с⁄  

(вертикально вверх,  𝑔𝑧 = −9.8 м/с2) решение пред-

ставлено на рис. 6. 

Заметим, что коэффициент 𝐵 (формула (31)) не 

изменится, если мы поменяем местами индексы 𝑙 и 

𝑔 и одновременно изменим знак 𝑔𝑧. В этом случае 

выход на стационар будет наблюдаться для трубы, 

направленной вверх, а значение предельной скоро-

сти не изменится. Это соответствует ситуации, ко-

гда мы в трубу, заполненную водой, запускаем газ 

в виде пузырей. Подобное в практических приложе-

ниях наблюдается, например, при флотации. 

 

Рис. 6. Зависимость скорости жидкости 𝒖𝒍 

от координаты 𝒛 при 𝒈𝒛 < 𝟎 

Теперь рассмотрим предельный случай 𝐶 → 0, 

что соответствует отсутствию силы межфазного 

трения. В этом случае решение имеет вид 

𝑢𝑔 = 0, (32) 

𝑢𝑙 = √𝑈𝑙
2 + 2 (1 −

𝜌𝑔

𝜌𝑙
) 𝑔𝑧𝑧, (33) 

𝑝 = 𝜌𝑔𝑔𝑧(𝑧 − 𝐿) + 𝑃, (34) 

𝛼𝑙 =
𝛼𝑙

(0)
𝑈𝑙

𝑢𝑙
, (35) 

𝛼𝑔 = 1 −
𝛼𝑙

(0)
𝑈𝑙

𝑢𝑙
. (36) 

Это решение совпадает со стационарным реше-

нием для несжимаемой невязкой жидкости, полу-

ченным Цзоу и др. [5], что говорит о согласованно-

сти полученного решения с известными решениями. 

Отметим, что в отличие от вязкого случая для дан-

ного решения отсутствует выход на стационар. 

Для турбулентного режима течения аналитиче-

ское решение имеет вид: 

𝑢𝑔 = 0, (37) 

𝑢𝑙 = √(𝑈𝑙
2 − 𝐵)𝑒𝑥𝑝 (−

2𝐶𝑧

𝜌𝑙
) + 𝐵, (38) 

𝑝 =
𝛼𝑙

(0)
𝜌𝑙𝑈𝑙

2
{[√𝐵𝑙𝑛 (

𝐹(𝑧)+√𝐵

𝐹(𝐿)+√𝐵
) −

−√𝐵𝑙𝑛 (
𝐹(𝑧)−√𝐵

𝐹(𝐿)−√𝐵
) + 2[𝐹(𝐿) − 𝐹(𝑧)]}+ 

+𝜌𝑔𝑔𝑧(𝑧 − 𝐿) + 𝑃, (39) 

𝛼𝑙 =
𝛼𝑙

(0)
𝑈𝑙

√(𝑈𝑙
2−𝐵)𝑒𝑥𝑝(−

2𝐶𝑧

𝜌𝑙
)+𝐵

, (40) 
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𝛼𝑔 = 1 −
𝛼𝑙

(0)
𝑈𝑙

√(𝑈𝑙
2−𝐵)𝑒𝑥𝑝(−

2𝐶𝑧

𝜌𝑙
)+𝐵

, (41) 

где 

𝐵 =
(𝜌𝑙−𝜌𝑔)𝑔𝑧

𝐶
,  (42) 

𝐹(𝑧) = √(𝑈𝑙
2 − 𝐵)𝑒𝑥𝑝 (−

2𝐶𝑧

𝜌𝑙
) + 𝐵. 

Как и в предыдущих двух случаях, решение кор-

ректно только при 0 ≤ 𝛼𝑙 ≤ 1  и 0 ≤ 𝛼𝑔 ≤ 1  

(𝑢𝑙 > 𝛼𝑙
(0)

𝑈𝑙). 

Подобно предыдущему случаю для струи, 

направленной вниз (𝑔𝑧 > 0), существует особое ре-

шение, а именно, при 𝑈𝑙 = √𝐵 скорости и объемная 

доли постоянны вдоль 𝑧 : 𝑢𝑙 = √𝐵 , 𝑢𝑔 = 0 , 𝛼𝑙 =

𝛼𝑙
(0)

, 𝛼𝑔1 − 𝛼𝑔
(0)

. При этом также существуют три 

качественно разных случая: 𝑈𝑙 < √𝐵 , 𝑈𝑙 = √𝐵 , 

𝑈𝑙 > √𝐵. 

Зависимости скорости и объёмной доли жидко-

сти от 𝑧  для 𝑈𝑙 < √𝐵  показаны на рис. 7, 8. Для 

этого случая были использованы следующие значе-

ния параметров: 𝜌𝑙 = 1000  кг/м3, 𝜌𝑔 = 1.2041 

  

Рис. 7. Зависимость скорости жидкости 

𝑢𝑙 от координаты 𝑧 при 𝑔𝑧 > 0 (𝑈𝑙 < √𝐵) 

Рис. 8. Зависимость объёмной доли жидкости 

𝜶𝒍 от координаты 𝒛 при 𝒈𝒛 > 𝟎 (𝑼𝒍 < √𝑩) 

  
Рис. 9. Зависимость скорости жидкости 𝒖𝒍 от 

координаты 𝒛 при 𝒈𝒛 > 𝟎 (𝑼𝒍 > √𝑩) 

Рис. 10. Зависимость объёмной доли жидкости 

𝜶𝒍 от координаты 𝒛 при 𝒈𝒛 > 𝟎 (𝑼𝒍 > √𝑩) 

  
Рис. 11. Зависимость скорости жидкости 𝒖𝒍 от 

координаты 𝒛 при 𝒈𝒛 < 𝟎 

Рис. 12. Зависимость объёмной доли жидкости 

𝜶𝒍 от координаты 𝒛 при 𝒈𝒛 < 𝟎 
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кг/м3, 𝐶̅ направлена вниз). Для этих значений пара-

метров √𝐵 ≈ 13.99. 

На рис. 9, 10 приведён случай: 𝑈𝑙 > √𝐵 . При 

этом 𝑈𝑙 = 15 м/с, остальные значения параметров 

те же, что на рис. 7, 8. 

Как видно из рис. 7, 8, при 𝑈𝑙 < √𝐵 скорость с 

увеличением координаты растет и постепенно вы-

ходит на стационар (𝑢𝑙 → √𝐵). Объемная же доля 

убывает и также выходит на стационар.  

В случае же 𝑈𝑙 > √𝐵 (рис. 9, 10) все происходит 

наоборот. Скорость с увеличением координаты 

уменьшается и постепенно выходит на стационар 

(𝑢𝑙 → √𝐵 ), а объемная доля растет и постепенно 

выходит на стационар. 

На рис. 11, 12 представлен случай для обратного 

направления струи, 𝑔𝑧 = −9.8 м/с2. 

По аналогии с ламинарным случаем можно за-

метить, что коэффициент 𝐵 (формула (42)) не изме-

нится, если поменять местами индексы 𝑙 и 𝑔 и од-

новременно изменить знак 𝑔𝑧. Также, как и в лами-

нарном случае, выход на стационар будет наблю-

даться для трубы, направленной вверх, а значение 

предельной скорости не изменится. 

В невязком пределе (𝐶 → 0) полученное реше-

ние, как и должно быть, совпадает с решением для 

ламинарного случая (32)–(36). 

5. Заключение 

В рамках одномерного подхода и предположе-

ния о несжимаемости жидкостей получены новые 

аналитические решения для течения жидкости в 

виде цельной струи в трубе, заполненной газом, а 

также для случая, когда струя течёт в виде капель. 

Рассмотрены ламинарный и турбулентный режимы 

течения. Для случая цельной струи для ламинар-

ного и турбулентного режимов течения решение 

найдено в неявной форме. Для случая же струи в 

виде капель для ламинарного режима течения ре-

шение найдено в неявной форме, в то время как для 

турбулентного режима течения решение получено 

в явной форме.  В отличие от аналитического реше-

ния из статьи [5] расчёты проведены с учетом вяз-

кости, но в пренебрежении сжимаемостями жидко-

сти и газа. Также рассмотрены случаи, когда труба 

направлена вверх и вниз. Приводятся условия при-

менимости решений. Для трубы, направленной 

вниз, обнаружено явление выхода течения на ста-

ционар (в случае достаточно длинной трубы), что 

не наблюдается для невязкой жидкости. Получен-

ные точные решения могут быть использованы для 

тестирования численных алгоритмов, предназна-

ченных для расчёта двухфазных течений в трубах. 

Работа выполнена при финансовой поддержке 

Министерства науки и высшего образования Рос-

сийской Федерации (тема № 121031700169-1). 
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