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На основе маломодовой модели электроконвекции исследована неустойчивость слабопро-

водящей жидкости в переменном электрическом поле горизонтального конденсатора при 

нагреве снизу. Рассматривается случай, когда основным механизмом зарядообразования яв-

ляется электрокондуктивный механизм, связанный с зависимостью электропроводности 

жидкости от температуры. Моделирование проведено с учетом конечного времени релакса-

ции заряда для набора параметров задачи, соответствующих реальным жидкостям, исполь-

зуемым в электротехнике, например, для трансформаторного или конденсаторного масел. 

Установлено, что во всей области параметров неустойчивость наступает колебательным об-

разом. На основе быстрого преобразования Фурье проведена классификация синхронных 

возмущений. На плоскости «электрический параметр – период внешнего поля» построена 

карта режимов периодических колебаний. Исследована зависимость интенсивности течений 

от амплитуды модуляции. Обнаружены области конкуренции различных типов возмущений 

с разными теплопотоками. 
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Instability of a poorly conducting is investigated. Fluid is placed in alternating electric field of a 

horizontal capacitor heating from below. Low-mode electroconvection model is used. We consider 

the situation, when electroconductive mechanism makes the main contribution. Electroconductive 

charge formation mechanism associates with the dependence of the electrical conductivity on the 

fluid temperature. The simulation is carried out, taking into account a finite charge relaxation time, 

for a set of problem parameters corresponding to real fluids used in electrical engineering, e.g. ca-

pacitor or transformer oils. It has been found that perturbations grow in an oscillatory manner over 

the entire range of parameters. The synchronous disturbances are classified using fast Fourier trans-

form. The map of periodic oscillation modes has been obtained in the parameter plane “the electric 

parameter – the period of the external field”. The dependence of the flow intensity on the modula-
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tion amplitude is investigated. The competition regions of perturbations different types with vari-

ous heat flows are detected. 
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1. Введение 

Известно, что переменное электрическое поле в 

зависимости от амплитуды и частоты может вы-

звать в электрогидродинамических системах коле-

бательные и хаотические режимы движения [1–5]. 

Поведение жидкостей в электрическом поле силь-

но зависит от условий эксперимента, при которых 

главным источником заряда может выступать ин-

жекционный, диэлектрофоретический или элект-

рокондуктивный механизмы или их комбинация 

[6–8]. В настоящей работе исследуется случай, ко-

гда основным механизмом образования зарядов 

выступает электрокондуктивный механизм, свя-

занный с зависимостью электропроводности среды 

от температуры [9–11]. Такая ситуация имеет ме-

сто при рассмотрении слабопроводящих жидко-

стей, таких как конденсаторное и трансформатор-

ное масла. 

Переменные воздействия (тепловые или элек-

тромагнитные) могут существенно изменить поро-

ги конвективной неустойчивости [12], повлиять на 

свойства нелинейных течений [13], обеспечить 

эффективный способ управления массо- и тепло-

переносом в различных технологических ситуаци-

ях. Зависимые от амплитуды и частоты перемен-

ные электрические поля представляют собой 

важный и удобный способ воздействия на свойства 

течений. Так, варьируя амплитуду и частоту внеш-

него поля, можно изменить характер течения. 

2. Постановка задачи 

x
0

z

h

T(0) =  U cos (t)

T(h) =  h0

E g

 

Рис. 1. Горизонтальный слой слабопроводя-

щей жидкости. Геометрия задачи и система 

координат 

 

Исследуется горизонтальный слой неоднородно 

нагретой вязкой несжимаемой слабопроводящей 

жидкости, находящейся в переменном вертикаль-

ном электрическом поле конденсатора напряжен-

ностью Е и поле силы тяжести g (рис. 1).  

На идеально тепло– и электропроводных пла-

стинах конденсатора, расположенных при z = 0, h 

(h  толщина слоя), выполняются условия для ско-

рости, температуры и потенциала:  

0z  :  0V ,  T   ,  cos 2U t  , 

z h :  0V ,  0T  ,   0  , 

где   – разница температур между обкладками, U, 

   – амплитуда и частота поля соответственно. 

Рассматривается ситуация, когда основной 

вклад в образование заряда вносит электрокондук-

тивный механизм, связанный с зависимостью 

электропроводности среды от температуры 

 0 1 T    , где 
0  – электропроводность при 

некотором среднем значении T , от которого от-

считывается температура, а    01 T       – 

температурный коэффициент электропроводности. 

Введя безразмерные масштабы времени 
2

0 /h  , расстояния h , скорости h , температу-

ры  , плотности заряда 2/U h , потенциала U , 

поля /U h  и давления 2/ h , где 
0  – плотность 

жидкости при температуре T ,  – коэффициент 

динамической вязкости,   – коэффициент темпе-

ратуропроводности,   – диэлектрическая прони-

цаемость жидкости, систему уравнений электроко-

нвекции слабопроводящей жидкости с учётом 

равновесного решения в безразмерной форме 

можно записать в виде [11]: 

 

 e

1

Pr

Ra Ra coscos 2 ,

t

p T t 


  



    

V
V V

V γ γ

 

 Pr
T

T T
t


   


V , 

div 0V ,                                                            (1) 

   e e
e e e

Pr
Pr cos 2 0

Pr

T
t

t z


  

 
    

 
V , 

с граничными условиями: 

0z  :  0V ,  1T  ,  cos 2 t  , 

z h :  0V ,  0T  ,   0  . 
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Здесь  , ,u v wV , p, T – поля скорости, давления 

и температуры, 
e  – плотность свободных заря-

дов, γ  – единичный вектор, направленный вверх 

 0,0,1γ ,  0Pr    – число Прандтля, 

 3

0Ra g h     – тепловое число Рэлея, 

 2Ra U      – электрический аналог числа 

Рэлея,  2

e 0 0Pr h    – электрическое число 

Прандтля. 

Для решения системы (1) применялся метод 

Галеркина. Аппроксимировались поля функции 

тока ( w x   , u z   ), температуры и 

плотности заряда: 

 1 2( )sin ( )sin2 sinA t z A t z kx     , 

 1 2( )sin ( )sin 2 cos

( )sin 2 ,

B t z B t z kx

C t z

   



  


 

 1 2( )cos ( )cos2 cos

( )cos2 ,

e D t z D t z kx

E t z

   



  


 

где k   волновое число, 
1A , 

2A , 
1B , 

2B , 
1D , 

2D , 

E , C  – амплитуды различных пространственных 

мод. 

После процедуры ортогонализации и перемас-

штабирования переменных была получена система 

из восьми нелинейных обыкновенных дифферен-

циальных уравнений: 

 Pr r e cos2X X Y T t     , 

Y Y X XZ     

bZ Z XY    

dW W V    

  Pr d r e cos2 dV V W S t      (2) 

g g cos2S S XU Y t     , 

g g cos2T T W t    , 

g 2g cos2U U XS Z t     , 

где X, V, – амплитуды пространственных гармоник 

функции тока, Y, Z, W – температуры, S, T, U – 

плотности заряда. 

В системе (2) использованы следующие обо-

значения: 

0

Ra
r =

Ra
,   

0

σRa
e =
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,  
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0 2
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k
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
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
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1

k

k





,   

2 2

e

Pr
g

(1 )Prk



, 

где 
0Ra ,

σ0Ra  – критические числа, при которых 

начинается соответственно термогравитационная 

или электрокондуктивная конвекция. 

Для решения системы (2) использовался чис-

ленный метод Рунге-Кутта четвертого порядка 

точности. Для интегрирования уравнений в каче-

стве начальных условий брались малые возмуще-

ния, также применялся метод продолжения по па-

раметру. Интенсивность течений описывалась с 

помощью среднего по времени безразмерного теп-

лопотока, приходящегося на единицу поверхности 

конденсатора (числа Нуссельта), который вводился 

следующим образом: 

 
0

1
Nu 1 2

endt

end

Z t dt
t

   . 

Интегрирование проводилось по временному ин-

тервалу, соответствующему не менее ста периодам 

внешнего поля. 

3. Результаты 

В данной работе рассматривается случай подо-

грева снизу r = 0.8, численное моделирование про-

водилось при параметрах Pr = 400, 
ePr 30 , 

k = 0.933 [14]. 

В рамках конвективного движения слабопрово-

дящей жидкости выделяется три типа синхронных 

колебаний, которые можно классифицировать по 

спектральному составу отклика динамической си-

стемы [5]. В работе анализируются Фурье-спектры 

временной эволюции сигнала для амплитуды Х. 

Первый тип колебаний содержит в спектре только 

нечетные гармоники внешней частоты. Второй 

класс возмущений характеризуется наличием пи-

ков, соответствующих четным комбинациям ча-

стоты внешнего воздействия. Третий тип колеба-

тельных движений является нелинейной 

комбинацией предыдущих двух, спектральный со-

став таких колебаний включает в себя как четные, 

так и нечетные гармоники частоты внешнего поля. 

На плоскости «период внешнего поля 1   – 

электрический параметр е» построена карта режи-

мов электроконвективных синхронных колебаний 

(рис. 2). В области равновесия все возмущения за-

тухают (рис. 2, область IV), и тепло передается 

теплопроводным механизмом, а число Нуссельта 

равняется единице ( Nu 1 ).  

Во всей области параметров неустойчивость 

наступает колебательным образом с возникнове-

нием синхронных режимов второго типа (рис. 2, 

область II). При увеличении электрического числа 

сменяется тип синхронных колебаний: наступают 

возмущения третьего типа (рис. 2, область III). С 

дальнейшим ростом амплитуды внешнего поля ре-
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ализуются колебания первого типа (рис. 2, 

область I). Отметим, что на отрезке по обратной 

частоте внешнего поля 1 1 1.29    были найде-

ны хаотические возмущения. В силу того, что эти 

колебания реализуются в узком интервале по е, на 

рис. 2 они не обозначены. 
 

1 1.4 1.8 2.2 2.6 31/

0

100

200

300

400

500

600

e

II

IV

III
I

I+III

I

 

Рис. 2. Карта синхронных режимов на плос-

кости «период колебаний поля 1/ν – электри-

ческий параметр e»; области, разделенные 

сплошными линиями, соотносятся с синхрон-

ными режимами первого типа (I), второго 

типа (II), третьего типа (III), равновесием 

(IV). Штриховка выделяет области гистере-

зиса. Пунктирная линия соответствует зна-

чению частоты ν = 0.37 (1/ν = 2.7) 

30 50 70 90e
1

1.4

1.8

2.2

2.6

3

Nu

e = 38

A

e = 50

B

F C

D

e = 85
E

 

Рис. 3. График зависимости безразмерного 

теплопотока Nu от электрического пара-

метра е для частоты внешнего поля ν = 0.37 

(1/ν = 2.7, сечение 1 на рис. 2): пунктирными 

линиями со стрелками обозначена область 

гистерезиса 

При уменьшении электрического параметра е 

обнаружено явление гистерезиса (рис. 2, штрихо-

ванные области). В зависимости от начальных 

условий реализуются колебания различных типов 

Рассмотрим подробно поведение системы при 

частоте внешнего поля 0.37  (1 2.7 , пунк-

тирная линия на рис. 2). На рис. 3 приведена зави-

симость безразмерного теплопотока (числа Нус-

сельта) Nu от электрического параметра е при 

0.37 . Когда Nu 1 , все возмущения затухают, 

система находится в равновесии. Рост теплопотока 

( Nu 1 ) говорит о возникновении электроконвек-

ции. Для частоты 0.37  неустойчивость рожда-

ется при e 34.8  (рис. 3, точка А). Появляется 

синхронный колебательный режим второго класса 

(рис. 3, участок АВ). Спектр Фурье таких возму-

щений представлен на рис.4 а (присутствуют толь-

ко четные гармоники внешней частоты 2m m  , 

0,1,2...m  ). 
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0.05

0.10

X

 

0 
 

а) 
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б) 
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

 

 
в) 

Рис. 4. Спектры Фурье отклика системы для 

амплитуды Х при ν = 0.37 (1/ν = 2.7): а – 

е = 38; б –е = 50; в – е = 85 
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При достижении электрическим параметром 

значения e 40.5  происходит смена колебательно-

го режима (рис. 3, точка В). Возникают возмуще-

ния третьего типа (рис. 3, участок ВС), Фурье-

спектр которых представлен на рис. 4, б (появля-

ются нечетные пики, и присутствует полный набор 

частот 
m m  , m = 0, 1, 2…) 

200 300 400 500 600e
1

1.4

1.8

2.2

2.6

3

Nu

A
B C

D

E

F

G

 

а) 

514 518 522 526e
1.55

1.6

1.65

1.7

1.75

Nu

D

EH
I

e = 519
e = 524

 

б) 

Рис. 5. Зависимость безразмерного теплопо-

тока Nu от электрического параметра е для 

частоты внешнего поля ν = 1 (1 ν=1 , ось 

ординат на рис. 2): а – в широком диапазоне 

параметра e; б – увеличенный масштаб об-

ласти, обведенной окружностью, на рис. 5, а. 

Пунктирными линиями со стрелками обозна-

чены области гистерезиса 

С дальнейшим ростом амплитуды электриче-

ского поля вновь происходит смена режима при 

e 80.3  (рис. 3, точка D). Теперь синхронные ко-

лебания относятся к первому классу (рис. 3, уча-

сток правее точки D), их спектральный состав при-

веден на рис. 4, в (исчезают четные пики, 

присутствуют только нечетные гармоники внеш-

ней частоты  2 1m m   , m = 0, 1, 2…). 

При уменьшении электрического параметра е 

наблюдается явление гистерезиса (рис. 3, участок 

CDEF). В зависимости от начальных условий мо-

жет реализоваться режим с большим (первый тип 

колебаний) или меньшим (третий тип колебаний) 

теплопотоком. Одновременное сосуществование 

двух классов возмущений обнаружено в интервале 

по электрическому параметру 59.3 e 80.3   (со-

ответствует горизонтальной штриховке на рис. 2). 

При частоте внешнего воздействия 1   

(1 1  , ось ординат на рис. 2) поведение системы 

становится сложнее. Зависимость числа Нуссельта 

от электрического параметра для частоты 1   

представлена на рис. 5. Потеря устойчивости про-

исходит при e 202.2  с возникновением колеба-

тельных течений второго типа (рис. 5 а, точка А). 

С увеличением амплитуды внешнего поля рожда-

ются колебания третьего класса (рис. 5 а, точка В, 

e 222.5 ), которые в дальнейшем сменяются воз-

мущениями первого типа (рис. 5 а, точка С, 

e 287.8 ). Участок DE на рис. 5, а 

( 516.4 e 524.3  ) имеет сложную структуру, уве-

личенный масштаб этой области приведен на 

рис. 5, б. 

 
а) 

 
б) 

Рис. 6. Спектры Фурье отклика системы для 

амплитуды Х при ν = 1 (1 ν=1 ): а) – е = 519; 

б) –е = 524 
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При е = 516.4 (рис. 5, точка D) возникают коле-

бания третьего типа. С ростом параметра е проис-

ходит резкое увеличение теплопотока приблизи-

тельно на 8%, после чего, начиная с е = 518.0 

(рис. 5, б, точка H) появляются квазипериодиче-

ские колебания. Спектр Фурье этих возмущений 

содержит набор близко расположенных частот 

(рис. 6, а), но является дискретным. При дальней-

шем увеличении амплитуды электрического поля 

появляются хаотические колебания, характеризу-

ющиеся сплошным Фурье-спектром (рис. 6, б). Та-

ким образом, в системе реализуется сценарий пе-

рехода к хаосу через квазипериодичность [15]. 

Отметим, что в предыдущих исследованиях 

электроконвекции слабопроводящей жидкости при 

подогреве снизу [5] квазипериодические возмуще-

ния обнаружены не были, а переход к хаосу осу-

ществлялся по сценарию Фейгенбаума [15]. 

Уменьшение безразмерного параметра е так же, 

как и при других частотах, сопровождается явле-

нием гистерезиса (рис. 5, а, участок CDEFG, 

289.5 e 524.3  ). Состояние на верхней ветви со-

ответствует синхронному режиму первого класса. 

Таким образом, синхронные колебания первого 

класса конкурируют с несколькими типами воз-

мущений: 

1) периодическими колебаниями третьего клас-

са (отвечает горизонтальной штриховке на 

рис. 2); 

2) периодическими колебаниями первого клас-

са с меньшей величиной теплопотока (соотно-

сится с точечной штриховкой на рис. 2); 

3) квазипериодическими колебаниями; 

4) хаотическими колебаниями. 

На рис. 5, б также присутствует область гисте-

резиса (обозначена пунктирными линиями со 

стрелками). На верхней ветви реализуются перио-

дические колебания третьего класса. 

4. Заключение 

В рамках маломодовой модели электроконвек-

ции исследовано движение слабопроводящей жид-

кости в переменном электрическом поле горизон-

тального конденсатора. Основным механизмом 

зарядообразования является электрокондуктивный 

механизм. На плоскости «период колебаний поля – 

электрический параметр» построена карта режи-

мов. Найдены области существования различных 

типов регулярных и хаотических колебаний. Для 

двух частот внешнего поля были рассмотрены за-

висимости интенсивности колебаний от амплитуды 

внешнего воздействия. С помощью быстрого пре-

образования Фурье проведена классификация ко-

лебательных режимов. Обнаружены области ги-

стерезиса, где конкурируют различные типы 

возмущений с большим и меньшим тепло-

потоками. 
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