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Предложен метод разграничения в пространстве параметров областей существования периодиче-

ских, квазипериодических и хаотических решений динамических систем, основанный на анализе 

выборки времен прохождения фазовой точки от предыдущего пересечения плоскости Пуанкаре до 

последующего (или от одного локального максимума до последующего). Построен алгоритм фор-

мирования выборки времен возвращения с последующим анализом гистограммы полученной вы-

борки. Простая мера наполнения гистограммы позволяет разделить периодические и хаотические 

режимы, а также оценить степень хаотичности промежуточных режимов. На простых модельных 

сигналах показано, что распределение времен возвращения дает информацию, не содержащуюся в 

спектральных плотностях сигнала. Затем на примере классической системы Лоренца показано, как 

простая мера наполнения гистограммы времен возвращения позволяет получить наглядную карту 

режимов. Проведен сравнительный анализ спектральной плотности мощности и гистограмм времен 

возвращения для различных режимов, реализующихся в системе Лоренца при различных значениях 

управляющего параметра (числа Релея).  
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We propose a method of delimiting the existence domains of periodic, quasi-periodic and chaotic 

solutions of dynamical systems in the parameter space. The method is based on an analysis of the 

sampling of the times of passing a phase point from the previous intersection of the Poincaré plane 

to the next one (or from one local maximum to the next). An algorithm for generating a sample of 

recurrence times with subsequent analysis of the histogram of the obtained sample is constructed. A 

simple measure of histogram filling allows us to separate periodic and chaotic modes, as well as to 

estimate the degree of chaoticity of intermediate modes. On simple model signals it is shown that 

the distribution of recurrence times gives information not contained in the spectral densities of the 

signal. Then, on the example of the classical Lorentz system, it is shown how a simple measure of 

filling the histogram of recurrence times allows us to obtain a visual map of modes. The paper pre-

sents the results of a comparative analysis of power spectral density and histograms of recurrence 

times for different modes realized in the Lorentz system at different values of the control parameter 

(Rayleigh number).  
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1. Введение 

Вопрос однозначного разделения периодиче-

ских и хаотических режимов в различных нелиней-

ных системах на практике часто оказывается далеко 

не тривиальным, причем проблемы возникают как 

из-за структуры самого сигнала, так и в результате 

наложения шума различной природы. Даже ограни-

чиваясь сигналами, возникающими при решении 

динамических систем (систем ОДУ небольшой раз-

мерности), для которых шум определяется точно-

стью интегрирования и на практике не учитыва-

ется, можно найти огромное число методов и 

алгоритмов, направленных на идентификацию 

и/или классификацию всего спектра возникающих 

периодических, квазипериодических и хаотических 

решений. При этом базовыми подходами для 

оценки сложности (complexity) возникающих реше-

ний являются подходы, основанные на оценках 

фрактальной размерности, показателей Ляпунова и 

информационной энтропии [1, 2]. Наиболее много-

численны методы, относящиеся к последнему под-

ходу, существенным преимуществом современных 

вариантов которых является как раз устойчивость к 

шуму, принципиальная при обработке реальных 

сигналов. Среди них можно отметить методы, осно-

ванные на понятии перестановочной энтропии 

(permutation entropy) [3]. Не претендуя на какой-

либо обзор существующей обширной литературы, 

отметим методический обзор [4] и сравнительный 

анализ информационных оценок в обзоре [5]. Вы-

бор конкретного метода оценки сложности наблю-

даемого режима определяется, прежде всего, це-

лями анализа, а также трудоемкостью и 

робастностью алгоритма. На практике важно и то, 

насколько понятен физический смысл вычисляе-

мого параметра. 

Описываемая в данной статье попытка добавить 

еще один метод оценки к имеющемуся множеству 

обусловлена двумя факторами. Во-первых, не пы-

таясь даже кратко охарактеризовать все используе-

мые методы, отметим тот факт, что ключевым мо-

ментом во многих из них является выбор 

временного масштаба (временной сдвиг при по-

строении фазового пространства при оценке раз-

мерности аттрактора по методу Таккенса [6], шаг 

выборки при оценке энтропии [5] или время за-

держки при построении перестановочных комбина-

ций в методе Бандта-Помпа [3]). Мы пытаемся по-

строить метод, основанный на статистике набора 

характерных времен, присущих самому решению, 

т. е. исключить необходимость выбора какого-либо 

характерного времени. Во-вторых, мы предлагаем 

метод, основанный на анализе конечного множе-

ства точек, являющихся характерными для самой 

системы, т. е. снижаем объем множества за счет 

того, что каждый его элемент уже характеризует от-

носительно большой интервал сигнала. 

При анализе поведения динамических систем 

широко используются различные способы сниже-

ния размерности анализируемых множеств. Идеи 

большинства подходов являются модификациями 

метода сечений Пуанкаре [7, 8], предложившего 

изучать не фазовые траектории в пространстве пе-

ременных, а только множество точек, образованное 

пересечениями фазовых траекторий с некоторой 

поверхностью. Так, вариантом метода Пуанкаре яв-

ляется и предложенный Лоренцем для анализа зна-

менитой системы, носящей его имя, метод отобра-

жения последовательности точек, определяющих 

локальные максимумы одной из переменных 

(𝑍max)𝑛+1 = 𝑓((𝑍max)𝑛). Именно анализ функции 𝑓 

(названной лямбда-функцией) позволил понять ме-

ханизм хаотизации решений знаменитого триплета 

Принципиальным шагом при анализе времен-

ного поведения возникающих в системе решений 

является переход к величинам, отображающим не 

топологию множества точек в пространстве, а свой-

ства множества неких характерных времен эволю-

ции системы. Поскольку аттрактор диссипативной 

системы сосредоточен в ограниченной области 

пространства, то можно говорить о «времени воз-

вращения», понимая под ним, например, время про-

хождения фазовой точки от предыдущего пересече-

ния плоскости Пуанкаре до последующего. Такой 

подход для анализа поведения системы Лоренца 

был предложен в работе [9] с целью выделения по-

следовательности повторяющихся фрагментов фа-

зовых траекторий и построения по ним прогности-

ческих моделей. 

В данной работе мы возвращаемся к анализу 

свойств множества времен возвращения, но с це-

лью разграничения в пространстве параметров об-

ластей существования различных периодических, 

квазипериодических и хаотических решений. Для 

начала мы проиллюстрируем на простых модель-

ных сигналах, что распределение времен возвраще-

ния дает информацию, не содержащуюся в спек-

тральных плотностях сигнала. Затем на примере все 

той же системы Лоренца покажем, как простая мера 

наполнения гистограммы времен возвращения поз-

воляет получить наглядную карту режимов. 

2. Метод 

Идея метода состоит в анализе всего набора ха-

рактерных времен рассматриваемой системы. Ат-

трактор диссипативной системы локализован в 

ограниченной области пространства и, если реше-

ние хаотическое, то фазовая траектория представ-

ляет собой запутанную, но не пересекающуюся с 

собой линию. Выделив в фазовом пространстве не-

кую поверхность, можно, следуя Пуанкаре, изучать 

последовательность точек пересечения (рис. 1, а). 
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Мы будем анализировать не последовательность 

точек, а интервалы времени, затраченные системой 

на прохождение от одной точки Пуанкаре до после-

дующей, которые будем называть «временем воз-

вращения». Статистический анализ выборки вре-

мен возвращения позволяет охарактеризовать 

режим решения. 

На практике, алгоритм анализа заключается в 

следующем. В исследуемом сигнале 𝑋(𝑡) выделя-

ются все локальные максимумы и фиксируются со-

ответствующие им моменты времени 𝑡𝑖 (см. 

рис. 1, б). Затем составляется полный набор времен 

возвращения 𝑇𝑖 = 𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1. 

a)  

б)  

Рис. 1. Метод анализа: а) – иллюстрация по-

следовательности точек пересечения, полу-

чаемая с помощью сечения Пуанкаре; б) –

определение времени возвращения по точ-

кам максимума 

Для анализа статистических свойств времен воз-

вращения системы используется метод гистограмм. 

Для их построения диапазон возможных значений 

времен возвращения [𝑇min, 𝑇max] разбивается на 

𝑁 равных интервалов: 

τ0 < τ1 < ⋯ < τ𝑁−2 < τ𝑁−1 

шириной δ = (𝑇max − 𝑇min)/𝑁.  Тогда 

τ𝑘 = 𝑇min(1 + δ𝑘), 𝑘 = 0. . 𝑁 − 1. 

Гистограммой будем называть набор значений {𝑛𝑘} 

𝑛𝑘 = ∑ 𝐼[τ𝑘−1,τk](𝑇𝑖)

𝑖

, 

где 𝐼 – индикаторная функция 

𝐼[τ𝑘−1,τk](𝑇𝑖) = {
1,       𝑇𝑖 ∈ [τ𝑘−1, τk],

0,       T𝑖 ∉ [τ𝑘−1, τk].
 

В качестве количественной величины, по значе-

нию которой можно будет судить о периодическом 

или хаотическом поведении системы, используется 

число ненулевых значений {𝑛𝑘} в полученной ги-

стограмме распределения 

𝑁𝑇 = N(𝑛𝑘|𝑛𝑘 ≠ 0). 

Поведение предлагаемой характеристики легко по-

нять на примере предельных случаев. Если сигнал 

представляет собой чисто периодическую функцию 

с одним максимумом в каждом периоде, то в гисто-

грамме времен возвращения будет заполнен только 

один интервал и 𝑁𝑇 = 1. В более сложных периоди-

ческих режимах в гистограмме присутствует не-

сколько заполненных ячеек. В хаотическом сигнале 

заполняется конечная полоса (не обязательно 

одна), и параметр 𝑁𝑇 растет по мере расширения за-

полненной области времен. 

Важным при построении такой меры является 

выбор ширины интервала δ в гистограмме. Зача-

стую при построении гистограмм для определения 

функции распределения какой-либо случайной ве-

личины ширину ячейки (или количество ячеек) ста-

раются подобрать таким образом, чтобы результи-

рующая гистограмма не содержала пробелов, но в 

то же время была представительна. Существуют 

различные оценки, позволяющие определить число 

интервалов по размеру выборки случайной вели-

чины. Отправной точкой для таких оценок обычно 

служит предположение о нормальном распределе-

нии случайной величины. В контексте статистики 

времен возвращения это предположение едва ли 

применимо. К тому же, при построении меры 𝑁𝑇 

наличие пустых ячеек необходимо. По этой при-

чине имеет смысл использовать достаточно малень-

кие δ (ограничение снизу при численных расчетах 

можно получить из частоты дискретизации сиг-

нала). Влияние ширины интервала на чувствитель-

ность меры 𝑁𝑇 будет продемонстрировано в даль-

нейшем. 

Стоит отметить, что идея использования выборки 

времен между соседними локальными экстрему-

мами использовалась в методе [10], предложенном 

для оценки времени запаздывания при построении 

модели на основе известного временного ряда. По 

сути, метод основан на том, чтобы найти наиболее 

вероятное время между экстремумами и использо-

вать его в качестве времени запаздывания в матема-

тической модели. Понятно, что метод работает хо-

рошо, если есть один доминирующий пик. Кроме 

того, поскольку метод нацелен на обработку реаль-

ных измеряемых сигналов, то на первый план вы-

ходит непростой для него вопрос об устойчивости 

алгоритма к шуму [11]. 

Отметим, что вопрос устойчивости к шуму 

предлагаемого метода (робастность) в этой работе 

не обсуждается. Его имеет смысл обсуждать при 

постановке конкретной задачи, так как возможные 

методы регуляризации алгоритма существенно за-

висят от свойств шума и целей анализа. 
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3. Модельные сигналы 

В природе и технике часто приходится иметь 

дело с системами, демонстрирующими явное хао-

тическое поведение, но обладающими при этом 

набором характерных времен, которые могут при-

водить к существованию выделенной периодично-

сти (чаще квазипериодичности), доминирующей в 

спектре (как это имеет место, например, в солнеч-

ной активности [12]). Эти времена могут и не про-

являться в спектре, оставаясь тем не менее выде-

ленными для динамики системы. Именно на анализ 

таких систем и направлен предлагаемый подход, 

возможности которого продемонстрируем сначала 

на простых модельных сигналах. 

Предположим, что система в половине случаев 

совершает некий цикл за фиксированное время 

(примем его за единицу), а в другой половине слу-

чаев проходит цикл за случайное время 

(0.1 <  𝑇 <  10). При этом сигнал в каждом цикле 

изменяется либо по косинусоиде (без разрыва про-

изводной), либо представляет собой одиночный 

импульс. Фрагменты соответствующих сигналов 

показаны в первом и втором рядах на рис. 2 вместе 

со спектрами и гистограммами времен возвраще-

ния. Спектр первого сигнала монотонно затухает с 

частотой (примерно как 𝑓−3), демонстрируя слабую 

выпуклость в районе частоты 𝑓 = 1. Спектр вто-

рого представляет собой белый шум, модулирован-

ный всеми гармониками, кратными единице. Ги-

стограммы времен возвращения в обоих случаях 

идентичны – половина времен 𝑇𝑖   равна единице, а 

остальные значения дают слабый однородный пье-

дестал. 

В качестве следующего академического при-

мера рассмотрим два сигнала, для которых приме-

нен полосовой фильтр, но в одном случае вырезана 

полоса в пространстве времен (сигнал на рис. 2, в 

представляет случайную последовательность цик-

лов с периодом от  1/2 до 2), а в другом взят белый  

 
(а) 

 
(б) 

 
(в) 

 
(г) 

Рис. 2. Модельные сигналы (слева), их спектры (по центру) и гистограммы времен возвращения 

(справа): а) – сигнал из фрагментов косинусов с разным периодом; б) – сигнал из единичных пиков; 

в) – сигнал со случайным периодом в интервале 0.5 < T < 2; г) – сигнал со спектром в полосе 

частот 0.5 < f < 2  
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шум, пропущенный через полосовой фильтр, про-

пускающий частоты от 1/2 до 2 (рис. 2, г). Оче-

видно, что сигналы совсем различны, и прямо-

угольному спектру соответствует остроконечная 

гистограмма, а при прямоугольной гистограмме 

спектр (в логарифмических координатах) имеет вид 

треугольника. 

4. Распределение времен возвраще-

ний и его мера в системе Лоренца 

Рассмотрим в качестве примера одну из наибо-

лее популярных и детально изученных динамиче-

ских систем – систему Лоренца [13], которая опи-

сана во многих книгах (например, [1, 14, 15]) и 

может быть воспроизведена без комментариев: 

{

�̇� = σ(𝑌 − 𝑋),

�̇� = −𝑋𝑍 +  𝑟𝑋 −  𝑌,

�̇� = 𝑋𝑌 − β𝑍.

(1) 

Основным управляющим параметром системы 

является нормированное число Релея 𝑟 (𝑟 = 1 соот-

ветствует потере конвективной устойчивости подо-

греваемого снизу слоя жидкости). Два других пара-

метра, число Прандтля 𝜎 и геометрический 

параметр 𝛽, фиксируем, приняв значения из ориги-

нальной работы [13]: 𝜎 = 10, 𝛽 = 8/3. 

Мы провели численное интегрирование си-

стемы (1) методом Рунге-Кутта четвертого порядка 

для диапазона значений чисел Релея, включающего 

все значения, при которых возникают хаотические 

режимы, а именно,  10 < 𝑟 < 300 (известно, что 

при 𝑟 > 216 хаос в системе не наблюдается), изме-

няя число Релея с шагом 0.1. Для каждого значения 

параметра рассчитывалась реализация длиной 𝑡 =
10000 и фиксировалась выборка времен возвраще-

ния 𝑇𝑖  (характерное число элементов в выборке со-

ставляло 20000).  

На рис. 3 показана зависимость 𝑁𝑇(𝑟) для всего 

рассмотренного диапазона значений числа Релея. 

Можно видеть, что введенная простая мера напол-

ненности гистограммы времен возвращения не 

только точно отделяет хаотические режимы от пе-

риодических (точно идентифицируя все известные 

окна периодичности), но и позволяет выделить про-

межуточные режимы (например, в области значе-

ний параметра, в которой реализуется субгармони-

ческий каскад). Более того, мера заполнения 

гистограммы 𝑁𝑇 хорошо чувствует все, даже самые 

узкие окна. 

Рис. 4 показывает зависимость предложенной 

меры от выбора ширины ячейки при построении ги-

стограммы. На нем представлены зависимости 

𝑁𝑇(𝑟) для значений  δ=0.1, 0.01 и 0.001.  Очевидно,  

 
Рис. 3. Зависимость меры заполненности гистограммы колебаний 𝑁𝑇 от параметра 𝑟 для системы 

Лоренца и фрагменты сигналов для 15 выделенных режимов. Значения меры получены при ширине 

интервала δ = 0.001 

 
Рис. 4. Влияние ширины интервала гистограммы на вид зависимости 𝑁𝑇(𝑟) для системы Лоренца 
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Рис. 5. Спектры (слева) и гистограммы времен возвращения (справа) периодических режимов (ре-

жимы 2, 3, 5, 7, 8, 11, 15 – нумерация слева направо и сверху вниз) 

 

 

Рис. 6. Спектры (слева) и гистограммы времен возвращения (справа) хаотических режимов (ре-

жимы 1, 4, 6, 9, 13 – нумерация слева направо и сверху вниз) 
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что зависимость становится более гладкой при 

уменьшении ширины ячейки. Тем не менее из сооб-

ражений наглядности все приведенные далее гисто-

граммы нарисованы для δ = 0.01. 

Для иллюстрации всего спектра реализующихся 

в системе режимов на рис. 3 показано 15 фрагмен-

тов осциллограмм величины 𝑋(𝑡). Для всех 15 ре-

жимов на рис. 5–7 приведены спектральные плот-

ности мощности пульсаций величины 𝑋(𝑡) и 

гистограммы времен возвращения 𝑇𝑖 . 

Периодические режимы (точную границу ука-

зать сложно – в качестве оценки можно взять 

𝑁𝑇 ⪝  0.25) представлены на рис. 5 (на рис. 3 это 

режимы 2, 3, 5, 7, 8, 11, 15). Можно отметить, что 

спектры для всех режимов имеют сходную струк-

туру, представляя собой монотонно спадающую 

последовательность пиков, являющихся кратными 

гармониками основной частоты. В режимах с про-

стой структурой колебаний (примеры 11 и 15) шу-

мовая подложка ниже, а амплитуда пиков выше. 

Представленные гистограммы времен возвращений 

существенно разнообразнее, показывая, сколько и 

каких циклов имеется в каждом из периодических 

режимов. Наибольшее число отдельных пиков 

(семь) содержит гистограмма режима 5. Стоит от-

метить, что ни одно из представленных в гисто-

грамме времен не соответствует основной частоте 

в спектре. 

 

 

 

Рис. 7. Спектры (слева) и гистограммы вре-

мен возвращения (справа) промежуточных 

режимов (режимы 10, 12, 14) 

Хаотические режимы характеризуются запол-

ненными (относительно гладкими) спектрами и 

наполненными гистограммами времен возвраще-

ния (с той же мерой строгости примем 𝑁𝑇 ⪞ 0.75). 

На рис. 6 приведены пять примеров хаотических 

режимов (режимы 1, 4, 6, 9, 13). Первый пример от-

носится к случаю 𝑟 = 28, исследованному Лорен-

цем в его пионерской работе. Спектр в этом случае 

практически гладкий, но гистограмма указывает на 

наличие трех доминирующих характерных времен 

возвращения (в гистограмме три пика с достаточно 

острыми максимумами, хотя есть и четвертый – 

плавный максимум). Остальные приведенные на 

рис. 6 примеры характеристик хаотических режи-

мов подтверждают наличие как достаточно гладких 

спектров, так и наличие в каждом примере набора 

выделенных времен, что соответствует природе ма-

лоразмерного хаоса. 
Примеры спектров и гистограмм промежуточ-

ных режимов (режимы 10, 12, 14) показаны на 

рис. 6. И спектры, и гистограммы представляют со-

бой что-то среднее между тем, что наблюдалось в 

периодических и хаотических режимах. Спектры 

сплошные, с гребенкой пиков, но амплитуда их не 

столь велика, а структура не столь однородна, как 

это наблюдалось в периодических режимах. Соот-

ветственно и гистограммы времен возвращения 

стали более наполненными (0.25 ⪝ 𝑁𝑇 ⪝ 0.75), а 

имеющиеся максимумы расплылись. Обратим вни-

мание на режимы 10 и 11, фрагменты сигналов для 

которых кажутся практически одинаковыми, но и 

гистограммы, и спектры существенно отличаются. 

5. Заключение 

Показано, что при анализе хаотических режи-

мов, возникающих в системах с низкой размерно-

стью, полезно анализировать заполненность спек-

тра не только в пространстве частот, но и в 

пространстве времен. Предложен алгоритм форми-

рования выборки времен возвращения с последую-

щим анализом гистограммы полученной выборки. 

Простая мера наполнения гистограммы (доля не пу-

стых ячеек в гистограмме 𝑁𝑇) позволяет разделить 

периодические и хаотические режимы, а также уро-

вень хаотичности каждого режима.  

Введенная величина 𝑁𝑇 является некоторой ме-

рой хаотичности поведения системы, аналогичной 

информационным мерам «сложности» решения [5]. 

Очевидно, что, имея функцию распределения плот-

ности вероятности (точнее, ее оценку по конечной 

выборке – гистограмму), мы можем оценить и дру-

гие статистические характеристики анализируе-

мого множества. В частности, по полученной ги-

стограмме можно посчитать энтропию 

𝐻𝑇 = ∑
𝑛𝑗

∑ 𝑛𝑘𝑘

𝑙𝑛
𝑛𝑗

∑ 𝑛𝑘𝑘
𝑗

. 

Величину n𝑗/ ∑ 𝑛𝑘𝑘  можно интерпретировать 

как вероятность того, что в системе воспроизве-

дется колебание с периодом, попадающим в соот-

ветствующий интервал гистограммы. Значения эн-

тропии 𝐻𝑇(𝑟) для всего рассмотренного набора 

решений системы Лоренца показаны на рис. 8 вме-

сте с  величиной 𝑁𝑇. Можно  видеть,  что  энтропия  
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времен возвращения не пропускает узкие окна пе-

риодичности, в отличие от перестановочной энтро-

пии [4]. При этом, помимо лучшей чувствительно-

сти к характеру решения, преимуществом 

введенной меры по сравнению с классической эн-

тропией Колмогорова–Синая [2, 8, 16], как и с упо-

мянутой перестановочной энтропией Бандта–

Помпа [3], является относительная простота вычис-

ления. 

В заключение отметим, что развернутое сопо-

ставление введенной меры со всеми известными ва-

риантами информационных мер сложности реше-

ний требует дополнительного детального анализа. 

Систематического исследования требуют и во-

просы устойчивости и регуляризации алгоритма 

при работе с зашумленными данными. 
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