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Рассматривается движение электронов в проводнике в постоянном электрическом поле при усло-
виях реализации гидродинамического режима (эффекта Гуржи), когда движение может быть опи-
сано уравнением типа Дарси–Бринкмана. Изучены процессы установления стационарного тока в 
проводнике без учёта и с учётом вязкости электронов после включения продольного электрическо-
го поля. Помимо решений с постоянным полем, рассмотрено воздействие на электронную систему 
монохроматической волны электрического поля. Кроме того, произведена оценка устойчивости 
малых возмущений стационарного течения методом Галеркина в простейшем приближении, кото-
рая показала, что течение устойчиво при параметрах, соответствующих протеканию тока в про-
воднике. 
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In this paper, we consider the motion of electrons in a constant electric field in a certain temperature 
range, when the motion can be described by an equation of the Darcy–Brinkman type. We studied the on-
set of the stationary current flow in a conductor with and without taking into account the viscosity of elec-
trons after switching on a longitudinal electric field. Solutions with an alternating electric field and a solu-
tion in the form of a traveling wave are also considered. In addition, we analyzed small perturbations of 
the stationary flow by the Galerkin method, which confirmed that the flow is stable at parameters corre-
sponding to the flow of current through the conductor. 
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1. Введение 

Эффект Гуржи – это явление уменьшения элек-
тронного сопротивления R проводника конечных 
размеров с повышением его температуры, проти-
воречащее типичному поведению материала. По-
вышение качества кристалла и понижение его тем-

пературы обусловливают переход электронного 
транспорта в баллистический режим. Но такое 
приближение перестает работать, если взаимодей-
ствие электронов становится достаточно сильным, 
и электроны начинают эффективно обмениваются 
импульсами между собой – их движение становит-
ся похожим на поток жидкости. При этом длина 
свободного пробега частиц должна быть такой, 
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чтобы наиболее вероятными стали столкновения 
электронов между собой, а не со стенками или фо-
нонами, распространяющиеся в кристаллической 
решётке (рис. 1) [1]. При таких условиях движение 
электронов эффективно описывается уравнениями 
гидродинамики типа Дарси–Бринкмана [2–4]. 

 
Рис. 1. Схематическое изображение тече-
ния Пуазейля при гидродинамическом 
транспорте электронов 

Длительное время после теоретического пред-
сказания проявления эффекта Гуржи не удавалось 
обнаружить ввиду необходимости создания высо-
кочистого материала с низкой плотностью дефек-
тов. Развитие технологий, в том числе создание 
двумерных материалов, позволило в последние го-
ды получить прямые экспериментальные свиде-
тельства существования гидродинамического ре-
жима протекания тока вплоть до генерации вихрей 
при особой конфигурации проводника [2, 3, 5, 6]. 

Остаётся открытым вопрос об условиях устой-
чивости описанного течения. В данной работе рас-
смотрен ряд простейших движений электронов в 
постоянном электрическом поле в условиях гидро-
динамического транспорта, и анализируется 
устойчивость стационарного режима.  

2. Уравнение Навье-Стокса 

В настоящей работе используется формулиров-
ка гидродинамической модели, описанная в [8]. В 
стандартной форме закон Ома: 

J E ,                                                          (2.1) 

где   – проводимость, E – напряженность элек-
трического поля, и J – объёмная плотность тока, 
которая может быть переписана в терминах сред-
ней скорости дрейфа электронов:  

NeJ v ,            (2.2) 

где N – концентрация, e – заряд, v – скорость. 
В нестационарном гидродинамическом режиме 

закон Ома дополняется релаксационным членом 
теории Друде, а также вязкими силами. С учетом 
силы Лоренца уравнение движения электронов 
принимает следующий вид: 

( )
d m

Nm p Ne N
dt 

     
v

F E v B v ,     (2.3) 

где N – объёмная концентрация электронов. Это 
модифицированное уравнение Навье–Стокса [4, 7]. 
Последнее слагаемое в правой части – слагаемое 
Дарси – взаимодействие электронов с решеткой с 
характерным временен релаксации  . Второе сла-
гаемое в левой части описывает силу трения. Тре-
тье слагаемое слева – аналог гидродинамического 
давления, первое слагаемое справа – закон Ома.  

Полное ускорение в общем случае расписыва-
ется как стандартная конвективная производная, 
хотя ожидается, что нелинейный вклад пренебре-
жимо мал: 

( )
d

dt t


  


v v
v v .                                             (2.4) 

Сила трения расписывается следующим образом: 

1
( )

3
        
 

F v v ,                                 (2.5) 

где μ – коэффициент сдвиговой вязкости. Слагае-
мым ( ) / 3 v  можно пренебречь в пределе не-

сжимаемого течения жидкости. Таким образом, F 
включает только слагаемое Навье (Бринкмана).  

В результате уравнение для гидродинамическо-
го режима электронов принимает следующий вид: 

( )

( ) .

Nm p
t

m
Ne N





        

   

v
v v v

E v B v

                       (2.6) 

Уравнение дополняется условием несжимаемости 

div 0.v                                                           (2.7) 

В пренебрежении нелинейным слагаемым с 
учётом, что массовая плотность электронов 

Nm   равна, окончательно запишем: 

1
( ) ,

div 0.

Ne Nm
p

t


   


       




v
v E v B v

v

  (2.8) 

Простейший вид граничных условий для элек-
тронов в вязком режиме эквивалентен условиям 
прилипания жидкости [1, 8]. Нормальная и танген-
циальная компоненты скорости стремятся к нулю 
на твердых границах: 

0, 0.n tgv v                                                (2.9) 

Соответственно, нормальная и тангенциальная 
компоненты плотности тока также стремятся к ну-
лю на границах: 

0, 0.n tgJ J   

Далее анализируются простейшие одномерные 
решения сформулированной задачи. 
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3. Постоянное электрическое поле 

3.1. Релаксация без учета вязкости 

Если давление и плотность среды слабо меня-
ются вблизи некоторых средних значений, их 
можно представить в виде сумм соответствующих 
средних и малых отклонений: 

0 0', ', ',p p p       v v  

где 0'p p и 0'  . Отсюда следует, что  

0 0

1 1 1

'   
 


. 

Система (2.8) с учетом описанных разложений: 

0 0

' 1
' ( ' ) ,

div ' 0.

e
p

t m


  


       




v v
v E v B

v

     (3.1) 

Чтобы убедиться, что гидродинамическая мо-
дель корректно описывает предельный случай про-
текания тока в соответствии с законом Ома, пре-
небрежем вязкостью. Тогда второе слагаемое 
слева исчезнет, а из граничных условий (2.9) необ-
ходимо оставить только условия непротекания. 
Для простоты рассмотрим случай без магнитного 
поля (B = 0). Электрическое поле представляется в 
виде потенциала ( , )x t  ,  E . Давление 

также входит в уравнение под знаком градиента 
что позволяет переопределить электрический по-
тенциал, включив в него вклад давления. Полагая, 
что релаксация давления, обусловленная распро-
странением возмущений электрического поля в 
решётке, происходит много быстрее времени τ, по-
лучаем следующее уравнение: 

0
v e v

t m





   


. 

Принимая E const , получаем линейное однород-
ное уравнение для скорости потока: 

( ) ( )
0

v t e v t
E

t m 


  


.                                   (3.2) 

При начальном условии (0) 0v  , решение: 
/

( )
tEe e Ee

v t
m m

 

  .                                     (3.3) 

Получаем зависимость скорости от времени после 
включения поля. В этом решении не учитывается 
вязкость, поэтому профиль Пуазейля здесь не реа-
лизуется. Решение показывает релаксацию тока 
при изменении электрического поля. 

В результате расчетов были получены графики 
для скорости электронного потока. В случае без 
учета вязкости получен график зависимости по-
тенциала скорости от времени (рис. 2). 

Реализуется ожидаемое экспоненциальное 
установление стационарного протекания тока с ха-
рактерным временем релаксации τ. 

 

Рис. 2. Зависимость скорости от времени 

3.2. Влияние вязкости 

Теперь учтём вклад вязкого слагаемого. По-
прежнему будет рассматриваться случай без маг-
нитного поля при E = const. Тогда система (2.8) в 
терминах отклонений полей скорости и давления 
от средних приобретает следующий вид: 

0

' 1
' ',

div ' 0,

e
E

t m


 


   





v
v v

v

                               (3.4) 

с полными граничными условиями (2.9). 
Пусть существует только продольная компо-

нента скорости ( , )v v x t , где ось x перпендику-

лярна направлению тока. Тогда уравнение нераз-
рывности удовлетворяется автоматически, и задача 
сводится к параболическому уравнению с неодно-
родностью: 

2

2
0

( , ) ( , ) 1
( , ) 0

v x t v x t eE
v x t

t mx


 

 
   

 
.      (3.5) 

Решение задачи (3.5) будем искать с помощью 
разделения переменных стандартным способом 
v(x,t) = X(x)T(t), рассматривая отдельно однород-
ную и неоднородную части решения [9]. Исключая 
слагаемое с Е и используя решение задачи Штур-
ма–Лиувилля для Х(x) и Т(t) с учётом граничных 
условий (2.9), получим: 

2

0 0

( ) sin , ( ) exp( ),

1
.

n n n n n

n

nx
X x A T t C a t

h

n
a

h



 
 

  

    
 

 

Таким образом, общее решение однородной зада-
чи имеет вид: 

1 1

( , ) ( , ) sinna t
n n

n n

nx
v x t v x t A e

h

 


 

   .         (3.6) 

Неоднородная часть решения определяется с по-
мощью функции Грина G(x, ξ, t): 
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0 0

1

( )

1

( , ) ( , ) ( , , ),

2
( , , ) ( ) ( ) ( )

2
sin sin .n

t h

n n n
n

a t

n

v x t d d F G x t

G x t T t X x X
h

nx n
e

h h h


     

   

  






 



 

   



 







 

Явное вычисление интегралов дает: 

1

2 1 1
( , ) (1 ( 1) ) sin

na t
n

n n

eE e nx
v x t

m n a h









   . 

Общее решение неоднородной задачи: 

1

1

( , ) sin

2 1
(1 ( 1) ) sin .

n

n

a t
n

n

a t
n

n n

nx
v x t A e

h

eE e nx

nm a h















 


  




. 

Применим к решению начальное условие 
    0 : 0vt   . Тогда второе слагаемое занулится, а 

экспонента в первом слагаемом обращается в еди-
ницу: 

0
1

( ,0) sin ( )n
n

nx
v x A v x

h





  . 

Коэффициенты An находятся как члены разло-
жения в ряд Фурье: 

0

0

( ) sin
2 h

n

nx
v xA

h h
dx


  . 

В простейшем частном случае 0( ,0)v x v const  , 

коэффициенты nA  равны 

0  os
2

cnA v
h

n  . 

Самый значимый вклад вязкость потока дает в сла-
гаемые с n=1. 

В случае с вязкостью были построены графики 
зависимости старшей гармоники скорости от по-
перечной координаты x. На рис. 3 изображены 7 
кривых, соответствующих различным моментам 
времени t (рис. 3). Здесь виден параболический 
профиль скорости электронов, который, как и 
предыдущее решение, релаксирует к стационарно-
му течению. 

Время релаксации для слагаемых с разными n в 
решении оказывается различным. Члены с n = 1 
затухают наиболее медленно и поэтому являются 
определяющими в установлении стационарного 
режима течения. Соответствующее им время ре-
лаксации равно 

12

0
1 1

0

1 1
.~

n
a

h

 
 





     

   
                         (3.7) 

Видно, что вязкость только ускоряет время релак-
сации системы к стационарному течению, способ-
ствуя подавлению возмущений. 

 

Рис. 3. Профиль скорости при различных фик-
сированных значениях времени t 

4. Переменное электрическое поле 

Ранее были рассмотрены решения уравнения 
типа Дарси–Бринкмана для электронов в постоян-
ном электрическим поле. Теперь же рассмотрим 
ситуацию, когда электрическое поле зависит от 
времени. Примем, что 0

i tE E e  . Тогда неодно-

родная часть общего решения будет выглядеть 
следующим образом: 

 

( )
0

2
( , ) 1 ( 1) sin

1
,

( )

n

n

a tn

n

t a ii t

n

eE nx
v x t e

nma h

E e i e
a i













     
 

 
 







 

а однородная часть решения совпадает с (3.6). В 
результате воздействия переменного поля скорость 
пока электронов осциллирует с некоторой ампли-
тудой, зависящей от частоты ω. На рис. 4 пред-
ставлен график зависимости модуля скорости от 
частоты, построенный для следующих размерных 
величин: ширина проводника 1 см, вязкость 1 м2/с, 
амплитуда напряжённости поля 1 В/м, время ре-
лаксации τ – 1 нс [3, 5]. 

 

Рис. 4. Зависимость относительной амплиту-
ды скорости от частоты переменного поля 

На графике видно, что при достижении опреде-
ленной частоты порядка в 99 10  Гц амплитуда 
скорости достигает некоторого максимального 
значения и перестаёт существенно изменяться. 
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5. Малые возмущения стационарного 
потока 

На данном этапе, чтобы сопоставить характер-
ные режимы течения с известными результатами 
об устойчивости течения Пуазейля и Дарси–
Пуазейля, было произведено обезразмеривание 
уравнений. Выбраны следующие масштабы: [x]=h 
(ширина проводника), [t]=h/V (характерное гидро-
динамическое время), масштаб скорости 
[V] = (eEh/m)1/2 подобран так, чтобы исключить 
амплитуду электрического поля E. В ходе обезраз-
меривания в системе осталось два параметра: без-
размерное время релаксации τ0 и число Рейнольдса 
Re = Vhρ/μ. 

Стационарное плоскопараллельное решение за-
дачи (2.8) без этих факторов известно: 

 

 

0

1/2

0

( ) sh ( 1) sh sh ,
sh

.Re

U x x x 









   
      (5.1) 

Удобно представить электрическое поле в виде 
градиента скалярного потенциала, который будет 
играть роль давления в системе. Введём нормаль-
ные возмущения скорости и электрического поля: 

( ) ( )
0 ( ) ( ) .,i t ky i t kyx xe E e    v v  

Система уравнений для амплитуд малых возмуще-
ний принимает следующий вид: 
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Для анализа устойчивости необходимо получить 
дисперсионное соотношение ( )k . Для этого бы-

ло использовано простейшее приближение метода 
Галеркина с базисными функциями, отвечающими 
нулевым граничным условиям для компонент ско-
рости и электрического потенциала: 

0 0( ), ( ), ( 1).( ) ~x yv x v x x xx   

После произведенных вычислений получаем дис-
персионное соотношение вида: 
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                            (5.3) 

Здесь А – некоторый множитель, пропорциональ-
ный величине стационарной скорости. Он не при-
водится в силу громоздкости. Кроме того, в рамках 
использованного приближения оказалось, что маг-
нитное поле B не оказывает влияния на течение 
электронов в канале при данных условиях. 

На рис. 5 изображены графики для действи-
тельной и мнимой частей дисперсионного соотно-
шения. Видно, что мнимая часть частоты всегда 
положительна, что определяет быстрое затухание 
возмущений стационарного течения. Для инфор-
мативности графиков заданы следующие величины 
управляющих параметров системы: τ0 = 10–3, 
Re = 10–3. Важно, что при подстановке реалистич-
ных значений параметров проводника характерная 
зависимость числа Рейнольдса от напряжённости 

поля составляет 14Re ~ 10 E . Таким образом, 
даже при величинах поля, близких к пробойным, 
число Рейнольдса заведомо не превышает крити-
ческого и остаётся далеко под порогом устойчиво-
сти течения. 

6. Заключение 
Рассмотрены процессы установления стацио-

нарного тока в плоском проводнике без учёта и с 
учётом вязкости электронов после включения про-
дольного электрического поля. В обоих случаях 
наблюдается релаксация потока электронов, соот-

 
а 

 
б 

Рис. 5. Дисперсионное соотношение возмущений: а – действительная; б – мнимая часть 



Нестационарные одномерные течения электронов… 

  

27

ветствующая теории Друде. Однако наличие вяз-
кости электронного потока обусловливает ускоре-
ние процесса релаксации, время которой дополня-
ется диффузионным вкладом и возрастает 
пропорционально ему. Наибольший вклад в уско-
рение процесса релаксации вносят слагаемые низ-
шего порядка в разложении решения в ряд Фурье. 
Поведение потока электронов в переменном элек-
трическом поле также соответствует теории Друде. 
По мере роста частоты воздействия значение ско-
рости электронов достигает некоторого предель-
ного значения и перестаёт зависеть от частоты при 
периоде поля, меньшем времени релаксации. 

Простейший анализ поведения малых возму-
щений в системе показывает её высокую устойчи-
вость. Малые характерные числа Рейнольдса обу-
словливают преобладание ламинарного режима 
течения в широкой области параметров вплоть до 
предпробойных значений напряжённости поля. 
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