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Рассматривается поведение двумерной системы несмешивающихся несжимаемых вязких 
жидкостей, помещенных в замкнутый прямоугольный сосуд, при горизонтальных гармони-
ческих высокочастотных вибрациях. В этой системе под действием пульсационных движе-
ний жидкости возможно развитие неустойчивости Кельвина-Гельмгольца, приводящей к 
образованию на поверхности раздела квазистационарного рельефа в виде застывшей волны. 
В работе проведено прямое численное моделирование формирования рельефа с использо-
ванием программного пакета ANSYS Fluent и исследовано влияние соотношения вязкостей 
на параметры застывшей волны и генерируемые ей вблизи поверхности раздела течения. 
Построены зависимости характеристик волнового рельефа от надкритичности, частоты 
вибраций для различных соотношений вязкостей жидкостей. В результате сравнения полу-
ченных численных результатов с аналитической теорией для идеальной жидкости получено 
хорошее согласие для случая вибрационного воздействия высокой частоты. Для более низ-
ких частот наблюдаемая длина волны волнового рельефа оказывается заметно больше тео-
ретических значений. Для высоких частот вибраций с ростом надкритичности длина волны 
растет монотонно, в то время как для низких частот она монотонно уменьшается. Высота 
рельефа растет по мере увеличения интенсивности вибрационного воздействия, при значи-
тельной надкритичности она превышает теоретические значения, полученные в приближе-
нии идеальной жидкости. Показан возможный разворот вихрей осредненных течений, гене-
рируемых вибрациями вблизи поверхности раздела, при уменьшении вязкости верхней 
жидкости. При этом течения в верхней и нижней жидкостях оказываются направлены в 
противоположные стороны и происходит заметное уменьшение интенсивности генерации 
средних течений вблизи поверхности раздела. 

Ключевые слова: застывшая волна; вибрационная неустойчивость Кельвина Гельмгольца; квазистацио-
нарный рельеф 
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We study the behavior of a two-dimensional system of immiscible incompressible viscous liquids 
in a rectangular cavity under horizontal harmonic high-frequency vibrations. In this system, influ-
ence of pulsating motions of the liquids causes the development of Kelvin-Helmholtz instability 
leading to the formation of a quasi-stationary relief on the interfacial surface in the form of a fro-
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zen wave. A direct numerical modeling of the relief formation was carried out with the use of AN-
SYS Fluent software; the influence of the viscosity ratio on the parameters of the frozen wave and 
the flow generated by vibrations near the interface was investigated. The dependencies of the char-
acteristics of the wave relief on supercriticality and vibration frequency are plotted for different ra-
tios of liquid viscosities. In the cases of vibrations with sufficiently high frequency, the obtained 
numerical results are consistent with analytical theory developed for ideal liquids. For lower fre-
quencies, the observed relief wavelength turns out to be noticeably longer than the theoretical pre-
dictions. For high vibration frequencies, with increasing supercriticality the wavelength increases 
monotonically, while for low frequencies it decreases monotonically. The relief height increases as 
the intensity of vibration influence increases; with significant supercriticality, it exceeds the theo-
retical values obtained in the ideal fluid approximation. The generation of reverse averaged flow 
by vibrations near the interface is found when viscosity of the upper fluid is low. In this case, the 
flows in the upper and lower liquids are directed opposite to each other and a noticeable decrease 
in the average flow generation intensity is observed. 
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1. Введение 

В двумерной постановке исследуется поведе-
ние системы несмешивающихся несжимаемых 
вязких жидкостей при горизонтальных гармониче-
ских высокочастотных вибрациях в прямоуголь-
ном сосуде, полностью заполненном жидкостями. 

В рассматриваемой системе помимо пульсаци-
онных движений жидкости с частотой, совпадаю-
щей с частотой вибраций сосуда, возникает ряд 
осредненных эффектов, среди которых возможное 
образование волнового рельефа на поверхности 
раздела в центральной части сосуда. Этот рельеф 
пространственно периодичен, поэтому в литерату-
ре нередко называется «застывшей волной». Дру-
гое распространенное название этого явления 
«квазистационарный рельеф», так как при почти 
неподвижной в среднем поверхности раздела 
пульсационные движения жидкости значительны. 

Природа этого явления аналогична неустойчи-
вости Кельвина-Гельмгольца, приводящей к обра-
зованию волн на воде при достаточной скорости 
ветра, поэтому другим распространенным в лите-
ратуре названием эффекта является «вибрацион-
ная неустойчивость Кельвина-Гельмгольца», хотя 
развитие этой неустойчивости не всегда ведет к 
появлению «застывшей волны», так что термины 
не тождественны. Неустойчивость развивается, ес-
ли перепад амплитуд скорости вибраций потоков 
жидкостей возле границы раздела превышает не-
которое пороговое значение. 

Помимо вибрационной неустойчивости Кель-
вина-Гельмгольца, в системе возможен парамет-
рический резонанс, также являющийся пороговым 
эффектом. В настоящей работе исследуется за-
стывшая волна, которую параметрический резо-
нанс разрушает. 

Первым известным описанным в научной лите-
ратуре экспериментом, показывающих возникно-
вение квазистационарного рельефа, является экс-
перимент Вольфа [1].  

В [2] теоретически рассмотрена устойчивость 
поверхности раздела бесконечно глубоких слоев 
несмешивающихся идеальных жидкостей, показа-
но сведение задачи к уравнению Матье при доста-
точно общем виде внешней инерционной силы.  

Для слоев жидкостей конечной глубины и го-
ризонтальных вибраций малой амплитуды в [3] 
была аналитически получена граница устойчиво-
сти к возникновению застывшей волны. Вибрации 
полагались высокочастотными, что позволило 
пренебречь эффектами вязкой диссипации  в жид-
костях. Амплитуда вибраций полагалась малой по 
сравнению с размерами сосуда и характерными 
пространственными масштабами волновых струк-
тур. При этом скорость вибраций (произведение 
амплитуды на частоту) оказывается конечной. По-
казано, что для достаточно тонких слоев жидко-
стей вибрационная неустойчивость Кельвина-
Гельмгольца носит длинноволновый характер, т.е. 
вместо формирования застывшей волны более ве-
роятно разбиение системы жидкостей на верти-
кальные страты или опрокидывание системы жид-
костей набок. 

В работе [4] получено уравнение Матье для 
случая слоев равной конечной глубины. В [5] в 
аналитические расчеты был добавлен малый 
демпфирующий член, связанный с вязкостью жид-
костей. Показано, что малая вязкость сильнее вли-
яет на параметрический резонанс, чем на моду 
Кельвина-Гельмгольца. 

В [6] выполнены расчеты для жидкостей с ма-
лыми вязкостями, аналитически получены харак-
теристики формы рельефа и осредненных течений. 

При теоретическом рассмотрении основные 
аналитические результаты до сих пор были полу-
чены либо для идеальных жидкостей, либо в пре-
деле малой вязкости, когда связанный с вязкостью 
параметр является малой величиной. 

Образование застывшей волны после [1] было 
экспериментально исследовано в ряде работ раз-
ных авторов [7–12]. За исключением [9], они ка-
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саются систем жидкостей, одна из которых имеет 
высокую вязкость. Это связано с тем, что вязкие 
диссипативные эффекты сильнее подавляют ко-
ротковолновый параметрический резонанс, чем 
воздействуют на вибрационную неустойчивость 
Кельвина-Гельмгольца. В [9] система состояла из 
жидкого и газообразного углекислого газа вблизи 
критической точки; в этих условиях как жидкая, 
так и газообразная фазы имеют малую вязкость, но 
застывшая волна формировалась. Предположи-
тельно, параметрический резонанс в [9] был по-
давлен диссипативными эффектами, связанными с 
переходом вещества между газовой и жидкой фа-
зами, особенно активным из-за близости критиче-
ской точки. В работах [10–12] показано, что поми-
мо подавления параметрического резонанса 
вязкость воздействует на неустойчивость Кельви-
на-Гельмгольца, причем для жидкостей с сильно 
различающимися вязкостями порог возбуждения в 
экспериментах несколько ниже теоретического 
предсказания.  

В [13] численно с использованием спектраль-
ного метода получена нейтральная кривая для си-
стемы вязких жидкостей, описывающая как подав-
ление параметрического резонанса, так и 
изменение моды Кельвина-Гельмгольца. В [14] с 
помощью численно-аналитического метода уточ-
нено, при каких условиях неустойчивость Кельви-
на-Гельмгольца имеет длинноволновый характер. 

Прямое численное моделирования многофаз-
ных систем несмешивающихся жидкостей сложно 
вследствие трудностей, связанных с описанием 
динамики поверхности раздела фаз. Одним из ва-
риантов решения этого является метод сквозного 
счета [15]. Основной идей данного метода являет-
ся введение специальной маркерной функции, ко-
торая определяет положение границы раздела. В 
современных программных пакетах часто реализо-
ваны усовершенствованные методы, как Volume of 
Fluid и Level-set [16]. Численное моделирование 
возникновения волнового рельефа в системе жид-
костей с сильно различающимися коэффициента-
ми вязкостей, описано в [17]. 

В настоящей работе проводится прямое чис-
ленное моделирование при помощи программного 
пакета ANSYS Fluent для системы жидкостей с до-
статочно высокими, но сравнимыми между собой 
вязкостями, тогда как в экспериментальных рабо-
тах [7–8,10–12] контраст вязкостей всегда был 
значительным. Исследуется, настолько хорошо 
аналитические зависимости характеристик за-
стывшей волны, указанные в [3,6], применимы в 
исследуемой области параметров. 

2. Теория Любимова-Черепанова 

Для идеальной жидкости в [3] рассмотрена за-
дача линейной устойчивости двух бесконечно про-
тяженных слоев жидкостей равной толщины к 

нормальным возмущениям. Получена следующая 
нейтральная кривая: 
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A – амплитуда вибраций, g – ускорение свободно-
го падения, ω – циклическая частота вибраций, ρ – 
плотность; здесь и далее индексы 1 и 2 обозначают 
верхнюю и нижнюю жидкости, соответственно; 
h – высота слоя одной жидкости, k – волновое чис-
ло рассматриваемых нормальных возмущений, а 
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капиллярно-гравитационный пространственный 
масштаб, γ – коэффициент поверхностного натя-
жения. 

Нас интересует случай достаточно толстых 
слоев жидкостей h>>Lcap. При этом согласно [3] 
минимум нейтральной кривой Bcr(k) должен до-
стигаться при k≈1/Lcap, а Lcap становится естествен-
ным пространственным масштабом задачи. 

В теории [3] используется предположение A<< 
Lcap, что позволяет разделять осредненные и пуль-
сационные члены уравнений. Кроме этого, в [3] 
предполагается, что для любой из жидкостей вяз-
кость является малой 

 2
capL  , (4) 

в этом случае можно исключить вязкие члены для 
пульсационных полей. 

Для корректности модели несжимаемой жид-
кости необходимо также выполнение физических 
условий 

 c A ,  (5) 

 s capL  ,  (6) 

где c – скорость звука, а λs – длина волны для зву-
ковых волн с частотой, сравнимой с частотой виб-
раций сосуда. 

В предположении малой надкритичности в [6] 
было выведено выражение, описывающее форму 
застывшей волны: 
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где B0=Bcr(1/Lcap). 
В [6] для случая малой надкритичности помимо 

описания вида застывшей волны был также прове-
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ден расчет осредненного течения за пределами по-
граничного динамического слоя возле поверхно-
сти раздела. Это решение учитывало резкое изме-
нение касательных напряжений и касательных 
скоростей в пограничном слое, описываемое мо-
дифицированными граничными условиями для 
эффектов Доре и Шлихтинга соответственно. 
Функции тока для осредненных скоростей за пре-
делами пограничных слоев пропорциональны: 
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где δ – безразмерная толщина пограничного дина-
мического слоя. Отметим, что в уравнениях (9)–
(10) все величины безразмерные [6] в отличие от 
остальной части настоящей статьи. 

Из вида уравнений (9)–(10) следует, что при 
фиксированной сумме кинематических вязкостей, 
варьируя одну из них, можно при определенном 
значении добиться обращения в нуль правой части 
(9), что будет означать остановку находящихся за 
границами пограничного слоя вихрей в верхней 
жидкости. При дальнейшем изменении вязкости 
вихрь средней скорости меняет направление. Ана-
логично возможны остановка и далее смена 
направления вихря в нижней жидкости по мере 
изменения вязкости. 

Боковые стенки сосуда из-за вибраций генери-
руют пульсационные волны, распространяющиеся 
от стенок к центральной части сосуда и разруша-
ющие квазистационарный рельеф. По этой при-
чине для численных экспериментов требуется по-
добрать такие жидкости, чтобы вязкость хотя бы 
одной из них была достаточно велика, чтобы по-
давить эти бегущие от боковых стенок волны. 
Необходимость использовать вязкие жидкости 
приводит к невыполнению или хотя бы к нестро-
гому выполнению условия (4). Подбор же жидко-
стей с большим капиллярно-гравитационным раз-
мером или установление для вибраций слишком 
высокой частоты нарушает другие условия приме-
нимости модели [3, 6]. Таким образом, некоторое 
несоответствие экспериментальных результатов 
теоретическим значениям ожидаемо. 

Тем не менее представляет интерес, какие из 
предсказанных в [3, 6] эффектов могут наблюдать-
ся для вязких жидкостей, в частности, нас интере-
суют характеристики застывшей волны. 

3. Численный эксперимент 

3.1.Используемые модели 

Численно моделировалось движение несжима-
емых несмешивающихся жидкостей равных объе-
мов, полностью заполняющих прямоугольную по-
лость с твердыми стенками. 

 

Рис. 1. Зависимость высоты квазистационар-
ного рельефа от надкритичности для различ-
ных частот вибраций 

 

Рис. 2. Зависимость длины волны квазистаци-
онарного рельефа от надкритичности для раз-
личных частот вибраций 

Для определения динамики поверхности разде-
ла в ANSYS Fluent реализована модель Volume of 
Fluid. Для Volume of Fluid было использовано не-
явное заданием объемной силы и явный шаг по 
времени. Уравнение для давления и скорости ре-
шались совместно (использовалась схема coupled). 
Пространственное разрешение импульса описыва-
лось моделью MUSCL третьего порядка, динамика 
маркерной функции – моделью Geo-Reconstruct, и 
разрешение давления – моделью взвешенных объ-
емных сил. 

Пакет использует метод конечных объемов. В 
расчетах была использована сетка 40×170 с адап-
тивным разбиением ячеек в области значимого пе-
репада физических полей. По мере счета и пере-
стройки сетки, типичным было наличие более 
50000 ячеек при изначальных 6800. Дополнитель-
ная дискретизация была сконцентрирована у по-
верхности раздела. 

Начальное положение жидкостей было с плос-
кой поверхностью раздела, и при запуске со вре-
менем вибрационные силы приводили эту поверх-
ность к формированию застывшей волны. 
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3.2.Физические параметры системы 

Использовалась полость с размерами 8.5 см x 
2.0 см. Параметры жидкостей задавались близкими 
к параметрам воды: ρ1=0.9 г/см3, ρ2=1.0 г/см3, 
γ=1.0 дин/см, g=103 см/с2. Частоты, амплитуды и 
вязкости варьировались. Таким образом, размер-
ные параметры не соответствуют каким-либо ре-
альным жидкостям, а выбираются так, чтобы 
обеспечить требуемые значения безразмерных ве-
личин, при которых ожидаются нетривиальные 
эффекты. Капиллярно-гравитационный масштаб, 
следовательно, был Lcap=0.1 см; толщина динами-
ческого пограничного слоя ν1/2ω-1/2 в разных жид-
костях в разные запуски от 0.05 см до 0.7 см. В по-
следнем случае о пограничном слое говорить уже 
некорректно. 

Квазистационарный рельеф был выражен до-
статочно, чтобы можно было описать его характе-
ристики при надкритичности B/B0≈1.3, и полно-
стью разрушался пульсационными волнами, 
создаваемыми боковыми стенками при B/B0≈1.7. 

Частоты вибраций задавались 10 Гц, 15 Гц, 
20 Гц, 25 Гц в разных запусках. 

Шаг по времени был постоянным, для разных 
запусков составляя от 0.0005 с до 0.001 с. 

3.3.Эволюция квазистационарного рельефа 
при росте надкритичности 

Порог возникновения вибрационной неустой-
чивости Кельвина-Гельмгольца непросто опреде-
лить в ходе прямого численного моделирования, 
поскольку, что вблизи порога неустойчивость раз-
вивается очень медленно. Kроме того, определе-
нию порога устойчивости с достаточной точно-
стью мешает ограниченная разрешающая 
способность сетки.  

Вибрационный параметр B, полученный в ходе 
численного моделирования, сравнивался с порого-
вым значением для идеальной жидкости B0 [3]. Для 
надкритичностей B/B0 в диапазоне от 1.3 до 1.6 
установление квазистационарного рельефа в цен-
тральной части сосуда происходит менее чем за 
100 периодов вибраций. При этом возле боковых 
стенок на расстоянии, сравнимом с высотой сосу-
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в 

Рис. 3. Средняя форма поверхности раздела и векторное поле средней скорости при частоте вибраций 
20 Гц и надкритичности B/B0=1.3 для различных значений отношения кинематических вязкостей верх-
ней жидкости к нижней: а – 1; б – 9; в – 1/9. Максимальная длина стрелок соответствует средней ско-
рости 1 см/с. По осям отмечены координаты (в метрах) в системе, связанной с сосудом, где 0 по гори-
зонтальной оси – левая боковая стенка, а 0 по вертикальной оси – дно сосуда. 
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да, есть область, где генерируемые стенками пуль-
сационные волны не дают формироваться рельефу. 

При проведении расчетов, описанных в насто-
ящем разделе, значения кинематических вязкостей 
были выбраны равными ν1=0.0267 см2/c, 
ν2=0.02 см2/c. 

Как показали расчеты, высота рельефа моно-
тонно растет с увеличением надкритичности (рис. 
1). Для идеальной жидкости предполагается зави-
симость по корневому закону (7). Для вязких жид-
костей при всех рассмотренных частотах наблюда-
ется аналогичное поведение, но увеличение 
высоты рельефа происходит в несколько раз быст-
рее теоретического значения и не начинается из 
точки B=B0. 

Зависимость длины волны рельефа от надкри-
тичности (рис. 2) хорошо соответствует теории 
для идеальной жидкости [3] при частоте 25 Гц. С 
ростом надкритичности растет и длина волны, хо-
тя в целом для такой частоты наблюдается хоро-
шее соответствие теоретическому значению 2πLcap.  
Для частоты 10 Гц длина волны значительно выше 
теоретической и уменьшается с ростом надритич-
ности. Для частот 15 Гц и 20 Гц зависимости не-
монотонны – сначала длина волны растет, потом 
уменьшается. 

3.4. Поведение крупномасштабных вихрей 
осредненных течений 

Помимо исследования изменения характери-
стик квазистационарного рельефа с ростом 
надкритичности проводились также расчеты, 
направленные на описание осредненного течения 

и сопоставления его с [6]. При этом во всех расче-
тах была зафиксирована суммарная кинематиче-
ская вязкость ν1+ν2=0.0467 см2/c, при этом вязко-
сти каждой из жидкостей менялись. 

Картины течений качественно схожи с теми, 
которые были предсказаны в работе [6]. Структура 
осредненного течения, как и средняя форма по-
верхности раздела, периодична по горизонтали. В 
вертикальном сечении имеются крупномасштаб-
ные вихри в верхней и нижней жидкостях, а также 
либо один очень интенсивный вихрь – в погранич-
ном слое в одной из жидкостей, либо два вихря – 
по одному в каждой из жидкостей в пограничном 
слое возле поверхности раздела (рис. 3, 4). 

Смена направления вихрей за пределами по-
граничного слоя становится заметной при отноше-
нии вязкостей несколько выше значений, предска-
занных в (9)–(10). По-видимому, это связано с тем, 
что теоретические формулы получены для малых 
надкритичностей, в то время как проведение чис-
ленного моделирования оказалось возможно толь-
ко при B/B0 порядка 1.3. При меньших значениях 
надкритичности время численного счета и требо-
вания к расчетной сетке значительно возрастает. 
Так, для частоты 20 Гц (рис. 3) ожидались оста-
новка и затем смена направления вихря в верхней 
жидкости при ν1=0.0257 см2/c, а в нижней при зна-
чении ν1=0.0279 см2/c. Смена направления в верх-
ней жидкости произошла при больших значениях 
ν1, а в нижней жидкости смены направления вихря 
с ростом ν1 не наблюдалось вообще. 

Физически, если происходит остановка вихря, 
то при дальнейшем варьировании вязкости вихрь в 
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Рис. 4. Средняя форма поверхности раздела и векторное поле средней скорости при частоте вибраций 
10 Гц и надкритичности  B/B0=1.4 для различных значений отношения кинематических вязкостей верх-
ней жидкости к нижней: а – 1/9; б – 9. Максимальная длина стрелок соответствует средней скорости 
1 см/с (а), 2  см/с (б). 
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пограничном слое начинает занимать всю толщину 
слоя жидкости, при этом самая интенсивная его 
часть все еще находится вблизи поверхности раз-
дела. Или имеет место обратная ситуация: вихрь, 
занимавший всю толщину жидкости, переходит в 
пограничный слой, оставляя в основной части 
жидкости пространство для появления крупного, 
но малоинтенсивного вихря противоположного 
направления. 

Таким образом, численно подтвержден разво-
рот вихрей осредненных течений, генерируемых 
вибрациями вблизи поверхности раздела, при 
уменьшении вязкости верхней жидкости (см. 
рис. 4, а). Течения в верхней и нижней жидкостях 
оказываются направлены в противоположные сто-
роны и происходит заметное уменьшение интен-
сивности генерации средних течений. В результа-
те, при уменьшении вязкости в нижней жидкости, 
в ней происходит значительное усиление интен-
сивности средних течений (см. рис. 3, б, 4, б). Од-
нако при уменьшении вязкости верхней жидкости 
усиления средних течений не наблюдается (см. 
рис. 3, в, 4, а). Кроме того, интересно, что интен-
сивность осредненного течения в нижней жидко-
сти существенно не подавляется с повышением ее 
вязкости нижней жидкости. 

4. Заключение 

Проведена серия численных экспериментов по 
формированию квазистационарного рельефа на 
поверхности раздела жидкостей сравнимых конеч-
ных вязкостей. 

Для разных частот вибраций изучено влияние 
надкритичности на характеристики квазиравно-
весного рельефа. Найдено, что высота рельефа мо-
нотонно растет с надкритичностью. Длина волны 
рельефа монотонно уменьшается с ростом надкри-
тичности при малых частотах и монотонно растет 
при высоких частотах. При промежуточных часто-
тах длина волны сначала растет до некоторого 
максимума, затем убывает. 

Показано, что периодическая структура вихрей 
осредненной скорости может претерпевать изме-
ния при модификации вязкости с возможной оста-
новкой и сменой направления вихрей. 
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