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Неоднородные сплавы висмут-сурьма являются наиболее эффективными термоэлектриками 
при 100 К. В этой статье описывается численное моделирование поля температур в зависи-
мости от тока в термоэлектрической ветви из градиентно-неоднородного сплава Bi100-x-Sbx в 
пределах полупроводниковой области интервала 11ат%<x<19ат% с помощью COMSOL 
Multiphysics. В модели учитывается, что параметры вещества, влияющие на термоэлектри-
ческую эффективность, а именно – удельная теплопроводность, термоэдс и удельная элек-
тропроводность, являются переменными величинами вдоль ветви. Градиенты неоднородно-
сти сплава и температуры при этом лежат в плоскости спайности образца.  Для 
моделирования указанной задачи была численно решена система уравнений теплопроводно-
сти и уравнения обобщенного закона Ома с учетом непрерывно распределенных источников 
тепла, за которые ответственны тепло Джоуля, эффект Томсона и эффект Пельтье. Из чис-
ленных расчетов видно, что в области 70–120 К наблюдается рост максимального перепада 
температур при наличии противоположных градиентов концентрации сурьмы и температу-
ры в образце по сравнению с однонаправленными градиентами или однородным сплавом.  
Полученные результаты сравнивались с экспериментальными данными для термоветви с та-
ким же составом неоднородности (11ат%<x<19ат% Sb). 
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Inhomogeneous bismuth-antimony alloys are the most efficient thermoelectrics at 100 K. This article 
describes a numerical simulation by means of COMSOL Multiphysics of the temperature field as a 
function of the current in a thermoelectric branch made of a gradient-inhomogeneous Bi100-x-Sbx al-
loy within the semiconductor region of the interval 11 at. %< x<19 at. %. The model takes into ac-
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count that the parameters of the substance affecting the thermoelectric figure of merit, namely ther-
mal conductivity, thermoelectric power, and electrical conductivity, are variable along the branch. In 
this case, the alloy inhomogeneity and temperature gradients lie in the cleavage plane of the sample. 
To simulate this problem, the authors numerically solved a system of heat conduction equations and 
the generalized Ohm's law equations, taking into account continuously distributed heat sources, for 
which the Joule heat, the Thomson effect, and the Peltier effect are responsible. It can be seen from 
numerical calculations that in the region of 70–120 K, there is an increase in the maximum tempera-
ture difference in the presence of opposite gradients of the antimony concentration and temperature 
in the sample, compared to unidirectional gradients or a homogeneous alloy. The results obtained 
were compared with experimental data for a thermal branch with the same inhomogeneity composi-
tion (11 at. %<x<19 at. % Sb). 
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1. Введение 

Для охлаждения при низких температурах 
(около 100 К) эффективно используется полупро-
водниковый состав Bi-Sb. 

Несколько исследований указали на то, что 
улучшение термоэлектрической добротности раз-
личных материалов и устройств можно достичь 
путем создания неоднородности состава вдоль 
направления перепада температуры в термоэле-
ментах. Например, метод Анатычука Л. И. [1] за-
ключается в сборке элементов из отдельных сек-
ций с различающимся составом, что значительно 
увеличивает эффективность устройств. Эти секци-
онно собранные элементы, которые называются 
«Функционально-неоднородными термоэлектриче-
скими материалами», предназначены преимуще-
ственно для термоэлектрической генерации [2]. 

Градиентная неоднородность, исследуемая ав-
торами, отличается от функционально-
неоднородных материалов школы Анатычука, ко-
торые сложны в изготовлении и имеют дополни-
тельное контактное сопротивление, ухудшающее 
их эффективность.  

Авторами экспериментально было выявлено, 
что нелинейность теплопроводности оказывает 
влияние на термоэлектрические эффекты в гради-
ентно-неоднородных кристаллах Bi100-xSbx [3, 4], и 
возникли вопросы о том, как подобная неоднород-
ность может повлиять на Пельтье-охлаждение. 

В работах [5, 6] были проведены эксперимен-
тальные исследования Пельтье-эффекта для тер-
моветвей из градиентно-неоднородных кристаллов 
Bi100-xSbx, содержащих от 7 до 11 ат. %, либо от 11 
до 19 ат. % сурьмы. Из результатов стало известно, 
что перепад температуры между охлаждаемым 
контактом и термостатом значительно выше при 
определенных взаимных направлениях градиентов 
состава и температуры.  

Целью данной работы является численное ис-
следование и последующее сравнение с экспери-

ментом поля температур в градиентно-
неоднородном кристалле Bi100-xSbx, содержащем от 
11 до 19 ат.% сурьмы. 

2. Численное моделирование 

Данные для численного расчета были взяты из 
эксперимента. В эксперименте для n-ветви в Пель-
тье-паре был выбран Bi-Sb кристалл, у которого 
плоскость спайности соответствовала направле-
нию вектора плотности тока. Градиенты концен-
трации сурьмы и температуры были ориентирова-
ны вдоль этого же вектора. Кристаллический 
образец представлял собой прямоугольный парал-
лелепипед размерами 11.65×2.1×1.3 мм. Для пас-
сивной р-ветви использовалась медная фольга. Ее 
геометрические параметры: 13×2.1×0.05 мм. Па-
раметры p-ветви были выбраны из оптимального 
соотношения сечений при известных средних зна-
чениях удельных проводимости и теплопроводно-
сти ветвей. 

Для расчетов была использована линейная ап-
проксимация распределения концентрации сурьмы 
в образце. 

Для создания математической модели, которая 
позволит рассчитать температурное поле образца с 
учетом возможной неоднородности, как по соста-
ву, так и температуре, необходимо определить ис-
ходные уравнения. 

Таковыми являются обобщенные законы Ома и 
Фурье: 

 j T     


, (1) 

q T Tj j      
 

. (2) 

где j – плотность тока, q – плотность теплового по-
тока,  – удельная электропроводность,  – диф-
ференциальная термоэдс,  – удельная теплопро-
водность,  – потенциал. 

В общем случае удельная электропроводность, 
термоэдс, и удельная теплопроводность являются 
тензорами второго ранга, зависящими как от тем-
пературы, так и от состава сплава.  
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Дополним уравнения Ома и Фурье законами 
непрерывности: 

0j 


, (3) 

0q 


. (4) 

Вследствие симметрии и выбранных направле-
ний градиентов температуры, состава и вектора 
плотности тока можно рассматривать одномерную 
задачу. В этом случае электропроводность, термо-
эдс и удельная теплопроводность описываются 
только одной компонентой тензора, которая явля-
ется функцией состава сплава и температуры. 

Подставим (1) и (2) в (3) и (4). Учитывая, что 
задача одномерная, получим следующую систему 
дифференциальных уравнений: 
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Кроме этих уравнений тепловые потоки долж-
ны удовлетворять граничным условиям. Темпера-
тура горячего спая постоянна и равна T0: 

0(0)T T . (7) 

На холодном спае поток тепла равен теплу, по-
глощаемому за счет эффекта Пельтье на этом спае: 

x L

dT
Tj

dx
 


  , (8) 

где L – длина образца. Примем, что холодный спай 
адиабатически изолирован. Граничные условия по 
электрическому току: нижний конец образца за-
землен, на верхнем конце задана плотность тока . 

Для приближения зависимостей кинетических 
коэффициентов от температуры и состава неодно-
родных сплавов использовались полиномы второй 
степени на основе данных из литературы [7, 8]. 

На рис. 1, 2 и 3 представлены соответственно 
аппроксимации удельной электропроводности, 
дифференциальной термоЭДС и удельной тепло-
проводности от двух переменных: с – концентра-
ции сурьмы в образце, Т – температуры. Диапазон 

концентраций от 0 до 20 ат% Sb, диапазон темпе-
ратур – от 80 до 120 К. 

 
Рис. 1. Аппроксимация удельной электропро-
водности 

 
Рис. 2. Аппроксимация дифференциальной 
термоэдс 

 
Рис. 3. Аппроксимация удельной теплопро-
водности 

В работе [6] были выполнены эксперименты, 
чтобы установить связь перепада температуры ΔТ 
на образце между термостатом и охлаждаемой 
гранью и величиной тока через термоэлемент. Для 
этого измерения проводились дважды. Первое из-
мерение было сделано в первой позиции монтажа, 
где торец кристалла с концентрацией 11 ат. % был 
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помещен на термостат, а второй торец с концен-
трацией 19 ат. % – на охлаждаемом контакте Пель-
тье. Второе измерение было проведено во второй 
позиции монтажа, где торцы были поменяны ме-
стами. Оба измерения были осуществлены при од-
ной и той же температуре термостата 100 К, с ша-
гом в 0.3 A на протяжении диапазона от 0 A до 
3 A. Градиент состава кристалла был параллелен с 
градиентом температуры в одном случае и антипа-
раллелен во втором. Результаты приведены на 
рис. 4. 

Уравнения (5) и (6) при указанных выше гра-
ничных условиях решались численно методом ко-
нечных элементов с помощью COMSOL 
Multiphysics. 

Результаты численного моделирования перепа-
да температур на образце в зависимости от темпе-
ратуры горячего спая и взаимного направления 
градиентов концентрации и температуры пред-
ставлены на рис. 5. 

Зависимость максимального перепада темпера-
туры на образце при противоположных направле-
ниях градиентов концентрации и температуры от 

температуры горячего спая показана на рис. 6. 
 

 
Рис. 4. Экспериментально измеренный пе-
репад температуры в зависимости от то-
ка через образец:  – при противополож-
ных направлениях градиентов концен-
трации и температуры;  – при однона-
правленных градиентах концентрации и 
температуры [6] 

  
(a) 

 
(б) 

  
(в)  

(г) 

Рис. 5. Графики моделирования зависимости максимального перепада температуры ΔТ на об-
разце от величины тока I, температура горячего спая: а – 70К; б – 80К, в – 100К, г – 120К; 
Кривые, обозначенные  - при противоположных направлениях градиентов концентрации и 
температуры,  - при сонаправленных градиентах концентрации и температуры 
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Рис. 6. Зависимость максимального перепада 
температуры ΔТ на образце при оптималь-
ном токе от температуры горячего спая Т 

3. Результаты и обсуждение 
Из результатов численного расчета следует, что 

при всех температурах горячего спая наблюдается 
увеличение максимального перепада температур 
при наличии противоположных градиентов кон-
центрации и температуры по сравнению со случа-
ем, когда эти же градиенты однонаправленны. Од-
нако в численном моделировании, как видно из 
рис. 4 и рис. 5, этот перепад при температуре горя-
чего спая 100 К оказывается больше, чем в экспе-
рименте. Это объясняется следующим фактором: 
при численном расчете не учитывались параметры 
пассивной ветви, в качестве которой в экспери-
менте была использована медная фольга. Медь 
имеет теплопроводность на два порядка больше, 
чем сплав висмут-сурьма, и создает поток тепла от 
термостата, который маскирует эффекты Пельтье 
и Томсона. Таким образом, перепад температур 
вследствие указанных эффектов в численной мо-
дели был максимально возможным для исследуе-
мого материала. 

Однако полного совпадения эксперименталь-
ных и расчетных данных в данном моделировании 
и не требовалось достигать. Его цель – доказать 
теоретически, что градиентная неоднородность 
сплава Bi-Sb влияет на эффект Пельтье, увеличи-
вая или, наоборот, уменьшая его при различных 
взаимных направлениях градиента состава и тем-
пературы. 

4. Заключение 
В результате численного моделирования поля 

температур было обнаружено, что при оптималь-
ном значении тока в градиентно-варизонном об-
разце кристалла Bi100-xSbx с интервалом концен-
траций сурьмы от 11 до 20 ат. % наблюдается 
заметное увеличение максимального перепада 
температур при противоположных градиентах 
температуры и состава. В дальнейшем предполага-
ется провести эксперимент, где в качестве p-ветви 
будет использован Bi2Te3, что позволит прибли-
зить эффект охлаждения к максимально возмож-
ному для данного термоэлемента. Все эти выводы 
могут найти практическое применение при поиске 
эффективных термоэлектрических материалов в 
области температур 70–120 К. 
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