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Представлена последовательная теория ферромагнитного резонанса в разбавленной суспен-
зии наночастиц с одноосной анизотропией произвольной величины. Предложенный подход 
учитывает в явном виде тепловые флуктуации магнитного момента диспергированных ча-
стиц, а также зависимость от величины приложенного поля ориентационной упорядоченно-
сти их осей анизотропии. На основе развитого метода изучен высокочастотный отклик маг-
нитной жидкости при различных температурах. Показано, что в некотором температурном 
диапазоне линия поглощения расщепляется на две компоненты. Резонансное поле, отвеча-
ющее первой из них, слабо зависит от температуры и близко к значению, соответствующее 
изотропному магнетику. Вторая компонента проявляется только в области пониженных 
температур, когда происходит частичное текстурирование суспензии под действием под-
магничивающего поля. При охлаждении системы эта компонента смещается в сторону 
меньших полей. Ширина указанного диапазона существенно зависит от величины анизо-
тропии и добротности частиц. 
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A kinetic theory of ferromagnetic resonance in a suspension of nanoparticles with uniaxial anisotro-
py of arbitrary strength is proposed. The presented approach explicitly takes into account thermal 
fluctuations of magnetic moment for the dispersed particles and specifies the orientational distribu-
tion function of their anisotropy axes at any external field and temperature. The developed theory is 
used for studying the high-frequency response of a magnetic fluid at different temperatures. It is 
shown that in a certain temperature interval the absorption line splits into two components. The res-
onance field, corresponding to the first one, is almost temperature-independent and close to the val-
ue for an isotropic magnet. The second component appears only at reduced temperatures, when ori-
entational texturing of the suspension occurs due to the action of magnetizing field. As the 
temperature of the system goes down, that latter component shifts towards lower fields. The width 
of this interval is essentially dependent on the magnitude of the particle anisotropy and the preces-
sion damping constant. 
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1. Введение 
В последнее десятилетие магнитные наноча-

стицы примененяются в самых разнообразных си-
стемах, начиная от солнечных батарей и заканчи-
вая живыми организмами [1]. Очевидно, что 
эффективное использование наномагнетиков не-
возможно без детального понимания их свойств. 
Одним из самых мощных методов изучения маг-
нитных систем является ферромагнитный резонанс 
(ФМР). С появлением нанотехнологий теория 
ФМР получила новый импульс к развитию, по-
скольку стандартный подход (атермическое урав-
нение Ландау–Лифшица–Гильберта) оказался не-
пригодным. Дело в том, что наночастицы 
суперпарамагнитны – их отклик существенно за-
висит от температуры из-за тепловых флуктуаций 
магнитного момента. В недавней работе [2] мы по-
строили теорию ФМР для одноосных наночастиц, 
закрепленных в твердой матрице (например, в по-
лимере). Не меньший интерес, однако, представля-
ет изучение резонансного отклика частиц, диспер-
гированных в жидких средах. Запрос на 
последовательную теорию тем более велик, что 
проблема интенсивно изучается эксперименталь-
но, см. например, [3–7]. Между тем к настоящему 
времени имеется лишь два приближенных подхо-
да: квантовая теория Ногиновой и соавторов [4] и 
кинетический метод Райхера–Степанова [8]. В ме-
тодической схеме [4] наночастица рассматривается 
как гигантский обменный кластер с дискретным 
набором состояний. Заселенность уровней подчи-
няется распределению Больцмана, а спектр по-
глощения представляет собой суперпозицию всех 
возможных переходов между разрешёнными 
уровнями. Очевидно, что это описание годится 
только для частиц, размер которых не превосходит 
единиц нанометров. Метод Райхера–Степанова 
основан на кинетическом уравнении Брауна для 
ориентационной функции распределения магнит-
ного момента [9]. Достоинством метода является 
последовательный учет тепловых флуктуаций 
магнитного момента и вращательной подвижности 
частиц, но при этом схема [8] позволяет рассмат-
ривать только частицы, эффективное поле анизо-
тропии которых значительно меньше подмагничи-
вающего поля спектрометра. В настоящей работе 
кинетический подход обобщен на случай суспен-
зии частиц с одноосной анизотропией произволь-
ной величины. 

2. Ферромагнитный резонанс 

Рассмотрим магнитную жидкость на основе 
однодоменных частиц с анизотропией типа «лег-

кая ось». Будем считать, что объемная доля магне-
тика много меньше единицы (разбавленная сус-
пензия), и взаимодействием диспергированных ча-
стиц между собой можно пренебречь. В этом 
случае магнитная энергия каждой частицы 

( ) ( )2

sU M V KV= − ⋅ − ⋅e H e n  (1) 

складывается только из энергии Зеемана во внеш-
нем поле H (первое слагаемое) и энергии анизо-
тропии (второе слагаемое). В выражении (1) вели-
чина Ms – намагниченность частицы, V – ее объем, 
K – константа анизотропии, а e и n – единичные 
векторы магнитного момента µ = MsVe и оси лег-
кого намагничивания соответственно. 

Для наблюдения ферромагнитного резонанса к 
суспензии прикладывается стационарное H0 и ра-
диочастотное h(t) поля, которые ортогональны 
друг другу. Если жидкость заморожена, то части-
цы неподвижны, и для каждой из них угол ψ меж-
ду направлением подмагничивающего поля и осью 
легкого намагничивания n фиксирован. В этой си-
туации отклик системы на пробное поле h(t) мож-
но найти, рассчитав парциальные динамические 
восприимчивости для каждого ψ и усреднив ре-
зультат с помощью заданной – независимой от 
приложенного поля – функции распределения осей 
f(ψ). Последнее может быть, например, изотроп-
ным. Такая задача была решена нами в работе [2]. 

Частицы, взвешенные в жидкости, будучи ори-
ентационно свободными, стремятся повернуться 
так, чтобы магнитный момент e, ось анизотропии 
n и намагничивающее поле H0 были сонаправле-
ны. Полной коллинеарности этих векторов препят-
ствуют тепловые флуктуации: вращательное бро-
уновское движение частиц. Очевидно, что степень 
ориентационной упорядоченности осей легкого 
намагничивания, которую описывает функция 
распределения осей f(ψ), зависит от величины 
внешнего поля. 

Таким образом, теория ФМР в магнитной жид-
кости должна включать в себя решение двух задач. 
Во-первых, описание резонансного отклика супер-
парамагнитной частицы, ось анизотропии которой 
составляет заданный угол ψ с направлением под-
магничивающего поля. Во-вторых, определение 
вида ориентационной функции распределения f(ψ) 
при заданном внешнем поле и усреднение парци-
альных ФМР спектров с помощью этой функции. 

При решении первой задачи ограничимся ли-
нейной постановкой. В самом деле, возбуждающее 
поле h(t) в экспериментах по ФМР имеет круговую 
частоту ω ~ 60·109 рад/c. Создать поле большой 
амплитуды в гигагерцовом диапазоне крайне 
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сложно, поэтому в подавляющем большинстве из-
мерений , что и позволяет представить 
средний магнитный момент частицы e в виде сум-
мы равновесного значения e0 и малой неравновес-
ной добавки 0δe e≪ . 

Основные положения теории линейного ФМР в 
суперпарамагнитной частице содержатся в работе 
[2]. Кратко напомним их. Магнитный момент од-
нодоменной частицы испытывает тепловые флук-
туации, поэтому ее состояние  описывается ориен-
тационной функцией распределения W(e, n, t). 
Последняя подчиняется уравнению Брауна [10] 

ˆ 1
2 ˆ lnD

B

W U
W W

t k T
τ

α
 ∂  = ⋅ + ∇ +  ∂   

J J ; (2) 

здесь 
∂∇ =
∂e

 – оператор градиента на единичной 

сфере, ˆ = ×∇J e  – оператор бесконечно малого по-
ворота, U – магнитная энергия (1), α – константа 
затухания, γ – гиромагнитное (магнитомеханиче-
ское) отношение, а τD=(1+α2)µ/(2αγkBT) –
характерное время вращательной диффузии маг-
нитного момента. Очевидно, что равновесным ре-
шением этого уравнения является функция больц-
мановского вида. 

В типичном ФМР эксперименте измеряется 
производная по намагничивающему полю от энер-
гии, которую частица поглощает за цикл измене-
ния зондирующего поля. Теоретический аналог 
этой величины может быть найден после решения 
уравнения Брауна (2). Введем сферическую систе-
му координат с полярной осью вдоль намагничи-
вающего поля и представим функцию распределе-
ния в виде ряда по нормированным сферическим 
гармоникам 

, ,
0

( , , ) ( ) ( , ),
l k l

l k l k
l k l
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=∞ =

= =−

=∑∑  (3) 

определяемым согласно 
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где Pl,k – присоединенные полиномы Лежандра, а θ 
и φ – полярный и азимутальный углы вектора e. 
Вследствие ортонормированности сферических 
функций коэффициенты bl,k(t) являются момента-
ми функции распределения: 

* *
, , ,( , ) sin ,l k l k l kb W Y d d Yϑ ϕ ϑ ϑ ϕ= = 〈 〉∫  (5) 

а в силу вещественности последней удовлетворя-
ют равенству *

, ,( 1)k
l k l kb b− = − . Подстановка ряда (3) 

в (1) приводит к системе рекуррентных уравнений 

для переменных bl,k(t). Для решения указанной си-
стемы удобно перейти к безразмерным величинам. 
В качестве меры намагничивающего и пробного 
полей выберем параметры Q = γH0/ω и 
q(t) = γh(t)/ω, а для характеристики анизотропии и 
температуры ε = γK/ωMs и ξL = µω/γkBT соответ-
ственно. Используя условие ( )q t Q≪ , представим 

моменты bl,k(t) в виде суммы равновесного значе-
ния и малой неравновесной добавки 

0
, , , ( )l k l k l kb b b tδ= + . Полагая 0

, ,l k l kb bδ ≪ , линеари-

зуем полученную систему и выполним над ней 
Фурье-преобразование. Это даёт систему линей-
ных алгебраических уравнений относительно 

Фурье-коэффициентов ,l kbωδ , комбинации которых 

определяют динамический магнитный момент ча-
стицы: 

( )1, 1 1,1

2

3xe b bω ω ωπδ δ δ−〈 〉 = − ; 

( )1,1 1, 1

2

3ye i b bω ω ωπδ δ δ −〈 〉 = − + ; (6) 

1,0

4

3ze bω ωπδ δ〈 〉 = . 

Будем полагать, что зондирующее поле имеет 
правую круговую поляризацию, плоскость кото-
рой ортогональна намагничивающему полю. В 
этом случае исчерпывающую информацию о резо-
нансных свойствах системы содержит динамиче-
ская восприимчивость /e qω ωχ δ+ + += , устанавли-

вающая связь между циркулярными компонентами 
магнитного момента x ye e i eω ω ωδ δ δ+ = +  и пробного 

поля x yq q iqω ω ω
+ = + . Зависимость производной 

мнимой части восприимчивости /d dQχ+′′  от без-

размерного поля Q является теоретическим анало-
гом спектра ФМР, измеряемого в эксперименте. 

Перейдем к вопросу о распределении осей ани-
зотропии для частиц в магнитной жидкости. По-
скольку возбуждающее поле мало ( ( )q t Q≪ ), в 

первом приближении можно считать, что это рас-
пределение стационарно и определяется исключи-
тельно намагничивающим полем Q. Это означает, 
что доля частиц f(ψ), для которых угол между 
осью анизотропии и намагничивающим полем ра-
вен ψ, может быть найдена путем интегрирования 
равновесной функции распределения W(e, n, t) по 
всем возможным направлениям магнитного мо-
мента e. Указанный расчёт выполнен в работе [8], 
где показано, что функция f(ψ) представима в виде 

2 1/2 2 2
1

1/2

4 ( )

(4 1) ( ) ( ) (cos )
1 ,

( )

k k k
k

f

k I R P

I

π ψ

ξ σ ψ

ξ

∞

+
=

=

+
= +
∑  (7) 
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где параметры ξ = µH0/kBT и σ = KV/kBT  являются 
соответственно мерой энергии Зеемана и энергии 
анизотропии в единицах температуры. Функция 
P2k(x) под знаком суммы представляет собой поли-
ном Лежандра порядка 2k, а 2 1/2( )kI ξ+  – модифи-

цированную функцию Бесселя полуцелого поряд-
ка; R2k(σ) определена согласно 

2

2

1

2

0
2 1

0

( )

( ) .

x
k

k
x

P x e dx

R

e dx

σ

σ

σ =
∫

∫
 (8) 

 

 
Рис. 1. Ориентационная функция распределения 
осей легкого намагничивания f(ψ): a – при раз-
личных температурах: ξL=1,10 и 50 (параметр 
анизотропии ε=0.3); б – при различной величине 
анизотропии: ε =0.1, 0.3 и 0.6 (температурный 
параметр ξL =10). Намагничивающее поле Q=1 в 
обоих случаях 

 

На рис. 1 показана ориентационная функция 
распределения f(ψ) осей легкого намагничивания 
при разных значениях температуры (а) и анизо-
тропии (б). Как видно из рис. 1, a, понижение тем-
пературы системы приводит к ориентационному 
текстурированию суспензии, т. е. к возрастанию 
доли тех частиц, оси которых сонаправлены с за-

данным внешним полем Q. При фиксированной 
температуре к тому же результату приводит уве-
личение анизотропии частиц (см. рис. 1, б). 

3. Результаты 

Изложенным выше методом были рассчитаны 
ФМР спектры разбавленной магнитной жидкости. 
На рис. 2 показаны линии поглощения при пара-
метрах анизотропии ε = 0.1 (а), 0.3 (б) и 0.6 (в) и 
при различных значениях ξL. При высокой темпе-
ратуре (ξL = 1, штрихпунктирные линии) спектры 
имеют тот же вид, что и в случае ансамбля слу-
чайно ориентированных частиц, закрепленных в 
твердой матрице (ср. рис. 5 из работы [2]). Этот 
результат вполне ожидаем, поскольку при высокой 
температуре, как показывает рис. 1, распределение 
осей анизотропии частиц в магнитной жидкости 
является изотропным. 

При малой анизотропии (ε = 0.1, рис. 2, a) по-
нижение температуры, то есть увеличение пара-
метра ξL, сначала приводит к небольшому сдвигу 
спектра в сторону бóльших полей. Однако начиная 
с некоторой температуры направление сдвига ме-
няется на противоположное. Особенно отчетливо 
это демонстрирует температурная зависимость ре-
зонансного поля Qr, определяемого условием 

/ 0d dQχ+′′ =  (обращение сигнала в нуль). Как по-

казывает рис. 3, а, при 1 0.1L Tξ − ∝ ≳  поле Qr пре-

вышает единицу, а при 1 0.1Lξ − ≲ , напротив, мень-

ше этого значения. Этот эффект имеет простое 
объяснение. Если температура суспензии доста-
точно высока ( 1 0.1Lξ − ≳ ), то распределение осей 

легкого намагничивания близко к изотропному, 
см. рис. 1. Согласно работе [2] в этом случае резо-
нансное поле Qr ансамбля частиц превосходит 
единичное значение и слегка возрастает при по-
нижении температуры. Однако при дальнейшем 
понижении температуры указанная изотропность 
распределения теряется – оси частиц ориентиру-
ются преимущественно вдоль подмагничивающего 
поля, так что угол ψ ≈ 0. Как показано в той же ра-
боте [2], при малых углах ψ спектр ФМР всегда 
сдвинут влево и резонансное поле Qr < 1. Поэтому 
охлаждение магнитной жидкости приводит к сдви-
гу ФМР спектра влево, в сторону меньших полей, 
если температура достаточно низка. 

На рис. 2, б показаны ФМР спектры для маг-
нитной жидкости при умеренной анизотропии ча-
стиц (ε = 0.3), а на рис. 3, б – соответствующая 
температурная зависимость резонансного поля Qr. 
Понижение температуры и в этом случае сначала 
вызывает сдвиг резонансных линий в сторону 
больших полей (Qr > 1), а затем – в сторону мень-
ших (Qr < 1). Однако переход от одного поведения 
к другому происходит скачком. Более того, в уз-
ком интервале температур ( 10.1 0.15Lξ −≲ ≲ ) 
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спектр оказывается расщепленным на две компо-
ненты (см. пунктирные линии на рис. 2, б и 3, б). 
 

 
Рис. 2. Спектры ФМР магнитной жидкости при 
параметрах анизотропии: а – ε=0.1; б – 0.3; в – 
0.6; значения безразмерной температуры ξL = 1 
(пунктирные линии), ξL = 5 (штрихпунктирные 
линии), ξL = 15 (сплошные линии); константа за-
тухания α=0.05 

 
Первая компонента (верхняя ветвь на рис. 3, б) 

существует при высокой температуре ( 1 0.15Lξ − ≳ ). 

Она отвечает резонансу в суспензии частиц, оси n 
которых существенно разориентированы; резо-
нансное поле в этом случае близко к единице. 
Нижняя ветвь, напротив, возможна только при не 
очень высоких температурах ( 1 0.2Lξ − ≲ ) и отвеча-

ет резонансу в текстурованной суспензии, когда 
оси легкого намагничивания направлены преиму-
щественно вдоль поля Q. Эти результаты находят-
ся в качественном соответствии с эксперименталь-
ными работами, (см., например, работу [4]), где 
измерены ФМР спектры для суспензии частиц 
маггемита. Согласно измерениям, в некоторой об-
ласти температур спектр магнитной жидкости со-
держит две компоненты, первая из которых сме-
щается в сторону меньших полей при охлаждении 
системы, а положение второй почти не зависит от 
температуры. 

Спектры ФМР для магнитной суспензии высо-
коанизотропных частиц (ε = 0.6) при некоторых 
температурах также двухкомпонентны (см. 
рис. 2, в и рис. 3, в). Сравнение разных панелей на 
рис. 3 ясно показывает, что увеличение анизотро-
пии приводит к повышению температуры, при ко-
торой зарождается низкополевая компонента, от-
вечающая текстурированной суспензии. 
Очевидной причиной этого является то, что при 
заданной температуре упорядочение осей повыша-
ется при увеличении анизотропии частиц 
(см. рис. 1). Это означает, что диапазон темпера-
тур, где спектр состоит их двух компонент, стано-
вится шире при возрастании анизотропии частиц. 

Как показывает рис. 4, указанная область тем-
ператур определяется не только величиной анизо-
тропии частиц, но и их добротностью. Видно, что 
возрастание константы затухания прецессии α 
приводит к сужению температурного интервала, в 
котором спектр расщеплен. Очевидно, это связано 
с тем, что увеличение α приводит к уширению 
парциальных ФМР спектров для частиц с задан-
ным углом ψ и, как результат, сглаживанию линии 
поглощения магнитной жидкости.  

Таким образом, выполненное рассмотрение по-
казывает, что расщепление резонансной линии 
наступает при выполнении двух условий. С одной 
стороны, нужен значительный разброс осей анизо-
тропии, т. е. функция распределения не должна 
иметь острого максимума при ψ = 0. Как видно из 
рис. 1, это условие выполняется тем лучше, чем 
выше температура. С другой стороны, необходима 
сильно выраженная зависимость резонансного по-
ля Qr от угла ψ. Согласно работе [2] угловая дис-
персия поля Qr тем значительнее, чем ниже темпе-
ратура системы и чем больше анизотропия частиц. 
Очевидно, что указанные условия выполняются 
одновременно только в том случае, если темпера-
тура имеет некоторое промежуточное значение, а 
анизотропия частиц не является малой. При этом 
температурный интервал, где происходит расщеп-
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ление ФМР спектра магнитной суспензии, оказы-
вается тем шире, чем больше значение параметра 
анизотропии ε и чем выше добротность дисперги-
рованных частиц. 
 
 

 
 

Рис. 3. Температурная зависимость резонансно-
го поля при различных значениях параметра ани-
зотропии: а – ε=0.1; б – 0.3; в – 0.6; константа 
затухания прецессии α=0.05 

 
Рис. 4. Температурная зависимость резонансно-
го поля при различных значениях константы за-
тухания прецессии: а – α=0.01; б – 0.1; пара-
метр анизотропии ε=0.6 

4. Заключение 
Представлена последовательная теория ферро-

магнитного резонанса в разбавленной суспензии 
суперпарамагнитных частиц. На основе развитого 
подхода изучен высокочастотный отклик магнит-
ной жидкости при различных температурах. Пока-
зано, что в некоторой области температур спектр 
поглощения расщепляется на две компоненты. Ре-
зонансное поле, отвечающее первой из них, слабо 
зависит от температуры и близко к значению ω/γ. 
Вторая компонента проявляется только в области 
пониженных температур, когда происходит ча-
стичное текстурирование суспензии под действи-
ем подмагничивающего поля. При охлаждении си-
стемы эта компонента смещается в сторону 
меньших полей. Ширина и границы температурно-
го диапазона, в котором линия поглощения рас-
щеплена, существенно зависят от величины анизо-
тропии частиц и константы затухания прецессии, 
что позволяет использовать развитый метод для их 
точного определения. 

Работа выполнена при поддержке гранта 
РФФИ № 14-02-96002. 
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