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В слабопроводящей жидкости в постоянном электрическом поле плоского горизонтального кон-
денсатора рассматривается модель автономной униполярной инжекции заряда с катода, соглас-
но которой инжектируемая в жидкость плотность заряда имеет постоянное слагаемое и сла-
гаемое прямо пропорциональное напряжённости электрического поля в конденсаторе. 
Используется электрогидродинамическое приближение. Описан случай невесомости в изо-
термической жидкости. Найдены равновесные распределения электрического потенциала и 
плотности заряда в предельном случае в аналитическом и численном видах. Проведено исследо-
вание линейной устойчивости слабопроводящей жидкости. Краевая задача решалась численно 
методом пристрелки с использованием процедуры интегрирования методом Рунге–Кутта–
Фельберга. Получены нейтральные кривые. Определены критические параметры. Найдены 
зависимости порогов конвекции от двух параметров инжекции. При более интенсивной инжек-
ции заряда – при увеличении по модулю любого из двух параметров инжекции – уменьша-
ется порог возникновения электроконвекции, которая наступает при меньшем электриче-
ском поле. 
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We study a model of autonomous unipolar charge injection from the cathode in a poorly conductive 
liquid in a steady electric field of a flat horizontal capacitor. According to this model, the charge 
density injected into the liquid has a constant term and a term directly proportional to the electric 
field strength in the capacitor. An electrohydrodynamic approximation is used. The case of weight-
lessness in an isothermal liquid is considered. The equilibrium distributions of the electric potential 
and charge density in the limiting case were found in analytical and numerical form. The linear sta-
bility of the poorly conductive liquid was studied. The boundary value problem was solved numeri-
cally by the targeting method using the Runge–Kutta–Fehlberg integration procedure. Neutral 
curves were obtained. Critical parameters were determined. The dependences of the convection 
thresholds on two injection parameters were found. With an increase in the modulus of either of the 
two injection parameters, the threshold for the occurrence of electroconvection decreases, it occurs 
with a smaller electric field. 
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1. Введение 

Электроконвекция слабопроводящих жидко-
стей в электрическом поле вызывает интерес в свя-
зи тем, что представляет собой способ прямого 
преобразования энергии электрического поля в 
энергию движения. Электрическое поле может 
сильно изменить пороги тепловой конвекции и 
обеспечить эффективный способ управления дви-
жением жидкостей.  

Влияние электрического поля на движение 
жидкости происходит благодаря действию специ-
фических механизмов неустойчивости, связанных 
с различными способами возникновения заряда в 
жидкости [1]. Несмотря на большое количество 
экспериментальных и теоретических работ оста-
ются открытыми вопросы, связанные с возникно-
вением и эволюцией электроконвективных движе-
ний [2]. Один из основных механизмов 
зарядообразования в жидкости – инжекционный. 
Он связан с инжекцией свободных зарядов с по-
верхности электрода. 

 Результаты решений электрогидродинамиче-
ских задач можно использовать при проектирова-
нии различных устройств, строящихся на законах 
электрогидродинамических взаимодействий [3]: 
ЭГД-насосов, распылителей, фильтров и многих 
других. 

В настоящей работе рассматривается инжекци-
онный механизм образования зарядов в жидкости. 
Он связан с инжекцией свободных зарядов с по-
верхности электрода. Существуют разные меха-
низмы инжекции [1, 2]. Нами описывается авто-
номная униполярная инжекция, в которой 
плотность свободных зарядов, инжектируемых с 
катода, выражается зависимостью: 0 +e zq aE  . 

Используется электрогидродинамическое прибли-
жение. Инжектируемые с поверхности катода за-
ряды движутся через слой жидкости, изменяя в ней 
распределение электрического поля.  

В случае, когда 0 0q  , модель инжекции ис-

пользовалась ранее в работах [4–9]. В [4] были 
найдены равновесные распределения электриче-
ского потенциала и плотности заряда. В одномер-
ном случае проведено исследование динамики пе-
реноса заряда в вязкой слабопроводящей жидкости 
в модулированном электрическом поле [5].  Была 
изучена линейная устойчивость слабопроводящей 
жидкости в горизонтальном конденсаторе в посто-
янном электрическом поле [6]. В работах [7–9] 
проведено исследование нелинейных режимов 
конвекции. 

В случае, когда q0 ≠ 0, a = 0,
 
автономная модель 

инжекции рассмотрена, в частности, в работе [10]. 
В настоящей работе учтён вклад в инжекцию обо-

их слагаемых и проведен линейный анализ устой-
чивости жидкости.  

В работах [11, 12] изучены другие модели ин-
жекции. В [13] рассмотрены разные механизмы 
электризации жидкости.  

В статье [2] приведено обоснование при ряде 
условий использования линейного закона инжек-
ции. Там также отмечается, что возможна ионная 
инжекция из ионитовых мембран в полярную жид-
кость, когда диэлектрическая проницаемость жид-
кости настолько высока, что ионы мембраны «вы-
тягиваются» в объём жидкого диэлектрика. В этом 
случае концентрация инжектируемых ионов на 
мембране считают постоянной, а саму инжекцию 
называют автономной. 

Проблема выбора граничных условий для заря-
да очень сложная, и до конца не ясны механизмы 
зарядообразования. В связи с этим в данной работе 
изучается совместный эффект действия двух рас-
смотренных ранее механизмов инжекции. 

Диффузия заряда в задаче не учитывается, по-
скольку коэффициент диффузии заряда считается 
малым (D =10–9 м2/с или меньше) [14, 15]. 

2. Постановка задачи 

Рассмотрим бесконечный плоский горизон-
тальный слой вязкой несжимаемой слабопроводя-
щей жидкости в вертикальном постоянном элек-
трическом поле в невесомости. Ось x направлена 
вдоль нижней границы слоя, ось z – перпендику-
лярна границам слоя. Два плоских электрода лежат 
в плоскостях z = 0 и z = h (рис. 1), h – толщина 
слоя. Инжекция заряда происходит с нижней об-
кладки – катода. Электрическое поле направлено 
вниз. 

 

Рис. 1. Геометрия задачи 

На катоде (нижнем электроде) потенциал равен 
нулю φ(0) = 0, на аноде (верхнем электроде) – 
φ(h) = U. Здесь U  напряжение электрического 
поля.  

С катода происходит инжекция заряда. Плот-
ность свободных зарядов у катода задаётся зако-
ном: ρe = q0 + aEz. Движение жидкости и свобод-
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ных зарядов в слое описывается  
системой уравнений электрогидродинамики: 

0( ) ep
t

           
E

v
v v v , 

div( ) 0e
e eb
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
 


  


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div 0v ,  

0div( ) e E ,  E , 

где ρ – массовая плотность жидкости; v – вектор 
скорости жидкости; p – превышение давления над 
гидростатическим; ν0 – коэффициент кинематиче-
ской вязкости; ρe – плотность свободных зарядов; 
ε – диэлектрическая проницаемость среды; ε0 – 
электрическая постоянная; b – подвижность заря-
дов; E – напряженность, φ – потенциал поля.  

Предполагается, что границы слоя непроница-
емые, на них выполняются условия прилипания – 
скорость равна нулю.  

На катоде при z = 0 

0 00, 0, ,e zq aE q a
z

  
     


v      (2) 

на аноде при z = h 
0, U v .                             (3) 

Используем безразмерные переменные на ос-
нове масштабов: времени – время вязкой диссипа-
ции [t] = h2/ν0, расстояния – расстояние между 
электродами [r] = h, скорости  [v] = ν0/h, потенци-
ала – [φ] = U, давления – [p] = ρν0

2/h2, заряда – 
[ρe] = εε0U/h2.  

После обезразмеривания система уравнений (1) 
с граничными условиями (2), (3) может быть при-
ведена к виду 

e( ) Gr ep
t

 
       


v

v v v , 
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2( ) B( )e
e e et


   
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
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При z = 0 

00, 0, Ae q
z

  
   


v ,              (5) 

при z = 1 
0, 1 v .                               (6) 

Здесь введены безразмерные параметры: eGr  –

электрическое число Грасгофа, параметр подвиж-
ности зарядов B и параметр инжекции A: 

2
0

e 2
0

Gr
U


 , 

0

B
bU


 , 

0

A
ah


 .               (7) 

3. Равновесное решение 

У системы (4)–(6) есть равновесное стационар-
ное решение (v = 0), при нахождении которого бы-
ли занулены производные по времени. Равновес-
ное распределение потенциала и плотности заряда 
имеет вид 

 3 2

0 1 2 3
1

2

3
С z С С

С
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 
2

1 20
0 1 1 22

1

2e С С z С
z


 

    


.            (8) 

Подставляя эти решения в граничные условия, 
можно найти неизвестные константы. Эти кон-
станты зависят от значений параметров A и 0q .  

Решение искалось аналитически в предположе-

нии, что 2
1 02 1AС q  . Путем разложения в ряд 

Тейлора было получено аналитическое решение. 
Оказалось, что это решение справедливо в случае, 
когда выполняются неравенства: 3/4<<A/q0<<5/4. 

Из-за узких границ применимости аналитиче-
ского решения, было использовано численное ре-
шение для неизвестных коэффициентов. Методом 
Пауэлла (модификацией метода градиентного 
спуска) были найдены равновесные решения φ0 и 
ρe0 для разных значений параметров инжекции A 
и q0.  

Из проведенного анализа было выявлено, что 
изгиб зависимости φ0(z) зависит от величин моду-
лей A, q0: чем они больше, тем сильнее выгибается 
кривая. На рис. 2 представлена эта зависимость 
при A = 0.25, q0 = 0 и q0 = –100. На рис. 3 пред-
ставлена зависимость плотности заряда ρe0(z)

 
при 

A = 0.25, q0 = 0 и q0 = –100 (горизонтальная ось на 
графике начинается с z = 0.005). Полученные при 
q0 = 0 результаты аналогичны такому же исследо-
ванию в работе [6]. 

 

 
Рис. 2. Распределение потенциала φ0(z)

 
при 

A=0.25: 1 – q0 = 0, 2 – q0 = –100 
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Рис. 3. Распределение плотности заряда 
ρe(z)

 
при A=0.25: 1 – q0 = 0, 2 – q0 = –100 

При 0 0q   константы имеют значения: 

1 0.4013С  , 2 0.80269С  , 3 –1.19458С  . При 

0 100q   : 1 2.24962С  , 4
2

–1.26513 10С   , 
7

3
–4.21698 10С   . 

4. Линейный анализ устойчивости 

Для исследования жидкости на устойчивость 
ищем решение системы (4)–(6) в виде малых от-
клонений от равновесного решения (8). Рассмот-
рим плоские возмущения  v ,0,u w  и 0y   . 

Потенциал и плотность заряда заменим на сумму 
равновесной части и возмущения: 0    , 

0e e e    . Тогда для амплитуд вертикальной 

компоненты скорости, потенциала и заряда полу-
чаем однородную систему обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений 

 
 

2 2 4

2
e 0 0

2

Gr ,

IV

e e

w k w w k w k w

k



   

      

  
 (9) 

2 0ek      , 

 0 0 0 02e e e e e ew B                . 

Здесь зависимость решений от времени и гори-
зонтальной координаты находим в виде t ikxe e , 
где   – декремент затухания; k – волновое число, 
связанное с периодом возмущений L соотношени-
ем 2k L . Решения зависят только от верти-

кальной координаты. В уравнениях штрихами обо-
значены производные по вертикальной 
координате. Граничные условия запишутся в сле-
дующем виде (в скобках приведены значения вер-
тикальной координаты):  

   0 1 0w w  ,    0 1 0w w   ,  

   0 1 0   ,     0 0e A   .     (10) 

Эта краевая задача решалась численно методом 
пристрелки с использованием процедуры интегри-
рования методом Рунге–Кутта–Фельберга.  

В работе [4] безразмерные параметры варьиро-
вались с учётом их зависимости от безразмерного 
напряжения F (F пропорционален размерной вели-
чине напряжения U):  

2
eGr 5000F , B = 5F.   (11) 

Связь безразмерного напряжения F с размер-
ной величиной напряжения U можно описать сле-
дующим образом: 4 В10 В к10U F F     

( 10кВF U ). То есть F является долей от 10кВ . 

Для оценки параметров возьмём трансформатор-
ное масло с диэлектрической проницаемостью 

2.2  , плотностью 883  кг/м3, вязкостью 
6

0 22.5 10    м2/с2, 12
0 8.85 10    Кл2/Нм2, по-

движность зарядов примем равной 810b   м2/Вс 

[2]. Тогда получим, что 5 2
eGr 4.4 10 U    

3 24.4 10 F  , 4B F4.4 10 4.4U   . Эти величины 
близки к величинам, которые были использованы в 
работе [4]. Если поварьировать значениями ди-
электрической проницаемости, плотности, вязко-
сти жидкости и подвижности зарядов или рассмот-
реть другую связь F с U, то можно получить 
полное соответствие полученных соотношений для 

eGr  и B со значениями, использованными в статье 

[4]. Будем искать решения относительно этой но-
вой переменной F – безразмерного напряжения. 

5. Результаты и обсуждение 

Неустойчивость в этой задаче связана с моно-
тонной модой [4]. В результате решения получены 
нейтральные кривые – границы устойчивости сла-
бопроводящей жидкости, когда 0  . На рис. 4 
приведены зависимости критического безразмер-
ного напряжения – параметра F от волнового чис-
ла k при разных 0q  при параметре инжекции  

А = 0.2. Видно, что при увеличении 0q  по модулю 

равновесие в слое теряет устойчивость при мень-
ших значениях поля F, порог возникновения кон-
векции уменьшается. При увеличении параметра 
инжекции А порог устойчивости жидкости также 
уменьшается. 

Рассмотрим зависимости минимального значе-
ния параметра Fmin от 0q  при разных значениях 

параметра инжекции А (рис. 5), а также зависимо-
сти от А при разных 0q  (рис. 6). Из представлен-

ных кривых видно, что при фиксированном значе-
нии А и увеличении значения параметра 0q , а 

также при фиксированном 0q  и увеличении А по-

роги конвекции уменьшаются. 
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Получается, что при увеличении инжекции, ко-
гда с катода впрыскивается большее количество 
заряда, пороги устойчивости нелинейным образом 
понижаются, стационарная электроконвекция 
начинается раньше. 

 

Рис. 4. Зависимость F от волнового числа k 
при параметре инжекции А = 0.2 и значе-
ниях q0: 1 – 0; 2 – –0.1; 3 – –0.2; 4 – –0.3 

 
Рис. 5. Зависимость минимального значения 
Fmin от q0 при разных значениях параметра 
инжекции А: 1 – 0.1, 2 – 0.2, 3 – 0.3 

6. Заключение 

В невесомости в изотермическом случае изуче-
на линейная устойчивость слабопроводящей жид-
кости в постоянном электрическом поле горизон-
тального конденсатора при автономной 
униполярной инжекции заряда с катода. Найдены 
аналитические и численные зависимости равно-
весных решений для электрического потенциала и 
плотности заряда для заданных параметров. 

Найдены нейтральные кривые. Вычислены 
критические параметры в минимумах нейтральных 
кривых для различных значений параметров, опре-

деляющих инжекцию. При более интенсивной ин-
жекции заряда – при увеличении по модулю любо-
го из параметров инжекции – уменьшается порог 
возникновения электроконвекции, она наступает 
при меньшем электрическом поле. 

 
Рис. 6. Зависимость минимального значения 
Fmin от параметра инжекции А  и значениях 
q0: 1 – –0.1; 2 – –0.2; 3 – –0.3 
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