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В данной статье рассматриваются вынужденные колебания и параметрическая неустойчи-
вость цилиндрической капли, а также ансамбля капель при круговых вибрациях. Капля 
окружена несжимаемой жидкостью другой плотности и зажата между двумя параллельными 
пластинами. В равновесии капля имеет форму круглого цилиндра, ограниченного в осевом 
направлении этими пластинами. Построены динамическая и средняя формы капли. Получе-
на система амплитудных уравнений для возмущений и исследована параметрическая не-
устойчивость вынужденных колебаний одиночной капли. По аналогии написана система 
уравнений для исследования параметрической неустойчивости для произвольной капли в 
ансамбле взаимодействующих капель. Построены области неустойчивости как для взаимо-
действующих мод, так и для мод более высокого порядка. Показано, что в случае ненулево-
го взаимодействия нижние моды более опасны при наличии расстройки частоты. 
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This article discusses forced oscillations and parametric instability of a cylindrical drop and an en-
semble of drops under circular vibrations. The drop is surrounded by an incompressible liquid of a 
different density and is sandwiched between two parallel plates. In equilibrium, the drop has the 
shape of a circular cylinder bounded in the axial direction by these plates. The dynamic and aver-
age shape of the drop is constructed. A system of amplitude equations for small perturbations of 
the forced oscillations is obtained and the parametric instability of the single drop is studied. By 
analogy, a system of equations was written to study the parametric instability for an arbitrary drop 
in an ensemble of interacting drops. The regions of instability are constructed both for interacting 
modes and for modes of a higher order. It is shown that in the case of nonzero interaction, the low-
er modes are more dangerous in the presence of frequency detuning. 
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1. Введение 

Вибрационное воздействие является одним из 
широко используемых методов управления вклю-
чениями. Оно активно используется как в исследо-
вательских целях, так и на производстве. Кроме 
того, вибрации или свободные колебания, которые 
возникают при однократном непериодическом 
воздействии, могут являться нежелательным фак-
тором при работе, например, промышленных уста-
новок. Все это привлекает внимание ученых на 
протяжении нескольких десятилетий [1–10]. 

Одним из наиболее часто встречающихся эф-
фектов при вибрационном воздействии является 
параметрический резонанс, возникающий на удво-
енной частоте собственных колебаний [11]. Это 
особенно актуально при управлении различными 
включениями (частички, капельки, пузырьки) в 
жидкости [12–14] или при исследовании устойчи-
вости течения жидкости [15–20]. В работе [21] ис-
следовались вынужденные колебания цилиндриче-
ской капли со свободной линией контакта. При 
трансляционных линейных вибрациях параметри-
ческий резонанс в такой системе возникает при 
условии равенства частоты внешнего воздействия 
сумме частот двух соседних азимутальных мод 
собственных колебаний. Параметрическая не-
устойчивость цилиндрической капли с малопо-
движной линией контакта исследовалась в работе 
[14]. Параметрический резонанс для сферической 
капли возникает на удвоенной частоте собствен-
ных колебаний [22].  

Динамика связанных осцилляторов (индивиду-
альных колебательных систем) демонстрирует го-
раздо более богатое поведение [23–25] по сравне-
нию с одиночным осциллятором. Одним из 
наиболее интересных эффектов в этих ансамблях 
является появление коллективных мод, когда хотя 
бы часть осцилляторов синхронизирована, а сред-
нее поле проявляет нетривиальную динамику. В 
последнее время особый интерес вызывают ансам-
бли параметрически возбуждаемых осцилляторов 
[26–29]. Одной из возможных реализаций такой 
системы является массив джозефсоновских кон-
тактов [30, 31]. В [26–28] проведен линейный ана-
лиз неустойчивостей в ансамбле модели, в которой 
параметрическая модуляция является кусочно-
зависимой функцией времени. Параметрическое 
возбуждение синусоидальным полем в системе пе-
редемпфированных параметрических гармониче-
ских осцилляторов в пределе сильной и слабой 
пространственной связи описано в [29]. В работе 

[32] исследовались неустойчивости и коллектив-
ные моды в глобально связанных слабо нелиней-
ных генераторах, параметрически возбуждаемых 
синусоидальным сигналом. Используя метод 
усреднения, были получены уравнения для мед-
ленно меняющихся амплитуд. Анализ этих уравне-
ний позволяет находить линейные неустойчивости, 
а также анализировать нелинейные режимы, раз-
вивающиеся из этих неустойчивостей. Аналитиче-
ские результаты подтверждены численными экс-
периментами. Неустойчивости коллективных мод 
приводят к режиму бегущей волны, когда интен-
сивность колебаний каждого осциллятора перио-
дически меняется во времени. При больших ам-
плитудах возбуждения наблюдается замороженное 
состояние с практически равномерными интенсив-
ностями колебаний. В работах [33–36] рассматри-
валось влияние внешнего шума на ансамбли ос-
цилляторов, описываемых разными моделями.  

В данной работе описываются вынужденные 
колебания и параметрическая неустойчивость ци-
линдрической капли при круговых вибрациях. Ли-
ния контакта свободная и не взаимодействует с 
подложками, между которых зажата капля. На ос-
нове полученных результатов изучается поведение 
ансамбля таких капель, взаимодействующих меж-
ду собой. 

Статья имеет следующую структуру. В разде-
ле 2 формулируется постановка задачи с использу-
емыми приближениями и оценками. В разделе 3 
исследуются вынужденные колебания капли под 
действием круговых вибраций. В разделе 4 форму-
лируется задача исследования устойчивости вы-
нужденных колебаний относительно малых воз-
мущений. В разделе 5 описывается пара-
метрическая неустойчивость вынужденных коле-
баний капли. В разделе 6 рассматривается ан-
самбль взаимодействующих капель. 

2. Постановка задачи 

Рассматриваются вынужденные колебания ци-
линдрической капли (или капиллярного моста) не-
сжимаемой жидкости с плотностью *

iρ  и кинема-

тической вязкостью *
i , окруженной другой 

жидкостью другой плотности *
eρ  и кинематиче-

ской вязкостью *
e , под действием круговых виб-

раций     * *2 * *2 *= cos sin * * * *A ω t + B ω tx yf e e  

(рис. 1). Вся система в осевом направлении огра-
ничена двумя параллельными твердыми плоско-
стями.  
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Рис. 1. Геометрия задачи 

В отсутствие вынуждающей силы капля имеет 
форму круглого цилиндра радиуса *R , равновес-
ный краевой угол прямой. Будем предполагать 
только двухмерное движение в плоскости (x, y), 
т.е. линии контакта двигаются свободно, не взаи-
модействуя с подложками. Следовательно, в про-
цессе движения капля всегда имеет форму цилин-
дра, поперечное сечение которого меняется, а 
краевой угол постоянен и равен 90o . На боковой 
поверхности капли, т.е. деформированной поверх-
ности раздела капля – внешняя жидкость, учиты-
вается поверхностное натяжение * . 

Жидкости рассматриваются как идеальные, т.е. 
невязкие и несжимаемые. Для выполнения первого 
условия необходимо, чтобы выполнялось условие 
малости толщины вязкого пограничного слоя 

i e x yl R  * * * *
, , . Второе приближение о не-

сжимаемости жидкостей выполняется при боль-
ших скоростях звука * * *

,x yc R . Оценки, приве-

денные в работах [37, 38], показывают, что для 
капель радиуса * ~ 1R  мм эти приближения явля-

ются вполне оправданными.  
Удобно ввести полярные координаты ( *r , ), в 

которых поверхность капли описывается соотно-
шением * * * *( , )  r R t , где * *( , )  t  – откло-

нение боковой поверхности капли от равновесного 
положения. Амплитуда колебаний капли мала по 
сравнению с равновесным радиусом *R . Движение 
рассматриваем безвихревое, поэтому удобно вве-
сти потенциалы скорости , ,i e i ev  . Выберем в 

качестве единиц измерения длины *R , времени 0t , 

скорости 0v , плотности 0 , давления 0p  и харак-

терной амплитуды колебаний 0A , где 

 * * *3 *
0 ( )i et     R , 

  * * * *3
0 0 ( )i ev    A R ,  

* *
0 i e    , * * *2

0 0p A R , * *
0A A B  . 

В безразмерных параметрах получаем следую-
щую задачу: 
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 (1)  

где 0 1  A R  – характерная амплитуда вибра-

ций,  * * *
i i e i      – плотность жидкости в 

капле, 1e i    – соотношение плотностей, 

 * * * *3 *
e i R       – частота вибраций, 

* 1
0a A A  и * 1

0b B A  – амплитуды вибраций. 

3. Вынужденные колебания 

Рассмотрим вынужденные колебания. Решение 
системы (1) будем искать в виде разложения в ряд 
по степеням малого параметра   – малой безраз-
мерной амплитуде вибраций: 

   
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0 1
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,
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



 

В нулевом порядке разложения получаем зада-
чу: 

 

 
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r p

r



    

 



   

 

          

  

  

   (2) 

решение которой имеет вид 

      
      
     
   
   

0
1

0
1

0

cos sin ,

1
cos sin ,

cos sin ,

cos ,

sin .

i t

e t

i e

i e

r C t S t

C t S t
r

C t S t

C t a t

S t b t

 

 

  

  

  

  
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      (3) 

Положение и форма поперечного сечения кап-
ли показаны на рис. 2, а. Из решения (3) следует, 
что форма этого сечения представляет собой 
окружность, центр которой двигается по эллипти-
ческой траектории. Система будет совершать 
твердотельное движение при равенстве плотностей 

i e  . 
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В первом порядке получаем задачу 
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решение которой имеет вид 

        1 2
0 1 2

1
cos 2 sin 2

2
     i a t r a t a t , (5) 

      1
1 22

1
cos 2 sin 2

2
    e b t b t

r
,      (6) 

       1
0 1 2cos 2 sin 2     c t c t c t ,           (7) 

2
2 6  ,  22   i e , 

     2 2 2
0

2
sin 2 ,

4

   
   


i e

i

a t A B t  

   
3

2 2 2
1 2 2

2

sin 2 ,
4

 
    

 
ea t A B t  

 
3

2
2 2 2

2

2
cos 2 ,

4

 
  

 
ea t AB t  

 
    

2

2 2 2
1 2 2

2

4 6
sin 2 ,

4

   
    

 
e

b t A B t  

 
  2

2
2 2 2

2

2 4 6
cos 2 ,

4

   
  

 
e

b t AB t  

 
   

 

2 2 2
0

2 2 2 2

1
cos 2

8

,
2

i

c t A B t

A B

     


   

 

   
   

 

2
2 2 2

1 2 2
2

2 2 2 2

2 1 3
cos 2

4 4

1 3
,

6 4

e

e

c t A B t

A B

  
    

 

      
 

 

   2
2

2 2 2
2

2 3
sin 2 .

4

  
  

 
ec t AB t  

Здесь  2 1m m m    – частота m -й азимуталь-

ной моды собственных колебаний капли со сво-
бодной контактной линией [21]. Независящая от 

времени часть функции  1  (7) описывает эффект 

изменения средней формы капли. Знаменатель 
2 2

24   демонстрирует наличие нелинейного ре-

зонанса, который происходит на половине соб-
ственной частоты квадрупольной азимутальной 
моды. Аналогичные эффекты были получены в ра-
боте [21] для линейных вибраций. 

Динамическая форма капли (7) в первом поряд-
ке разложения показана на рис. 2, б. Независимо от 
соотношения плотностей имеет место эффект сжа-
тия капли вдоль оси вибраций, что согласуется с 
результатами работы [21]. Учет взаимодействия 

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5x
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1
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a б 
Рис.2. Форма линии контакта: а – в главном, б – в первом порядке разложения для различных 
фаз периода колебаний ( 0.7i  , 0.5a b  , 0.3  ). t = 0 – сплошная, t = 0.125T – пунктир-

ная, t = 0.25T – штриховая, t = 0.375T – штрихпунктирная, t = 0.5T – разомкнутая линии 
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линии контакта с поверхностью пластин проде-
монстрировал принципиальную возможность вы-
тягивания тяжелой капли, что согласуется с экспе-
риментами.  

4.  Устойчивость вынужденных 
колебаний 

Рассмотрим устойчивость вынужденных коле-
баний, полученных выше, относительно малых 
возмущений. Введем возмущения основного тече-
ния в виде 

, , ,p p q               

где , ,p     – возмущенные поля, , ,p   – ос-

новное решение, , ,q   – малые нестационарные 

возмущения 

   0 1 ,          0 1 ,q q q     
   0 1      . 

Подставляя возмущенные поля в исходную систе-
му (1) и линеаризуя, получим для возмущений си-
стему уравнений и граничных условий: 
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Решение этой задачи будем искать методом мно-
гих масштабов: 
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где m  – номер моды собственных колебаний.  
Таким образом, в нулевом порядке разложения 

получаем задачу 
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решение которой имеет вид 
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Собственные частоты колебаний капли являют-
ся решением задачи в нулевом порядке и пред-

ставляют собой выражение  2 2 1m m m   , как 

указывалось выше. В случае монохроматических 
вибраций резонансное нарастание амплитуды про-
исходит при частоте, которая вдвое меньше 
наименьшей частоты собственных колебаний. 
В первом порядке получаем следующую задачу: 

 1 =0 ,           
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При монохроматическом вибрационном воз-
действии параметрическая неустойчивость для 
главных резонансов появляется при выполнении 
условия синхронизма 1m m    . Чтобы опи-

сать близость внешних частот к сумме 

1m m     количественно, введем параметр 

расстройки 1m m    . 

5. Параметрический резонанс 

При решении системы первого порядка для 
возмущений уничтожение секулярных слагаемых 
дает дифференциальные уравнения для амплитуд с 
учетом расстройки частоты  :  
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Решение для амплитуд mA  и 1

mA  ищем в виде 

1exp( t )  и получаем решение для инкремента  : 

2 2
1 2   K K . 

Вид нейтральной кривой  ω  определяется 

выражением 1 2  m m+1ω = + K K  и представ-

лен на рис. 3. 

 

Рис. 3. Области параметрического резо-
нанса для m =3 и m=4 

Рис. 4. Геометрия ансамбля капель 
 

6. Ансамбль капель 

Рассмотрим ансамбль, состоящий из N числа 
взаимодействующих капель (рис. 4). Мы предпо-
лагаем, что параметры осцилляторов в ансамбле 
одинаковы, но параметрическое возбуждение име-
ет разные фазы   для разных осцилляторов. По 
аналогии с рассмотренными выше вынужденными 
колебаниями одиночной капли запишем систему 
уравнений для ансамбля взаимодействующих ка-
пель с учетом трения и нелинейных слагаемых для 
амплитуд двух соседних азимутальных мод при 
параметрическом возбуждении: 
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где j  – номер капли, mr  – коэффициент трения, 

A  – амплитуда, j  – сдвиг фазы,   – частота 

внешнего воздействия, m  и m  – коэффициенты, 

характеризующие консервативное взаимодействие, 
m  – параметр взаимодействия капли с ансамблем. 

Мы предполагаем, что фазы возбуждения j  рас-

пределены равномерно на отрезке  0,2 .  

 При исследовании линейной неустойчивости 

  
а б 

Рис. 5. Области параметрического резонанса ансамбля капель: а – 10.5, 0.6, 1m mr r    ;  
б – 12.5, 0.6, 1m mr r     
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удобно переписать уравнения (8), (9) в терминах 
«пространственных» гармоник, т.е. перейдем в 
Фурье-пространство: 
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2
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k mC a e d
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
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Следовательно, система (8), (9) для коэффициен-
тов Фурье принимает следующий вид: 
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Здесь введена расстройка частоты 

1m m     . Отметим, что вся система рас-

падается на пары связанных гармоник 1k k  . 
Более того, уравнения для всех пар с 0k   одина-
ковы, а для 0k   мы имеем дополнительный член 
из-за связи среднего поля. Другими словами, 

0ma C  и 1 0 ma B . 

Система (10)–(12) описывает три области не-
устойчивости, отдельные для каждой пары, и соб-
ственные значения   для kC , ~ t

kB e  определя-

ются следующим образом, соответственно:  
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Области неустойчивости показаны на рис. 5. Из 
представленных графиков видно, что в некоторых 
случаях неустойчивость для первых двух пар 0C , 

1B  (10) и 1C , 0B  (11) (т.е. для 0k  ) возникает 

раньше, чем для остальных гармоник (12) ( 0k  ). 

7. Заключение 

Рассмотрены вынужденные колебания цилин-
дрической капли в поле круговых вибраций. По-
строена динамическая форма капли. Обнаружено 

явление нелинейного резонанса на удвоенной ча-
стоте внешнего воздействия для квадрупольной 
моды. Получена система амплитудных уравнений 
для возмущений и исследована параметрическая 
неустойчивость вынужденных колебаний одиноч-
ной капли.  

По аналогии написана система уравнений для 
исследования параметрической неустойчивости 
для произвольной капли в ансамбле взаимодей-
ствующих капель. Построены области неустойчи-
вости как для взаимодействующих мод, так и для 
мод более высокого порядка. Показано, что в слу-
чае ненулевого взаимодействия нижние моды бо-
лее опасны при наличии расстройки частоты. 

Добавим, что в рассматриваемом случае ансам-
бля капель невозможны осредненные корпоратив-
ные эффекты взаимодействия частиц в вибрацион-
ном поле, аналогичные, например, описанным 
в [39]. В таких случаях важно взаимодействие ча-
стиц со стенками сосуда (границами области), вли-
янием которых мы пренебрегаем. 

 
Работа выполнена при финансовой поддержке 

гранта РНФ № 19-42-04120. 
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