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Предлагается новая физико-математическая модель высокотемпературного переноса паров 
кремния в условиях среднего вакуума от зеркала расплава до поверхности поглощающей 
пористой среды в атмосфере остаточного газа. Разработанная модель максимально упроще-
на и предназначена для дальнейшей численной реализации в ходе моделирования нестацио-
нарного трехмерного процесса высокотемпературного силицирования пористых углеродных 
изделий произвольной формы и при условии сложного распределения источников кремния. 
Физико-математическая модель переноса описывается всего одним нелинейным дифферен-
циальным уравнением в частных производных для концентрации паров кремния в атмосфе-
ре аргона или любого другого остаточного газа. В предельном случае простейшей геомет-
рии и одномерной постановки задачи получено стационарное аналитическое решение, 
объясняющее аномально большой поток паров кремния вглубь пористого материала в 
натурных экспериментах. Полученное аналитическое решение для изучаемых газовых сме-
сей выражается через известные верифицированные значения материальных параметров. 
Оно показывает, что несмотря на низкое значение плотности насыщенных паров кремния 
парожидкофазный процесс высокотемпературного силицирования углеродных материалов 
физически возможен за разумное время. 
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We propose a new physical and mathematical model for description of silicon vapor high-
temperature transfer under medium vacuum conditions from the melt mirror to the surface of an 
absorbing porous medium in an atmosphere of residual gas. The developed model is simplified to 
the greatest extent possible and is intended for further numerical implementation in the course of 
modeling a non-stationary three-dimensional process of high-temperature siliconization of arbi-
trary-shaped porous carbon products under the condition of a complex distribution of silicon 
sources. The physical and mathematical model of transport consists of only one non-linear partial 
differential equation for the silicon vapor concentration in an atmosphere of argon or any other re-
sidual gas. In the limiting case of the simplest geometry and one-dimensional formulation of the 
problem, we obtained a stationary analytical solution that explains the anomalously large silicon 
vapor flux into the porous material in full-scale experiments. The obtained analytical solution for 
the studied gas mixtures is expressed in terms of the known verified values of the material parame-
ters. It shows that despite the low saturation density of silicon vapor, the vapor-liquid-phase pro-
cess of high-temperature siliconization of carbon materials is physically possible in a reasonable 
time. 
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1. Введение 

Все известные на сегодняшний день техноло-
гии производства высокотемпературных компози-
ционных материалов непрерывно совершенству-
ются и вследствие усложнения требуют на разных 
этапах реализации более современных подходов, 
включая самый первый, – построение новых физи-
ко-математических моделей для происходящих 
процессов [1]. Одной из актуальных проблем в 
этой области является численное моделирование 
доставки газообразного кремния от зеркала рас-
плава до поверхности изделия в ходе высокотем-
пературного силицирования углеродного пористо-
го материала. 

Для реальных условий производства этот про-
цесс описывается сложной системой дифференци-
альных уравнений в частных производных, и для 
его адекватного описания требуется учет множе-
ства осложняющих факторов. В то же время тех-
нология является существенно трехмерной и тре-
бует сильной детализации расчетной сетки по 
причине наличия в реторте множества тиглей с 
расплавом и их сложного расположения в рабочем 
пространстве печи. В настоящий момент осуще-
ствить полноценное 3D-численное моделирование 
этого процесса не представляется возможным. 

В результате существующие модели для описа-
ния переноса газообразного кремния в рабочем 
пространстве промышленной установки в ходе вы-
сокотемпературного силицирования ограничива-
ются простейшими подходами [2]. А именно, 
вследствие того, что данный процесс осуществля-
ется в условиях среднего вакуума и при чрезвы-
чайно высоких температурах выше точки плавле-
ния кремния, считается, что диффузия играет 

решающую роль в обеспечении транспорта газо-
образного кремния от зеркала расплава к изделию. 

Иными словами, для описания указанного про-
цесса используется простейшее уравнение диффу-
зии без учета конвективного переноса. Однако ис-
пользование реальных значений коэффициента 
диффузии в этом уравнении не позволяет обеспе-
чить наблюдаемое в эксперименте расходование 
того количества кремния, которое необходимо для 
полноценного силицирования изделия. В результа-
те складывается парадоксальная ситуация, т.е. 
факты показывают: в экспериментах изделие при 
определенных условиях все же может быть насы-
щено требуемым количеством кремния. Это озна-
чает, что все физические условия, необходимые 
для успешной реализации этого процесса, до сих 
пор не определены. 

2. Диффузионный транспорт  
в газах 

Воспользуемся уравнением классической диф-
фузии, которое имеет вид 

2 2 2

2 2 2

C C C CD
t x y z

            
, 

где D – коэффициент диффузии, C – массовая кон-
центрация. Это стандартное дифференциальное 
уравнение в частных производных второго поряд-
ка параболического типа [3]. В стационарном слу-
чае ( 0t   ) задача упрощается и сводится к 

уравнению Лапласа 

0C  . 
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Не вдаваясь в тонкости промышленной техноло-
гии, рассмотрим процесс в виде простейшей мо-
дельной постановки, когда поверхности изделия и 
расплава представляют собой две параллельные 
плоскости, находящиеся на расстоянии L друг от 
друга (рис. 1). Действием силы тяжести в даль-
нейшем будем пренебрегать.  

Пусть на зеркале расплава задается концентра-
ция насыщенных паров кремния C(L) = Cs, а на ле-
вой границе в виду полного поглощения газооб-
разного кремния пористой средой поддерживается 
условие C(0) = 0. В одномерной постановке урав-
нение Лапласа с этими граничными условиями да-
ет единственное нетривиальное решение в виде 
линейной зависимости, схематично представлен-
ное на рис. 1: 

( ) sCC x x
L

 . 

Пусть характерное расстояние L между зерка-
лом расплава и изделием составляет порядка 0.5 м. 
Давление насыщенного пара для кремния при тем-
пературах, не сильно превышающих точку плавле-
ния кремния, весьма мало и равно по порядку ве-
личины ps = 10 Па [4,5]. 

( )C x

x

C

1 2

L

sC
( )C x

x

C

1 2

L

sC

 

Рис. 1. Геометрия задачи: 1 – изделие, 2 – 
поверхность расплава; Cs – концентрация 
насыщения 

Объемная концентрация для кремния в состоя-
нии насыщения вычисляется через давление 
насыщенных паров с помощью уравнения состоя-
ния идеального газа 

320
23

10 4.02 10 1 м
1.38 10 1800k

s
s

p
n

T 
   

 
. 

Здесь k – постоянная Больцмана, а характерная ра-
бочая температура лежит в окрестности T = 
1800 K. Сравним предсказываемую теоретически 
плотность потока кремния со значением, наблюда-
емым в эксперименте. В самом деле, по определе-
нию плотность потока вещества – это масса, пере-
носимая за единицу времени через единицу 
площади 

dm dm dlj n n v
dSdt dSdt dl

  
   

, 

где n


– единичный вектор, направленный в сторо-
ну движения газа. Если перенос кремния опреде-
ляется только диффузией, то в этом случае плот-

ность потока кремния определяется только зако-
ном Фика 

к кj D C D      


. 

Данная формула предсказывает весьма малое зна-
чение плотности потока кремния jк = 2.6210-5 
кг/м2с (плотность кремния на зеркале расплава со-
ставляет к = pкк/RT = 1.8710-5 кг/м3). По оцен-
кам технологов, занимающихся силицированием 
углеродных изделий, этого явно недостаточно, 
чтобы при имеющейся пористости материала за 
разумное время произвести полную закупорку пор. 
Более того, на сегодняшний день имеет место си-
туация, когда иногда при переходе к новой по 
форме заготовке или новым условиям нагрева 
процесс невозможно предсказать, будет ли он 
успешным. Иными словами, у технологов нет 
строгой теории, предсказывающей однозначно, 
насколько удачным будет результат. Но в действи-
тельности при выполнении некоторых условий 
различные по форме изделия все же успешно 
насыщаются кремнием, и можно считать надежно 
установленным положение, согласно которому все 
неудачи в ходе технологического процесса опре-
деляются не расстоянием от зеркала расплава до 
изделия, а совсем другими факторами.  

Более общее уравнение переноса примеси с 
учетом дополнительного конвективного транспор-
та газа как сплошной среды [6] записывается в ви-
де  

  C C D C
t

    



V . (1) 

Здесь 


V  – макроскопическая скорость физически 
малого элемента газа. Главной проблемой при ис-
пользовании уравнения (1) является вопрос о его 
замыкании. В рамках механики сплошных сред 
динамика флюида в общем случае определяется 
уравнением Навье – Стокса [6]. В трехмерном слу-
чае это три нелинейных дифференциальных урав-
нения в частных производных для трех компонент 
скорости vx, vy и vz. В эти уравнения входят еще 
две переменные – давление и плотность, которые 
тоже подлежат определению. В результате к си-
стеме уравнений добавляются еще два: закон со-
хранения массы в дифференциальной форме и 
уравнение состояния. Таким образом, итоговая си-
стема уравнений становится чрезвычайно гро-
моздкой и трудноразрешимой.  

В настоящее время прямое численное модели-
рование рассматриваемых процессов в полной 
трехмерной постановке весьма затруднительно 
даже с помощью высокопроизводительных супер-
компьютеров. Проблема заключается в построении 
упрощенной формулировки задачи, такой, чтобы, с 
одной стороны, учесть все физические факторы, 
важные для адекватного описания рассматривае-
мых процессов, а с другой стороны – избежать ис-
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пользования излишне сложных моделей, чтобы за-
дача считалась за разумное время и не требовала 
бы излишних вычислительных мощностей.  

Следуя подходу, реализованному в [7], рас-
смотрим в полной постановке уравнение Навье – 
Стокса и оценим вклад каждого слагаемого. В гид-
родинамике пористых сред необходимо отличать 
поровую скорость v


 и скорость фильтрации v


. 

Скорость фильтрации определяется через общий 
расход флюида и связана с поровой скоростью со-
отношением = vv 

 
. Здесь  – пористость матери-

ала. Для поровой скорости в среде имеем исходное 
уравнение движения [7] 

v (v )vf p v
t




       

  
, 

где f – плотность прокачиваемого флюида,  – 
динамическая вязкость,  – проницаемость. Пере-
ходя полностью к скорости фильтрации, получаем  

 1 2 ( )f
v v v p v
t

  


        

   
.  (2) 

Теперь можно оценить слагаемые в левой и правой 
частях этого уравнения, содержащие скорость. 
Наименее тривиальным параметром в данном 
уравнении является проницаемость . В отноше-
нии подвижных атомов несущей среды (аргона) 
можно говорить лишь о модельном характере это-
го газа как пористого материала с некоторой эф-
фективной проницаемостью. А именно, имеется в 
виду модель, согласно которой газообразный 
кремний как некий флюид фильтруется через не-
сущую среду за счет того, что пары кремния рас-
сеиваются на точечных, более тяжелых, но тем не 
менее подвижных атомах аргона. В виду крайней 
разреженности несущей среды ожидается, что 
проницаемость  будет иметь аномально большое 
значение.  

Пусть среда представляет собой систему из не-
больших твердых сферических центров, которые 
омываются гидродинамическим потоком. В дву-
мерной постановке применительно к рассеиваю-
щим центрам с цилиндрической симметрией и до-
статочно плотной упаковкой проницаемость такой 
среды вычисляется в работе [8]. Это естественно 
дает для наших параметров существенно занижен-
ную оценку   10-6 м2, так как в нашем случае 
рассеивающие центры фактически точечные. Гид-
родинамическое сопротивление точечных рассеи-
вающих центров зависит от длины свободного 
пробега  

 
23

3
2 210

1.38 10 1800 5.6 10
2 2 1.4 10 100

kTl
d p 






    


м. 

Здесь диаметр атома аргона взят d = 1.410-10 м, 
парциальное давление аргона равно 100 Па. В ито-

ге получаем для проницаемости   l2 = 3.110-5 м2. 
Однако эта оценка тоже дает заниженное значение, 
так как она справедлива в случае плотной упаков-
ки препятствий. Таким образом, для оценки про-
ницаемости воспользуемся известной формулой 
Козени–Кармана [7, 11]. Эта формула имеет в тео-
рии пористых сред широкое применение и выво-
дится из самых общих геометрических соображе-
ний. В результате получаем 

3 2
3

2
2 10

(1 )

d


  


 м2, 

где  – пористость среды (аргона), d – характер-
ный размер обтекаемого препятствия (в нашем 
случае это атомы аргона). 

Еще один важный параметр – это макроскопи-
ческая скорость элемента газа (скорость фильтра-
ции). Будем считать, что при испарении атомы 
кремния отрываются от поверхности расплава со 
среднеквадратичной скоростью 

03 1250 м сu T m k . 

Осредняя по всевозможным направлениям, полу-
чаем среднюю проекцию плотности потока на 
нормаль jк = кu/2. Часть этого импульса необра-
тимо теряется на рассеивающих центрах, поэтому 
для скорости фильтрации имеем кu/2 = (к + a)v. 
Откуда вытекает, что среднемассовая скорость  v = 
кu/2(к + a) = 41 м/с (для парциального давления 
аргона pа = 100 Па имеем а = pаа/RT = 2.6710-4 
кг/м3).  

Оценим теперь величину каждого слагаемого в 
уравнении (2), принимая во внимание, что пори-
стость  такой среды близка к единице: 

2 2
2 4 41( ) 2.86 10 0.96

0.5f f
vv v
L

      
   , 

1 0f
v
t

   



, 

4

5

3.5 10 41 463
3.1 10

v





  



. 

Из этих оценок видно, что вязкое слагаемое явля-
ется доминирующим в этом уравнении. А именно, 
как инерционное слагаемое, так и слагаемое, отве-
чающее за нестационарность процессов, прене-
брежимо малы по сравнению с вязким членом 

2 ( )f
v

v v
  


 
  

. 

В результате из (2) имеем выражение для скорости 
в виде известного закона Дарси [7] 

 кv p


  


.  (3) 
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За счет испарения на зеркале расплава и поглоще-
ния на изделии имеем некий средний градиент 
плотности паров кремния. Так как давление иде-
ального газа пропорционально плотности, это по-
рождает градиент давления кремния, который мо-
жет выступать в роли дополнительной движущей 
силы помимо диффузии. Парциальное давление 
кремния согласно уравнению состояния идеально-
го газа равно 

 к кp n T k ,  (4) 

где nк = Nк/V – число атомов кремния в единице 
объема. Выразим nк через массовую концентра-
цию C. По определению под массовой концентра-
цией будем понимать 

к к

а к а к

m
C

m m


 
 

 
. 

Плотность кремния выражается через относитель-
ную массовую концентрацию следующим образом: 

 к а1
C
С

 


.  (5) 

Перепишем уравнение (4) через плотность крем-
ния и подставим туда соотношение (5) 

к а
к 1
T Cp

C






R . 

Далее подставим этот результат в закон Дарси 
(3), пренебрегая пространственными неоднородно-
стями плотности аргона и температуры. Также 
учтем, что концентрация кремния в действитель-
ности никогда не достигает единицы. Аргон или 
остаточный воздух присутствуют в реторте всегда, 
и их концентрация примерно на порядок превыша-
ет концентрацию паров кремния. В результате раз-
ложим множитель C/(1 – C) в ряд по малым C и 
ограничимся в итоговом выражении первым неис-
чезающим членом. Закон Дарси (3) приобретает 
вид  

 а
к

к

RT
v p C

 
  

     


.  (6) 

Тем не менее в уравнение (1) необходимо подстав-
лять среднемассовую скорость 

а а к к к к к к

а к а к а

+
+ +

v v v v   
    

  
   

V . 

Подставляя это выражение в обобщенное уравне-
ние переноса примеси (1) с учетом того, что в этом 
уравнении фигурирует среднемассовая скорость, 
получаем окончательно уравнение 

  2к

к

RTC C D C
t

 


    


.  (7) 

Теперь это более сложное дифференциальное 
уравнение в частных производных с нелинейно-
стью типа квадрата градиента концентрации. От-
метим, что подобные уравнения диффузии с нели-
нейностями, которые квадратичны градиенту 
концентрации, довольно часто встречаются в раз-
личных областях физики. Так, в работах [9,10] по-
казано, что нелинейное слагаемое данного вида 
довольно сильно меняет транспортные диффузи-
онные свойства материала, в роли которого высту-
пает кристалл ниобата лития, и позволяет объяс-
нить некоторые наблюдаемые эффекты, связанные 
с насыщением водородом рассматриваемой среды.  

Для стационарных условий уравнение (7) при-
водится к виду 

  2C C    , (8) 

где  – знакоположительный безразмерный пара-
метр, отвечающий за вклад конвективного слагае-
мого в общий транспорт паров кремния 

 к

к

D
RT

 

 .  (9) 

Оценим значение нового введенного параметра. 
Возьмем величину динамической вязкости и ко-
эффициента диффузии из работы [11]. В этой ра-
боте данные параметры оценивались примени-
тельно к рассматриваемому процессу силици-
рования исходя из известных формул молекуляр-
но-кинетической теории [12]:  

 3 2

2
12 12 0

3 3
8 2 8

TT TD
p d p m
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01 2
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m T
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  2

Ar

k
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Здесь 12 – эффективное сечение рассеяния для 
двух частиц, 12 – приведенная масса. Для двух 
примерно одинаковых по массе и размерам частиц 
имеем 12 = d2, 12 = m0. Масса одного атома 
кремния равна m0 = к/NА = 0.028 кг/Моль/ 
6.021023 1/Моль = 4.710-26 кг. Из табличных дан-
ных возьмем диаметр атома кремния dSi = 0.2310-9 
м. В результате получаем D = 0.7 м2/с,  = 3.510-4 
м2/с. Таким образом, оценка параметра  дает 

4 3

3 5

3.5 10 28 10 0.7 0.012
2 10 8.31 1800 1.87 10


 

 
    

    
. 

Заметим, что этот комплекс представляет собой 
изначально безразмерный параметр в задаче и ха-
рактеризует соотношение между диффузионным и 
конвективным переносом. 

3. Аналитическое решение 

В одномерной постановке уравнение (8) имеет 
точное решение. А именно, сформулируем крае-
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вую задачу в виде обыкновенного дифференциаль-
ного уравнения второго порядка и двух граничных 
условий: 

2 2

2

C C
x x

      
; 

C(0) = 0, C(L) = Cs. 

Сделаем в этом уравнении замену переменных 

 Cu C
x

     
, (10) 

тогда порядок уравнения понижается, и оно при-
водится к виду 

 2
u u   . 

Теперь переменные разделяются и как слева, так и 
справа получаем табличные интегралы: 

2

dudx
u

   . 

Результатом элементарного интегрирования [13] 
является функциональная зависимость 

u
x A






. 

Здесь A – неизвестная константа интегрирования. 
Возвращаясь к старой переменной (10), а именно, 
подлежащей определению функции C(x), получаем 
после интегрирования логарифмическое решение 
вида 

ln
x A

C
B
    

 
. 

Из упоминавшихся ранее граничных условий 
находим константы интегрирования A и B 

BA


  ,   
 exp 1s

LB
C 




. 

В результате получаем зависимость 

   ( ) ln exp 1 1s
xC x C
L

     
 

, (11) 

где Cs – концентрация насыщенного пара. Вычис-
лим производную от этого решения на левой гра-
нице 

 
0

exp( ) 1s

x

CC
x L

 



 


. 

Это значение производной дает на поверхности 
изделия плотность потока паров кремния на поря-
док выше, чем в случае чисто диффузионного пе-
реноса jк  10-4 кг/м2с. 

4. Обсуждение результатов 

Как видно из формулы (11), сейчас решение 
представляет собой выпуклую функцию. Графиче-

ски эта функциональная зависимость представлена 
на рис. 2.  

 

Рис. 2. Табуляция формулы (11) на основе 
решения нелинейного уравнения диффузии 

Наибольшая производная имеет место как раз 
на левой границе расчетной области, т.е. на по-
верхности изделия. Отметим, что плотность потока 
пропорциональна величине производной в этой 
точке. Таким образом, учет независимого конвек-
тивного переноса паров кремния в дополнение к 
диффузионному транспорту позволяет объяснить 
наблюдаемую в экспериментах достаточно боль-
шую скорость высокотемпературного насыщения 
углеродного материала в условиях среднего ваку-
ума. 

5. Заключение 

Полученное в ходе данного исследования ана-
литическое решение обобщенного уравнения диф-
фузии паров кремния при силицировании пористо-
го углеродного материала показывает, что 
газообразный кремний занимает практически весь 
объем рабочего пространства печи. Иными слова-
ми, нет необходимости максимально близко при-
ближать тигли с расплавом кремния к поверхности 
изделия, как это предполагалось долгое время по 
результатам предшествующих теоретических ра-
бот. Полученные результаты показывают, что со-
противление сторонних газов диффузионному по-
току кремния, конечно, должно присутствовать в 
реальном технологическом процессе, но классиче-
ская диффузия является не единственным меха-
низмом переноса. Обобщение модели с учетом до-
полнительного конвективного переноса позволило 
разрешить парадокс, согласно которому в экспе-
рименте наблюдается аномально интенсивное 
насыщение пористого углеродного материала па-
рами кремния в противовес более ранним теорети-
ческим предсказаниям. 
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