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Представлено точное решение уравнений Навье-Стокса в приближении Буссинеска. Оно 
описывает адвективное течение в плоском вращающемся слое несжимаемой проводящей 
жидкости, на горизонтальных границах которого задано линейное распределение темпера-
туры. Ось вращения перпендикулярна слою жидкости. Слой помещен в постоянное одно-
родное магнитное поле, ориентированное противоположно силе тяжести. Исследуется пове-
дение скорости и температуры течения в зависимости от числа Тейлора и Гартмана. В 
рамках линейной теории исследуется устойчивость адвективного течения на нормальные 
возмущения с помощью нового численного метода. Задача сводится к одномерной системе 
уравнений в частных производных с неизвестными функциями, зависящими от времени и 
вертикальной координаты, которая решается с помощью метода сеток. Расчеты показали, 
что слабое магнитное поле повышает устойчивость течения, не меняя колебательный харак-
тер неустойчивости. В рамках нелинейной постановки задачи численно изучаются конечно-
амплитудные возмущения в надкритической области вблизи минимумов нейтральных кри-
вых. Расчёты показали, что вблизи верхней и нижней границ слоя возникают движущиеся в 
противоположных направлениях тепловые пятна. Формируется вблизи горизонтальных гра-
ниц слоя система бегущих винтообразных вихрей, возникающих в области с неустойчивой 
температурной стратификацией. Возмущение напряженности магнитного поля имеет спира-
левидную форму.  
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An exact solution of the Navier-Stokes equations in the Boussinesq approximation is presented. It 
describes advective flow in a flat rotating layer of an incompressible conducting fluid, on the hori-
zontal boundaries of which a linear temperature distribution is set. The rotation axis is perpendicu-
lar to the fluid layer. The layer is placed in a constant homogeneous magnetic field oriented oppo-
site to the force of gravity. The behavior of the flow velocity and temperature depending on the 
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Taylor and Hartmann numbers is investigated. The stability of advective flow under normal pertur-
bations is investigated within the framework of linear theory using a new numerical method. The 
problem is reduced to a one-dimensional system of partial differential equations with unknown 
functions depending on time and the vertical coordinate, which is solved using the grid method. 
Calculations have shown that a weak magnetic field increases the stability of the flow without 
changing the oscillatory character of instability. For the nonlinear formulation of the problem, the 
finite-amplitude perturbations in the supercritical region near the minima of neutral curves are stud-
ied numerically. Calculations have shown that thermal spots moving in opposite directions appear 
near the upper and lower boundaries of the layer. Near the horizontal boundaries of the layer forms 
a system of running helical vortices, arising in the region with unstable temperature stratification. 
The magnetic field strength perturbation has a spiral shape. 
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1. Введение 

Устойчивость плоскопараллельных адвектив-
ных течений, возникающих в горизонтальном слое 
жидкости с твердыми границами под действием 
горизонтального градиента температуры при от-
сутствии вращения, изучается довольно интенсив-
но [1–3]. В последние годы активно исследовалось 
влияние вращения на устойчивость адвективных 
течений [4]. Для вращающегося с постоянной уг-
ловой скоростью слоя жидкости был разработан 
конечно-разностный метод, сводящий задачу изу-
чения устойчивости к системе одномерных урав-
нений в частных производных для функции тока, 
вихря скорости и температуры [5, 6].  

Имеются работы по изучению влияния магнит-
ного поля на устойчивость адвективного течения в 
горизонтальном слое при отсутствии вращения. 
Так, в [7] исследована устойчивость течения про-
водящей жидкости в слабом поперечном магнит-
ном поле. Показано, что магнитное поле резко по-
вышает устойчивость потока, не меняя характер 
нейтральной кривой. В [8] представлено адвектив-
ное течение, формирующееся в вертикальном маг-
нитном поле, исследуется устойчивость течения. В 
[9] рассматривается электропроводящая жидкость 
в магнитном поле. Исследована устойчивость ад-
вективного течения феррожидкости [10]. Изучено 
возникновение колебательной неустойчивости ад-
вективного течения проводящей жидкости в гори-
зонтальном цилиндре кругового сечения в присут-
ствии вращающегося магнитного поля [11]. 
Проведено исследование устойчивости проводя-
щей жидкости в трехмерной постановке [12].  

В данной работе исследуется устойчивость те-
чения в плоском горизонтальном вращающемся 
слое проводящей жидкости, помещённой в одно-
родное постоянное магнитное поле, ориентиро-
ванное противоположно силе тяжести.  

2. Математическая модель 

Рассмотрим бесконечный плоский горизон-
тальный вращающийся с постоянной угловой ско-
ростью Ω0 слой несжимаемой жидкости толщиной 
2h с твердыми границами, помещенный в одно-
родное магнитное поле, ориентированное проти-
воположно силе тяжести. На границах слоя задано 
линейное распределение температуры. Ось враще-
ния совпадает с вертикальной осью (рис.1). Дви-
жение жидкости описывается уравнениями кон-
векции в приближении Буссинеска [6, 13] в 
декартовой системе координат Oxyz (z ‒ верти-
кальная, x, y ‒ горизонтальные координаты). Вы-
брав в качестве единиц измерения длины, времени, 
скорости, температуры, давления и поля: h, h2/ν, 
gβAh3/ν, Ah, ρ0gβAh3 и H0 – постоянная величина 
(где ν ‒ кинематическая вязкость жидкости, β ‒ ко-
эффициент теплового расширения, g ‒ ускорение 
свободного падения, ρ0 ‒ средняя плотность), по-
лучим исходные уравнения в безразмерном виде  
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где Ta – число Тейлора, Gr – число Грасгофа, Pr – 
число Прандтля, Ha – число Гартмана, Bt – число 
Бетчелора: 
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Здесь H = (Hx, Hy, Hz) – напряженность магнитного 
поля, v = (vx, vy, vz)  вектор скорости, p  давле-
ние, iz – орт-вектор вертикальной оси z, T– темпе-
ратура, νm = c2/4πσ– коэффициент магнитной вяз-
кости, c – скорость света, σ – электропроводность 
жидкости, χm = νm / cp. 

Границы слоя ферромагнитные и твердые: 

0, (0,0,1), .1:z T x   v H                (6) 

Напряженность магнитного поля, скорость и 
температура представляются в виде (см. рис. 1): 
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Рис. 1 Схематическое изображение поста-
новки задачи 

При заданных условиях формируется стацио-
нарное адвективное течение [6]: 
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где введены комплекснозначные функции 
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Известно, что влияние вращения во многом 
сходно с влиянием магнитного поля [14], анало-
гично влиянию продольной вибрации на адвектив-
ное течение, которое сходно с воздействием вра-
щения [15]. Если Ha = 0, то при отсутствии 
магнитного поля во вращающемся слое жидкости 
возникает адвективное течение, описанное в [6]. 
При Ta = 0, когда отсутствует вращение, получаем 
течение, описанное в [8]. 

Для изучения устойчивости стационарного ад-
вективного течения применим метод малых воз-
мущений: 
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Подставив возмущенные поля (8) в систе-
му (1)–(5) и граничные условия (6), получим 
следующую задачу: 
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.div di0, 0v  V H                                       (12) 

Граничные условия: 

,1: 0 0, 0.z    V H                     (13) 

3. Линейная теория устойчивости  
адвективного течения 

В рамках линейной теории устойчивости в 
уравнениях (9)–(12) пренебрегаем малыми квадра-
тичными по V, H' и θ слагаемыми. Линеаризован-
ные уравнения для возмущений скорости V, тем-
пературы θ, давления P и напряжённости 
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магнитного поля H' имеют следующее представле-
ние во вращающейся системе координат: 
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Граничные условия:  

,1: 0 0, 0.z    V H                     (18) 

В силу большой сложности исследования 
устойчивости течения в трёхмерной постановке 
будем рассматривать предельный случай: про-
странственные винтовые периодические по x воз-
мущения в виде валов с осью, перпендикулярной 
оси x. Уравнения винтовых возмущений выводятся 
из системы (14)–(18) в предположении, что произ-
водные всех функций по y в ней равны нулю. 
Имеются все три компоненты вектора возмущения 
скорости и вектора возмущения напряжённости 
магнитного поля, которые, так же, как и возмуще-
ния температуры, являются функциями времени t и 
двух пространственных переменных x, z. Учитывая 
условия (17), введем функцию тока и вихрь воз-
мущения скорости:  
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потенциал и вихрь возмущения напряжённости 
магнитного поля: 
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Представим неизвестные функции в виде 
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где kx – волновое число. 
В результате задача сведется к системе линей-

ных уравнений в частных производных по времени 
t и переменной z: 
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В качестве начальных возмущений ψ1, ψ2, v1, v2, 
θ1, θ2, hy1, hy2, η1, η2 бралась функция sin2πz, удовле-
творяющая граничным условиям (39). 

Полученная начально-краевая задача решается 
по численной методике, описанной в [6]. Количе-
ство узлов сетки равно 200. Величины возмущения 
вихря скорости и возмущения вихря напряженно-
сти магнитного поля на твердых границах слоя 
вычислялись по формуле Вудса [14]. При построе-
нии нейтральной кривой, описывающей зависи-
мость критического числа Грасгофа от волнового 
числа, для каждого выбранного значения kx требу-
ется найти такое число Грасгофа, при котором 
действительная часть декремента возмущений 
λ = λ1+iλ2 равна нулю. Иными словами, решается 
задача о поиске корня λ1 = 0 для неявной функции 
λ1(kx, Gr, Ta, Ha, Bt) при фиксированных значениях 
Ta, Ha и Bt. Эта функция строится дискретно по 
точкам с помощью многократного решения эво-
люционной задачи методом сеток. Для нахождения 
действительной части декремента возмущений λ1 

прослеживалась эволюция во времени максимумов 
по модулю неизвестных. В силу линейности задачи 
устойчивости в качестве аппроксимации зависимо-
сти амплитуд по времени использовалась экспо-
ненциальная формула C exp(λ1t). Неизвестные λ1 и 
C определяются методом наименьших квадратов 
[17] по ходу вычислений уравнений системы мето-
дом сеток. Нулевое значение декремента возмуще-
ний уточняется методом половинного деления 
[17]. Характер поведения возмущений от времени 
существенно зависит от всех параметров задачи; в 
области неустойчивости все возмущения нараста-
ют, а в области устойчивости затухают.  

В силу сложности системы (25)–(39) основные 
расчеты проводились для слабого магнитного поля 
(Ha=0; 1; 5; 10) при Pr=6.7, Bt=1, S=1, в умерен-
ном значении числа Тейлора. Возмущение вихря 
скорости и возмущение напряжённости магнитно-
го поля на твердых границах слоя рассчитывались 
по формуле Вудса [14]. 

 
Рис. 2. Нейтральные кривые зависимости 
критического числа Грасгофа от волнового 
числа kx при различных значениях числа 
Гартмана 

 

Рис.3. Зависимость мнимой части декре-
мента возмущений от числа Грасгофа при 
Gr = Grk 

На рис. 2 представлены нейтральные кривые 
зависимости критического числа Грасгофа от вол-
нового числа kx для различных значений числа 
Гартмана при Ta = 4100. Как видно, магнитное по-
ле повышает устойчивость адвективного течения. 
Сохраняется колебательная неустойчивость. С 
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увеличением Ha растет критическое волновое чис-
ло λ2, соответствующее минимуму критического 
числа Грасгофа Grk. На рис. 3 дана зависимость 
мнимой части декремента возмущений от числа 
Грасгофа при Gr = Grk. 

4. Конечно-амплитудные  
пространственные возмущения  
в надкритических областях 

Для изучений возмущений конечной амплиту-
ды в надкритической области воспользуемся нели-
нейными уравнениями системы (9)–(13). Для про-
странственных винтовых, периодических по x 
возмущений, они имеют вид:  
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где оператор Лапласа 
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На боковых границах заданы условия перио-
дичности 

( ,0, ) ( , , ), ( ,0, ) ( , , ),

( ,0, ) ( , , ), ( ,0, ) ( , , ),

( ,0, ) ( , , ), ( ,0, ) ( , , ),

( ,0, ) ( , , ),y y

t z t L z t z t L z

v t z v t L z t z t L z

t z t L z t z t L z

h t z h t L z

   
 

   

 
 
 


     (48) 

где L – длина волны возмущений, соответствую-
щая критическому числу Грасгофа, для фиксиро-
ванных чисел Тейлора и Гартмана.  

Задача (40)–(48) решается численно с помощью 
метода сеток двухполевым методом [16]. Исполь-
зуется явная конечно-разностная схема как с цен-
тральными, так и с направленными разностями. 
Уравнения Пуассона (41) и (44) для функции тока 
ψ и η решаются методом последовательной верх-
ней релаксации. Вихри на твердых границах ап-
проксимируются по формуле Вудса. 

Расчёты для исследования винтовых возмуще-
ний проводились при Pr = 6.7, Ha = 5, 10, 
Ta = 4100 на сетке 100×200 узлов. В качестве 
начальных возмущений бралась функция 
cos(2πx / L)sin2πz, удовлетворяющая граничным 
условиям (47)–(48) Расчёты показали, что вблизи 
верхней и нижней границ слоя возникают движу-
щиеся в противоположных направлениях тепловые 
пятна (рис. 4, в). Возмущения функции тока и вто-
рой компоненты скорости формируют вблизи гра-
ниц слоя систему бегущих винтообразных вихрей, 
возникающих в области с неустойчивой темпера-
турной стратификацией (рис. 4, а, б). Возмущение 
напряженности магнитного поля имеет спирале-
видную форму (рис. 4, г, д). При надкритичности 
выше 1.57 нестационарное течение теряет гармо-
ничность по времени и перестраивается, масштаб 
вихрей уменьшается. При увеличении числа Гарт-
мана с 5 до 10 масштабы вихрей в пограничных 
слоях уменьшаются на 4.5 %, температурная стра-
тификация вблизи твердых стенок сохраняется. 
Число Нуссельта растет по корневому закону 
(рис. 5).  
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Рис. 5. Зависимость числа Нуссельта от 
числа Грасгофа для Ha = 5, Ta = 4100 

5. Заключение 

Представлено точное решений уравнений На-
вье-Стокса, записанное в приближении Обербека-
Буссинеска и описывающее адвективное течение в 
плоском горизонтальном вращающемся слое про-

водящей жидкости, помещённом в однородное по-
стоянное магнитное поле. Ширина пограничного 
слоя адвективного течения на границах слоя 
уменьшается с ростом числа Тейлора и числа 
Гартмана.  

Задача исследования устойчивости сводится к 
решению системы одномерных уравнений в част-
ных производных. Представлен конечно-
разностный метод исследования устойчивости рас-
сматриваемого адвективного течения проводящей 
жидкости. В рамках линейной теории устойчиво-
сти показано, что при числах Грасгофа выше кри-
тических для нормальных возмущений развивается 
колебательная неустойчивость. Магнитное поле 
повышает устойчивость течения.  

Поведение конечно-амплитудных возмущений, 
возникающих в слое жидкости при значениях чис-
ла Грасгофа выше критического, исследовано ко-
нечно-разностным методом сеток на основе нели-
нейной задачи. За порогом устойчивости 
возникают нестационарные периодические конеч-
но-амплитудные возмущения скорости, температу-
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д 

Рис. 4. Изолинии возмущений: а – функции тока ψ; б – скорости v; в – температуры ϑ; г – функ-
ции тока напряженности магнитного поря η; д – компоненты напряжённости магнитного поля 
hy 
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ры и напряженности магнитного поля в виде си-
стемы вихрей и температурных пятен различной 
конфигурации.  
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