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В данной статье исследуются вынужденные колебания капли несжимаемой жидкости под 
действием неоднородного переменного электрического поля. Капля окружена несжимаемой 
жидкостью другой плотности и зажата между двумя неоднородными параллельными пла-
стинами. В равновесии капля имеет форму круглого цилиндра, ограниченного в осевом 
направлении этими пластинами. Внешнее электрическое поле действует как внешняя сила, 
вызывающая движение линии контакта. Для описания движения контактной линии исполь-
зуется модифицированное граничное условие Хокинга: скорость движения линии контакта 
пропорциональна отклонению краевого угла от его равновесного значения и скорости быст-
рых релаксационных процессов, частота которых пропорциональна удвоенной частоте элек-
трического поля. Использование этого уравнения позволяет качественно описать экспери-
ментальную зависимость краевого угла в зависимости от напряжения в отличие от 
уравнения Юнга-Липмана. Решение задачи представляется в виде ряда Фурье по собствен-
ным функциям оператора Лапласа. Полученная система неоднородных уравнений для неиз-
вестных амплитуд решается численно. Построены графики амплитудно-частотных характе-
ристик и динамической формы капли при различных значениях параметров задачи. 
Параметр смачивания зависит от полярного угла  , т.е. коэффициент взаимодействия меж-
ду пластиной и жидкостью (линия контакта) является функцией координат.  
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This article investigates the forced oscillations of an incompressible liquid drop under the action of 
an inhomogeneous alternating electric field. The drop is surrounded by an incompressible fluid of a 
different density and is clamped between two inhomogeneous parallel plates. In equilibrium, the 
drop has the shape of a round cylinder bounded in the axial direction by these plates. The external 
electric field acts as an external force causing the contact line to move. To describe the motion of the 
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contact line, a modified Hocking boundary condition is used: the velocity of the contact line is pro-
portional to the deviation of the contact angle from its equilibrium value and the rate of fast relaxa-
tion processes, the frequency of which is proportional to the doubled frequency of the electric field. 
The use of this equation makes it possible to qualitatively describe the experimental dependence of 
the contact angle as a function of stress, in contrast to the Young-Lippmann equation. The solution 
of the problem is represented as a Fourier series in terms of eigenfunctions of the Laplace operator. 
The resulting system of inhomogeneous equations for unknown amplitudes is solved numerically. 
Graphs of the amplitude-frequency characteristics and the dynamic shape of the drop are plotted for 
various values of the problem parameters. The wetting parameter depends on the polar angle  , i.e. 
the coefficient of interaction between the plate and the fluid (contact line) is a function of the coor-
dinates. 
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1. Введение 

Движение капли жидкости на подложке встре-
чается во многих промышленных процессах, в свя-
зи с чем привлекает большое внимание исследова-
телей [1–10]. Особую сложность в этой области 
вызывает описание движения линии контакта трех 
сред и изменения краевого угла [11–19]. Измене-
ние угла контакта под воздействием внешней силы 
является одним из способов изменения смачивания 
твердой поверхности жидкостью. Роль такой силы 
может выполнить электрическое поле – электро-
смачивание (electrowetting, EW). Если проводящая 
пластина (подложка) покрыта слоем диэлектрика, 
то это – электросмачивание на диэлектрике 
(electrowetting-on-dielectric, EWOD). Существует 
множество моделей, описывающих изменение кра-
евого угла при электросмачивании, которые, так 
или иначе, основываются на моделях движения 
линии контакта начиная с первой модели – урав-
нения Юнга–Липмана [20–22]. Общее обсуждение 
эффективных граничных условий EWOD можно 
найти в статьях [23–30]. 

В данной работе мы продолжаем исследования 
поведения зажатой капли в переменном электриче-
ском поле, начатые в работах [31–34]. Собствен-
ные колебания капли исследовались ранее в не-
скольких работах: как одинаковые [35] и разные 
[32] однородные пластины, так и одинаковые [36] 
и разные [34] неоднородные пластины. Капля 
находится в плоском конденсаторе, т.е. зажата 
между двумя разными неоднородными проводя-
щими подложками, покрытыми диэлектриком. 
Внешнее электрическое поле играет роль движу-
щей силы, действующей на линию контакта, и 
приводит к динамическому изменению краевого 
угла. Кроме того, мы предполагаем, что электри-
ческое поле изменяется гармонически со временем 

по закону  * *cos t . Следовательно, краевой угол 

меняется по закону  * *cos 2 t  согласно [20–22]. 

Принимая во внимание более общий случай, когда 
релаксационные эффекты происходят в масштабах 
времени, сопоставимых с внешними силами, мы 
можем сформулировать эффективное граничное 
условие, которое должно выполняться на линии 
контакта, т. е. скорость линии контакта пропорци-
ональна отклонению краевого угла и скорости 
быстрых релаксационных процессов, частота ко-
торых пропорциональна удвоенной частоте *  
электрического поля: 

 
* *

* * * *
* *

cos 2A t
t z

  
  

     
, (1) 

где *  – отклонение поверхности капли от поло-

жения равновесия, *z  – осевая координата, *  – 
феноменологическая константа (так называемый 
параметр смачивания или параметр Хокинга [3–5, 
13, 14, 35–38]), имеющий размерность скорости, 

*A  – эффективная амплитуда, *  – частота элек-
трического поля. Вторым слагаемым в граничном 
условии (1) является внешнее действие, которое 
записывается так же, как и в уравнении Юнга–

Липмана [20–22]: 2cos w wE E V    , 0cos 0   в 

нашей задаче, таким образом, 
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0  – контактный угол без приложенного напряже-

ния – равновесный краевой угол, который опреде-
ляется уравнением Юнга,   – межфазное поверх-
ностное натяжение между каплей проводящей 
жидкости (c), окружающей жидкостью (i) и ди-
электрической поверхностью (p), wE  – электрока-

пиллярное число (оно представляет собой отноше-
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ние электростатической энергии жидкости к меж-
фазной энергии, окружающей жидкость), C  – ем-
кость на единицу площади, V  – значение прило-
женного напряжения постоянного электрического 
тока, d  – толщина диэлектрического слоя, 0  и   

– коэффициенты диэлектрической проницаемости 
вакуума и подложки, соответственно.  

Условие (1) включает в себя два важных пре-
дельных случая: 1) линия контакта закреплена и 
неподвижна (краевой угол может изменяться) – 

* 0  , 2) краевой угол постоянный (линия кон-
такта свободно скользит по поверхности пласти-
ны) – * * 0z   . 

2. Постановка задачи 

Исследуется динамика капли жидкости плотно-
сти *

i  и кинематической вязкости *
i , зажатой в 

плоском бесконечном конденсаторе толщиной *h  

(рис. 1). Его пластины являются проводящими и 
покрыты изнутри диэлектрической пленкой. Пред-
полагается, что линейные размеры пластин кон-
денсатора много больше размеров капли и его края 
не влияют на ее динамику. Капля окружена жидко-
стью другой плотности *

e  и вязкости *
e . Равно-

весная форма капли описывается круглым цилин-
дром радиуса *

0R  и высотой *h ; краевой угол 0  

между боковой поверхностью капли и твердой по-
верхностью равен 0.5 . К пластинам прикладыва-
ется переменное напряжение, имеющее частоту 

* , что позволяет возбуждать внутри него элек-
трическое поле. Внешнее переменное электриче-
ское поле действует как внешняя сила, имеющая 
амплитуду *A  и частоту *2 , которая вызывает 
движение контактной линии.  

 

Рис. 1. Геометрия задачи: 1 – электрод; 
2 – диэлектрический слой 

Для описания движения контактной линии ис-
пользуется модифицированное условие (1). Пара-
метр смачивания *  будет функцией координат, 
т.к. поверхность пластин неоднородная [34], и раз-
личным для каждой поверхности, т.к. пластины 
разные: *

u  при *0.5z h  и *
b  при *0.5z h  . 

Плотность пространственного заряда на поверхно-
сти раздела жидкостей пренебрежимо мала, и ее 
влияние не будет учитываться. 

Будем рассматривать цилиндрическую систему 
координат *r ,  , *z , исходя из симметрии задачи. 
Следовательно, поверхность капли описывается 

следующим уравнением:  * * * * *
0 , ,r R z t   . 

Далее жидкости рассматриваются как невязкие и 
несжимаемые, т.е. скорость течения будет описы-
ваться уравнением Эйлера, а изменение плотности 
– уравнением неразрывности. Предполагая потен-
циальное движение жидкости, введем потенциал 

скорости * *v  


. Отметим, что в системе при-

сутствует диссипация энергии благодаря использо-
ванию граничного условия Хокинга [3–5, 13, 14, 
35–38], несмотря на использование приближения 
невязкой жидкости. Это позволяет нам рассматри-
вать течение как потенциальное даже при наличии 
деформируемой поверхности раздела.  

Принимая в качестве характерных величин 
длины – *

0R , высоты – *h , плотности – * *
e i  , 

времени –  

 1/ 2 * * *3
0e i R    , 

потенциала скорости –  

   1/2
* * * *3

0e iA R  


 , 

давления –   2* *
0A R


и отклонения поверхности – 

*A , переходим к безразмерным переменным и по-
лучаем следующую линейную задачу: 

j j j tp    , =0j , ,j i e , (2) 
2 2

2
2 2 2

1 1
r b

r r r r z
            

, 

1r  :   0r  , t r  ,  

  2
zzp b     ,                               (3) 

1

2
z   : 0z  , (4) 

1r  , 
1

2
z   : 

      , cos 2t u b z af t       ,          (5) 

где p  – давление жидкости,   – потенциал скоро-

сти,  f   – функция пространственной неодно-

родности электрического поля,   – азимутальный 
угол, a  – эффективная амплитуда электрического 
поля,   – отклонение поверхности от равновесно-

го положения, ,u b  – безразмерный параметр Хо-

кинга на верхней и нижней пластинах, соответ-
ственно, квадратные скобки соответствуют скачку 
величины на границе раздела между внешней жид-
костью и каплей.  
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Краевая задача (2)–(5) включает в себя 6 без-
размерных параметров: геометрический параметр 

1
0b R h , соотношение плотностей: 

  1* * *
i i e i   


  ,    1* * *

e e e i   


  , 

капиллярный параметр: 

 * 1/2 * * *
0e ib R      , 

частоту электрического поля: 

 * 1/2 * * *3
0e i R      , 

и амплитуду электрического поля: 

 * 3/2 * * *3
00.5 e ia A C R    . 

3. Вынужденные колебания 

Рассмотрим вынужденные колебания, опреде-
ляемые внешней периодической силой, действую-
щей только на линии раздела (5) трех сред. Де-
тально изучим три случая неоднородностей 
поверхности пластин и электрического поля: 

1. неоднородные пластины, однородное элек-
трическое поле (далее НПОП): 

    , , sin cosu b u b    ,   1f   ,  

соответственно; 
2. однородные пластины, неоднородное поле 

(ОПНП): 

 , ,u b u b   ,     sin cosf   ; 

3. неоднородные пластины, неоднородное элек-
трическое поле (НПНП): 

    , , sin cosu b u b    ,     sin cosf   .  

Отметим, что в первом случае интегральная 
амплитуда внешнего воздействия больше, чем в 
других случаях. Следовательно, в том числе из-за 
этого, амплитуда вибраций будет отличаться. Кро-
ме того, первый и третий случаи будут качествен-
но похожи, т.к. неоднородность поверхности игра-
ет роль эффективной амплитуды вибраций. 

Решение краевой задачи (2)–(5) будем искать в 
виде рядов Фурье по собственным функциям опе-
ратора Лапласа (2). С учетом осевой симметрии 
решение уравнения Лапласа (2) с граничным усло-
вием (4) можно записать в виде: 

    2, , , Re 2 , ,i t
i ir z t i e r z     ,              (6) 
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где    0 ( ) I 2i
mk mR r k br ,     1 ( ) I 2 1i

mk mR r k br  , 

   0
0( ) 2e

mkR r K k br ,     1
0( ) 2 1e

mkR r K k br  , 

Im  и Km  – модифицированные функции Бесселя 

m -го порядка первого и второго рода, соответ-
ственно. Мы используем разложение только по 
чётным азимутальным функциям, т.к. функции не-
однородности являются чётными.  

Кинематическое условие на поверхности разде-
ла (второе граничное условие в (3)) определяет 
выражение для отклонения поверхности: 

    2, , Re , i tz t z e                                  (8) 
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Последние слагаемые представляют собой общее 
решение однородного уравнения – скачок давле-
ния на границе раздела (3). 

Подставив решения (6)–(8) в систему (2)–(5), 
получим следующую систему для нахождения не-
известных амплитуд amk, bmk, cmk и dm: 
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  (9) 
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Рис. 2. Зависимость максимального отклонения: а – боковой поверхности ζ0; б – контактной ли-
нии ζu; в – контактной линии ζb; г – поверхности капли ζq; д, е – отклонения краевого угла γ от 
частоты ω для трех разных значений λb (b = 1.0, a=5.0, ρi = 0.7, λu = 1, λb = 0.1). НПНП – 
пунктирная, ОПНП – штриховая, НПОП – сплошная линия 
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Рис. 3. Форма контактной линии 1+0.1ζ(z,t) (а, б) и значение краевого угла γu (в) на верхней 
поверхности в разные моменты периода колебаний капли (b=1.0, a=5.0,  ρi = 0.7, λu = 1, λb = 0.1, 
ω = 1). Линии на а, б: t = 0 – пунктирная, t = 0.125T – штриховая, t = 0.25T – штрих – 
пунктирная, t = 0.375T – сплошная 
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Внешняя сила будет возбуждать азимутальные 
моды вынужденных колебаний капли, которые по-
являются из разложения в ряд функции неодно-
родности электрического поля f(α) (5). Следова-
тельно, если поле и пластины однородные, то у нас 
будут возбуждаться только осесимметричные ко-
лебания. Если пластины одинаковые, т.е. 
λu = λb = λ, то будут только нечётные гармоники 
осесимметричной моды [31]; если разные, то и не-
чётные, и чётные [32].  

Для дальнейшего описания динамики боковой 
поверхности введём следующие обозначения: 

 0,0.5,0u   – амплитуда колебаний линии 

контакта на «верхней» пластине,  0, 0.5,0b    

– на «нижней»,  0 0,0,0   – в центре слоя и 

при 0.25z   –  0,0.25,0q  ; значение крае-

вого угла γ на верхней пластине – γu, а на нижней – 
γb. Частоты собственных колебаний Ωmk, где m – 
азимутальное число, k – волновое число. 

На рис. 2 показаны амплитуды колебаний боко-
вой поверхности и краевых углов для рассматрива-
емых случаев неоднородности. Отметим, что мак-
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Рис. 4. Зависимость максимального отклонения:  а – боковой поверхности ζ0; б – контактной ли-
нии ζu; в – контактной линии ζb; г – поверхности капли ζq; д, е – отклонения краевого угла γ  от 
частоты ω для трех разных значений b  (b=1.0, a=5.0, ρi = 0.7, λu = 10, λb = 100). НПНП – 

пунктирная,ОПНП – штриховая, НПОП – сплошная линия 
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Рис. 5. Форма контактной линии 1+0.1ζ(z,t) на верхней поверхности в разные моменты периода 
колебаний капли (b=1.0, a=5.0,  ρi = 0.7, λu = 10, λb = 100, ω = 1): а – НПОП; б – ОПНП; в – 
НПНП;  t = 0 – пунктирная, t = 0.125T – штриховая, t = 0.25T – штрих – пунктирная, t = 0.375T – 
сплошная линия 
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симальные значения амплитуды колебаний дости-
гаются в случае линейного резонанса. Двойные со-
седние пики соответствуют частотам четных и не-
четных гармоник осесимметричной моды. 

Параметр Хокинга описывает взаимодействие 
линии контакта с подложкой и, чем меньше его 
значение, тем сильнее взаимодействие. При 0   
– линия контакта неподвижна. Следовательно, при 
рассматриваемых значениях параметров 1u   и 

0.1b   взаимодействие линии контакта с под-

ложкой велико и основное влияние оказывает 
именно неоднородность поверхности (рис. 2). В 
результате, в случаях НПОП (сплошная линия) и 
НПНП (пунктирная) появляются дополнительные 
резонансные пики по сравнению со случаем ОПНП 
(штриховая). Эти пики располагаются на частотах 
азимутальных мод, которые возбуждаются глав-
ным образом из-за неоднородности подложек. Не-
однородность поля в данном случае не является 
основополагающей.  

На рис. 3 показаны форма контактной линии 
капли на «верхней» пластине в разные моменты 
времени, а также значения краевого угла в течение 
периода для случаев НПОП и ОПНП. Формы ли-
нии контакта практически не отличаются (рис 3, а, 
б) в обоих случаях, и их указывают на наличие 
азимутальных мод в спектре вынужденных коле-
баний. Значения краевого угла отличаются незна-
чительно (рис. 3, в).  

С увеличением значения   уменьшается сила 
взаимодействия линии контакта с подложкой, т.е. 
неоднородность электрического поля становится 
более значимой. С другой стороны, параметр Хо-
кинга для рассматриваемой модели является эф-
фективной амплитудой вибраций, что приводит к 
увеличению амплитуды колебаний. Таким обра-
зом, увеличение параметра Хокинга не вызывает в 
данном случае уменьшение влияния неоднородно-
сти подложки (рис. 4). В большинстве случаев 
видно наличие дополнительных пиков на частотах 
азимутальных мод. Это подтверждают и динами-
ческие формы линии контакта на рис. 5. Отметим, 
что в случае однородных пластин ОПНП 
(рис. 5, б)  форма линии контакта наиболее близка 
к осесимметричной. Увеличение амплитуды в ре-
зонансе связано с уменьшением диссипации 
(см. рис. 2).  

4. Заключение 

Исследованы вынужденные колебания капли 
жидкости в плоском конденсаторе под действием 
переменного электрического поля. Рассмотрены 
три случая пространственной неоднородности по-
верхностей и внешнего поля. Параметры Хокинга 
для каждой отличались между собой, что приводит 
к появлению в спектре как нечётных гармоник 
осесимметричной моды, так и четных. Неоднород-

ности обусловливают возбуждение азимутальных 
мод и появление дополнительных резонансных пи-
ков при любом типе неоднородности. Однако ре-
зонансные пики на частотах осесимметричной мо-
ды являются наиболее выраженными.  

В используемой модели описания движения 
линии контакта основное влияние оказывает неод-
нородность подложки, которая приводит к неодно-
родной эффективной амплитуде вибраций. Следо-
вательно, при возможном планировании 
эксперимента основной вклад необходимо уделять 
именно качеству поверхности подложек. 

Исследование выполнено за счет гранта РФФИ 
№ 20-31-90104. 
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