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Работа посвящена математическому моделированию необычного коллективного поведения 

императорских пингвинов в зимний период. Наблюдения за стаями пингвинов этого вида в 

естественной среде обитания, проведенные в последние годы, показали, что пингвины ис-

пользуют различные формы адаптационного поведения, которые помогают им выжить в 

условиях антарктической зимовки. Несмотря на средства индивидуальной защиты от холо-

да, эти морские птицы периодически вынуждены собираться в плотные группы, внутри ко-

торых поддерживается необходимая для выживания температура. В результате наблюдений 

обнаружен эффект внезапного ожижения плотной среды пингвинов, при котором возникает 

макроскопическая циркуляция птиц от края группы к её центру и обратно. В данной работе 

впервые указывается, что наблюдаемое явление есть биоконвекция, которая должна интер-

претироваться как фазовый переход второго рода. Более того, циркуляция птиц в группе 

может быть объяснена механизмом тепловой конвекции, в котором стремление пингвинов 

двигаться к максимуму температуры выполняет роль эффективной подъёмной силы. В при-

ближении сплошной среды предложена математическая модель явления, которая сводится к 

уравнению самогравитирующего пористого диска, насыщенного несжимаемой жидкостью, 

которая генерирует тепло. В приближении Дарси-Буссинеска выведены определяющие 

уравнения, сформулирована нелинейная краевая задача. Получено точное решение линеари-

зованной задачи для бесконечно малых возмущений основного состояния, вычислены кри-

тические значения управляющего параметра для начала биоконвекции. Для конечных воз-

мущений краевая задача решена с помощью метода сеток. Показано, что в случае осевой 

симметрии наиболее опасной является четырехвихревая циркуляция. При наличии ветра, 

нарушающего симметрию задачи, наиболее опасной становится двухвихревая конвекция 

пингвинов. Проведено сравнение полученных результатов теории с результатами экспери-

ментальных наблюдений за императорскими пингвинами в Антарктике.   
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The paper is devoted to mathematical modeling of the unusual collective behavior of emperor pen-

guins in winter. Recent observations of flocks of penguins of this species in their natural habitat 

have shown that penguins use various forms of adaptive behavior that help them survive in the 
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conditions of the Antarctic winter. Despite the fact that each penguin is well protected from cold, 

these sea-birds are periodically forced to gather in dense groups, within which the temperature nec-

essary for survival is maintained. Observations have revealed the effect of a sudden liquefaction of 

a dense huddle of penguins, accompanied by a macroscopic circulation of birds from the edge of 

the group to its center and back. This paper is the first to assert that the observed phenomenon is 

bioconvection, which should be interpreted as a second-order phase transition. Moreover, the cir-

culation of birds in a dense group can be explained by the mechanism of thermal convection, with 

the desire of penguins to move toward the temperature maximum playing the role of an effective 

force field. In the continuum approximation, we propose a mathematical model of the phenome-

non, which is reduced to the equation of a self-gravitating porous disk saturated with an incom-

pressible fluid that generates heat. We derive the governing equations in the Darcy-Boussinesq ap-

proximation and formulate a nonlinear boundary value problem. An exact solution of the linearized 

problem for infinitesimal perturbations of the base state is obtained, and the critical values of the 

control parameter for the onset of bioconvection are calculated. For finite-amplitude perturbations, 

the boundary value problem is solved using a finite-difference method. We show that in the case of 

axial symmetry, the most dangerous is the four-vortex motion. In the case of wind breaking the 

symmetry of the problem, the two-vortex circulation of penguins becomes the most dangerous. The 

numerical results obtained based on our theoretical developments are compared with observations 

of penguins in the Antarctic. 
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1. Введение 

Коллективное поведение в сложных биологиче-

ских системах может выступать в роли механизма 

сохранения энергии и играть ключевую роль при 

выживании группы организмов [1]. Одним из хо-

рошо известных примеров такого рода является 

биоконвекция [2], которая наблюдается в раство-

рах с аэробными микроорганизмами Bacillus sub-

tilis и свободной поверхностью. Инстинктивное 

движение бактерий по градиенту кислорода при-

водит среду к фазовому переходу второго рода, за-

пускающему макроскопическое упорядоченное 

движение элементов среды. Вся система в целом 

приобретает длинные корреляции и согласованное 

взаимодействие микроорганизмов. Явление био-

конвекции легко интерпретируется в рамках си-

нергетической парадигмы Пригожина [3] и имеет 

ту же конвективную природу, что и неустойчи-

вость Рэлея-Бенара [4], т.е. может быть полностью 

объяснена в рамках физической концепции. По-

добные явления в среде высших животных гораздо 

труднее дифференцировать от социального пове-

дения в группе, поэтому они плохо изучены. 

Например, сложные колебательные движения 

наблюдаются у птиц, рыб, оленей [5]. Но простого 

объяснения этим явлениям на основе физических 

механизмов здесь уже недостаточно, так как ос-

новным триггером такого поведения является со-

циальная адаптация, а не безусловный рефлекс. 

В данной работе мы впервые указываем на од-

но важное исключение, когда представители выс-

ших животных демонстрируют коллективное по-

ведение, которое имеет даже большее сходство с 

явлением классической тепловой конвекции жид-

кости, чем биоконвекция микробов. Речь идет об 

адаптационном поведении императорских пингви-

нов (лат. Aptenodytes forsteri) во время зимовки в 

Антарктиде. До последнего времени особенности 

жизненного цикла этого вида были изучены крайне 

плохо из-за трудного доступа в зону их прожива-

ния [6]. Кроме того, самое интересное происходит 

зимой, когда условия существования в ареале оби-

тания императорских пингвинов становятся одни-

ми из самых жестких на планете. В прошлом веке 

результаты качественных наблюдений за живот-

ными во время редких экспедиций были обобщены 

в работе [7]. Здесь уже вскользь упоминается кол-

лективная стратегия птиц по выживанию. В 2005 

вышел документальный фильм «La Marche de 

l'Empereur» [8], который стимулировал дальней-

шие исследования. В фильме впервые демонстри-

руется спонтанное возникновение «черепахи», под 

которой понимается плотно сжатая группа пингви-

нов (рис. 1). В последние годы появились резуль-

таты натурных наблюдений в Антарктике, которые 

включают количественные измерения [9,10]. Пока-

зано, что животные при ухудшении погоды демон-

стрируют спорадический переход к «черепахе», 

состоящей из сотен (иногда тысяч) особей. Внутри 

плотно упакованной стаи устанавливается темпе-

ратура, достаточная для выживания  

В данной работе мы предлагаем простую мате-

матическую модель, полученную в приближении 

сплошной среды, которая объясняет эффект вне-

запного ожижения и возникновения внутреннего 
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коллективного движения пингвинов в плотной 

группе «черепахи». 

2. Особенности зимовки  

императорских пингвинов  

в Антарктиде 

Пингвины – вид бескрылых, водоплавающих 

птиц, которые живут в естественной среде только в 

землях южного полушария. Большинство пингви-

нов проводят приблизительно половину своей 

жизни в океане, а другую половину – на суше. Им-

ператорский пингвин – самый крупный представи-

тель современных видов пингвинов. Полный рост 

взрослой особи может достигать 1.3 м, а вес до 50 

кг. Его ареал из всех видов пингвинов заходит да-

лее всего на юг. Гнездится на побережье Антарк-

тиды, к югу от 67° южной широты [6]. Император-

ские пингвины – единственные животные, которые 

размножаются во время антарктической зимы. В 

этот период температура воздуха опускается ниже 

–50 °C, а скорость ветра может достигать 200 км/ч 

[6]. Птица отлично защищена индивидуально от 

холода: слой подкожного жира и три слоя жестких, 

очень компактно расположенных перьев (до 70 шт. 

в одном см2), которые сохраняют теплоизоляцию. 

Во время зимовки самки откладывают яйцо и 

покидают сушу, зимуя в океане. Роль самца за-

ключается в том, чтобы держать яйцо лапами, 

предохраняя его от контакта со льдом. Самцы ухо-

дят далеко от берега и не имеют возможности пи-

таться более двух месяцев. В этот период пингвин 

поддерживает свой метаболизм за счет накоплен-

ного летом жира, но этого оказывается недоста-

точно, когда наступают особенно суровые замо-

розки и/или дует сильный ветер. Даже мощная 

индивидуальная защита от холода не помогает 

птице поддерживать постоянную температуру тела 

для нужного уровня метаболизма.  

Наблюдения за императорскими пингвинами 

показывают, что в наиболее критические моменты 

высиживания птенцов они переключаются от ин-

дивидуального к коллективному поведению. Стро-

го показано, что управляющими параметрами та-

кого перехода являются температура окружающей 

среды и сила ветра [10]. На первом этапе пингвины 

собираются в «черепаху» (рис. 1). Во время сборки 

пингвины могут находиться в одном из трёх агре-

гатных состояний – газообразном, жидком и твёр-

дом. Причём, эти фазы могут сосуществовать в 

стае одновременно [10]. Например, на рис. 1 мы 

выделили несколько подгрупп пингвинов, которые 

могут быть отнесены к разным агрегатным состоя-

ниям. Хорошо видны кристаллическая решетка 

твёрдого состояния и циркуляция птиц в жидкой 

фазе. Условия смены агрегатных состояний изуче-

ны в [10], однако возможные фазовые переходы 

второго рода в литературе до сих не обсуждаются.    

В последние годы было предложено несколько 

моделей [11–13], описывающих явление. Интерес 

исследователей сфокусирован либо на условиях 

начала сборки пингвинов в черепаху, либо на ме-

ханизме уплотнения в группе. Например, в твердой 

фазе в среде животных каждые 30–60 секунд пери-

одически бежит волна сжатия, модель возбужде-

ния которой предложена в [11]. Процесс не связан 

с переносом массы пингвинов, но, по мнению ав-

торов [11], позволяет уплотнить группу для более 

эффективного сбережения тепла. В работе [12] 

предложена модель коллективного теплового поля 

и исследуется вопрос о теплопотерях при группо-

вом и индивидуальном поведении. Акцент в работе 

сделан на оптимизации формы структуры и равно-

мерном распределении тепла между всеми пинг-

винами в зависимости от конфигурации. Наконец, 

работа [13] представляет собой любопытную по-

пытку применить опыт пингвинов в качестве алго-

ритма для самоуправления стаей роботов.  

Нетрудно заметить, что пока явление обсужда-

ется специалистами, далекими от механики жидко-

сти. В научных статьях даже не замечен факт вне-

запного ожижения «черепахи» и возникновения 

 
Рис. 1. Типичный пример коллективного поведения императорских пингвинов, при котором птицы 

собираются в большую стаю, которая называется «черепаха». Плотность упаковки стаи не везде 

одинаковая: разные части группы находятся в газовой (выделена зеленой линией), жидкой (красная 

линия) и твердой (синяя линия) фазах агрегатного состояния. Стрелки показывают двухвихревую 

циркуляцию в жидкой фазе. На рисунке представлена прорисовка кадра из фильма «La Marche de 

l'Empereur» [8] 
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глобальной циркуляции (рис. 1), который хорошо 

виден в эпизодах научно-популярного фильма [8]. 

Данная работа призвана возместить этот пробел. 

 

Рис. 2. Схематическое изображение плот-

ной группы пингвинов в виде круга радиусом 

R. На каждый элемент сплошной среды 

действует центростремительная сила 

3. Математическая модель 

Рисунок 1 показывает, что «черепаха» из пинг-

винов может одновременно находиться в одном из 

трёх агрегатных состояний. В этом смысле плот-

ная упаковка из птиц напоминает гранулирован-

ную среду, которая также может демонстрировать 

сосуществование фаз. Как известно [14], это суще-

ственно усложняет математическое описание си-

стемы, так как получить универсальное уравнение 

движения для среды из твердых частиц практиче-

ски невозможно. Поэтому ограничим себя рас-

смотрением случая, когда «черепаха» представляет 

собой сплошную среду и находится в ожиженном 

состоянии, что подразумевает возможность дви-

жения особей внутри группы.  

Будем считать, что группа уже сформировалась 

и новые особи к ней не присоединяются. Для про-

стоты будем полагать, что «черепаха» располага-

ется на идеально плоском рельефе, имеет круглую 

форму радиуса R (рис. 2). Такое допущение вполне 

разумно, если предположить, что все факторы, 

нарушающие симметрию задачи (например, ветер), 

отсутствуют. Таким образом, выбор полярных ко-

ординат является естественным для данной задачи.  

Опираясь на данные наблюдений [10], можно 

сделать вывод, что тепловое поле T (r, φ) является 

определяющим в механизме неустойчивости. При-

нимая во внимание, что каждый пингвин является 

точечным источником тепла, запишем уравнение 

теплопроводности в следующем виде:  

pc
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где u (r, φ) – скорость элемента среды, ρ0 – плот-

ность среды, Q – мощность источников тепла, χ и 

cp – эффективные коэффициенты температуропро-

водности и теплоёмкости «черепахи». Второе сла-

гаемое в правой части (1) описывает влияние вет-

ра, дующего с постоянной скоростью W = ωm, на 

тепловой факел, генерируемый пингвинами. Еди-

ничный вектор m определяет здесь направление 

ветра.  

Уравнение (1) может быть дополнено слагае-

мым, которое описывает диссипацию тепла в 

окружающее пространство. Такое допущение ка-

чественно не меняет конечный результат, но 

усложняет выкладки. Кроме того, можно предпо-

ложить, что теплоотдача пингвина в воздух гораз-

до ниже, чем теплоотдача между птицами при их 

плотном контакте. Поэтому мы пренебрегаем этим 

слагаемым  

Обсудим уравнение движения для жидкого 

диска. Примем во внимание, что пингвины на зи-

мовке занимаются высиживанием птенцов. Это 

означает, что пингвин не может передать кому-то 

на время яйцо (у каждого есть своё) или положить 

его на лёд, потому что птенец сразу погибнет. 

Особь вынуждена всё время сохранять вертикаль-

ное положение, держать яйцо опорными лапами на 

весу и с помощью этих же лап, если требуется, пе-

ремещаться. В этом случае движение в принципе 

не может быть скоростным. Максимальная ско-

рость движения на практике не превышает 0.2 м/с. 

Если же пингвин является частью плотной группы, 

то его движение еще медленнее. Таким образом, в 

физических терминах, мы имеем дело с безынер-

ционным диссипативным движением элемента 

среды, которое удобнее всего описывать уравне-

нием Дарси, выведенного для движения жидкости 

в пористой среде или ячейке Хеле-Шоу:  

0
1

0

 Fu
K

p



 , (2) 

где ν и K – эффективные коэффициенты вязкости и 

проницаемости среды, F – объёмная сила, дей-

ствующая на элемент в «черепахе». Таким обра-

зом, динамическое поведение каждой особи в за-

даче подчиняется Аристотелевой механике, в 

которой силы F определяют скорость, а не ускоре-

ние тела.   

Наша основная гипотеза заключается в том, что 

каждый пингвин, находясь в ожиженном диске 

«черепахи», движется к максимальному значению 

температуры, которое в симметричной ситуации 

совпадает с центром диска. Реальный механизм 

срабатывания этой силы не совсем понятен. Вряд 

ли пингвин во время сборки плотной стаи идёт по 

градиенту температуры, скорее он визуально ори-

ентируется на самую крупную группу (на началь-

ном этапе формируется несколько мелких «чере-

пах», которые постепенно сливаются в одну 
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крупную). Находясь уже внутри стаи, птица может 

ориентироваться и по градиенту. На самом деле 

конкретный механизм не столь важен, важен фи-

нальный результат: в «черепахе» возникает эффек-

тивная объёмная сила, направленная к её центру:       

 rF )(
0

rTTg
r




 , (3) 

где g – некоторый коэффициент соответствующей 

размерности [K-1с-2]. Согласно (3), желание пинг-

вина попасть в центр «черепахи» становится тем 

выше, чем дальше он находится от её центра и чем 

менее комфортна его температура.    

Подставляя силу (3) в уравнение (2) и пе-

реопределяя давление таким образом, чтобы аб-

сорбировать градиентное слагаемое, получим сле-

дующее уравнение: 

0
1

0

 ru gT
K

p



 . (4) 

Мы получили интересное заключение: движе-

ние в ожиженном диске «черепахи» сводится к 

уравнению тепловой конвекции жидкости, насы-

щающей самогравитирующий двумерный диск по-

ристой среды. Причем, если интерпретировать (4) 

как уравнение конвекции, оно записано в прибли-

жении Буссинеска. Подобная задача рассматрива-

лась для трёхмерного самогравитирующего шара 

однородной жидкости [15,16], так как она имеет 

очевидные приложения в планетологии и космоло-

гии. Задача о самогравитирующем пористом диске 

ранее не рассматривалась, так как сама постановка 

задачи, по-видимому, не выглядела реалистичной.  

Обезразмеривая уравнения (1), (4) с помощью 

единиц R, R2/χ, χ/R, νχρ0/K и (νQ/2ρ0cpgK)1/2 соот-

ветственно для длины, времени, скорости, давле-

ния и температуры, получим систему безразмер-

ных уравнений, определяющих тепловую 

конвекцию несжимаемой тепловыделяющей жид-

кости в самогравитирующем пористом диске:  

0 u  , (5) 

ru GTp   , (6) 

G
T

TT
t

T
2)( 










m
u  , (7) 

где определились два критерия подобия задачи, 

содержащие все физические константы:       

2
0

2

2  pc

gKQ
RG   ,    



R
 . (8) 

Можно заметить, что безразмерный параметр G 

растёт квадратично с радиусом диска. Таким обра-

зом, можно предположить, что с ростом числа 

особей, включенных в «черепаху», энергетика 

стаи, как целого, будет увеличиваться. Будем 

называть параметр G числом сборки «черепахи». 

Второй параметр в (8) описывает влияние ветра.  

Сформулируем граничные условия задачи: 

1r :   0ru ,   0T , (9) 

где мы допустили касательные движения пингви-

нов вдоль границы. Такое допущение не является 

искусственным – движение особей вдоль границы 

«черепахи» действительно наблюдается [8].  

 

Рис. 3. Тепловое поле круглой «черепахи» в 

основном состоянии, когда пингвины не 

двигаются. Максимальное значение темпе-

ратуры достигается в центре группы. Па-

раметр сборки равен G = 1. Ветер отсут-

ствует Ω = 0 

Как обычно, кроме условий (9) в полярных ко-

ординатах следует поставить стандартное условие 

ограниченности решения в точке r = 0.  

4. Задача устойчивости 

Система уравнений (5)–(7) с граничными усло-

виями (9) и ограниченностью решения в r = 0 в от-

сутствие ветра Ω = 0 допускает стационарное ре-

шение, которое описывает состояние жидкой, но 

неподвижной «черепахи». Будем называть такое 

состояние системы основным. Положим скорость 

пингвинов равной нулю и будем рассматривать 

тепловое поле, зависящее только от радиуса: T0(r). 

Тогда приходим к краевой задаче: 

02
1 0 








G

dr

dT
r

dr

d

r
 ,    0)1(0 T . (10) 

В результате её решения получим: 

)1(
2

1
)(

2
0 rGrT    . (11) 

Как видно из рис. 3, учитывая, что пингвины 

являются однородными источниками тепла, мак-

симальная температура в плотной неподвижной 

группе достигается в центре.  

В случае наличия ветра неподвижное состояние 

ожиженной «черепахи» не существует, так как осе-

симметричное решение не проходит через уравне-
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ние (7). Это означает, что пингвины начинают 

движение при любом значении амплитуды ветра. 

Запишем задачу для конечных возмущений ос-

новного состояния (11): 




























),,(

),,(

)(

0

),,(

),,(

0 







rt

rt

rTrtT

rt vu
  . (12) 

Подставляя (12) в уравнения (5)–(7) и вводя 

функцию тока в цилиндрических координатах 










r
vr

1
 ,    

r
v







 , (13) 

получим задачу 

0








 G  , (14) 













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







G

rrt ),(

),(1
, (15) 

1r :   0 ,   0 . (16) 

Данная задача относится к классу задач с ко-

симметрией [17,18], которая заключается в том, 

что для двух операторов задачи выполняется сле-

дующее интегральное соотношение: 

0




 


 rdrd
t

, (17) 

где интегрирование ведется по всей круглой обла-

сти. Прямое следствие косимметрии – вырождение 

стационарных решений, которые появляются в ви-

де неоднородных однопараметрических семейств. 

Однако в задаче (14)–(16) свойство косимметрии 

проявляет себя формально, так как находится в те-

ни непрерывной группы вращений, оставляющих 

задачу инвариантной. Любой поворот вокруг оси 

вращения порождает еще одно решение задачи. 

Поэтому все решения являются равноправными и 

нетривиальные свойства косимметрии в полной 

мере не проявляют себя. Далее мы не будем фоку-

сировать внимание на свойстве (17) управляющих 

уравнений. 

Линеаризуем уравнения (14)–(16) вблизи ос-

новного состояния:  

0








 G  , (18) 

0



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


 G , (19) 

1r :   0 ,   0 . (20) 

Можно заметить: если пара функций (ψ, θ) яв-

ляется решением задачи (18)–(20), то тогда и пара 

(θ, –ψ) также является решением. Таким образом, 

все критические значения числа сборки G вырож-

дены дважды, что является типичным следствием 

косимметрии и/или симметрии задачи (17). 

Введем в рассмотрение комплексную функцию 

),(),(),(  rirr  . (21) 

Тогда задача (18)–(20) может быть сведена к сле-

дующему виду: 

0






iG  ,   0),1(   . (22) 

Критические значения числа сборки «че-

репахи» G для различных мод (n,l) цирку-

ляции животных в стае 

n (n,l) G(n,l) мода 

0 (0,1)   
 

1 (1,1) 14.67 
 

1 (1,2) 49.22 
 

2 (2,1) 13.21 
 

2 (2,2) 35.45 
 

3 (3,1) 13.57 
 

3 (3,2) 31.75 
 

4 (4,1) 14.40 
 

4 (4,2) 61.16 
 

 

Будем искать решение задачи (22), учитывая 

правильную геометрию области:  

 in
err


 )(),( , (23) 

где n – азимутальное волновое число. Подставляя 

(23) в (22) и делая замену переменной  

nGrX   , (24) 

получим для амплитуды ζ спектральную задачу 
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,  0)( nG , (25) 

общее решение которой запишем через функции 

Бесселя и Неймана n-го порядка: 

)()()( 21 XNCXJСX nn   . (26) 

Учитывая, что функция Неймана Nn неограни-

ченна в точке r = 0, коэффициент при ней C2 поло-

жим нулю. Таким образом, условие разрешимости 

задачи (25) приводит к условию  

 0)( nGJ n  . (27) 
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Каждая функция Бесселя n-го порядка согласно 

характеристическому уравнению (27) порождает 

ряд дискретных значений (нулей функции), кото-

рые соответствуют усложнению радиальной струк-

туры течения. Будем нумеровать эти моды индек-

сом l. В таблице показаны критические значения 

управляющего параметра G для первых девяти 

конвективных мод (n,l). Первой модой, которая те-

ряет устойчивость, является (2,1) – её кризис 

наступает при G(2,1) = 13.21. Сразу вслед за ней 

возбуждается (3,1), затем (4,1). Таким образом, 

при постепенном увеличении параметра последо-

вательно возникают циркуляции со всё большим 

числом азимутальных вихрей.  

Интересно отметить, что одновихревая мода с 

азимутальной симметрией имеет абсолютную 

устойчивость (см. таблицу). Этот факт может быть 

легко объяснен с точки зрения биофизики: в рам-

ках этой циркуляции не происходит периодическое 

погружение животных с холодного края стаи к её 

середине. Поэтому для целей выживания такая 

циркуляция бессмысленна.  

5. Конечно-амплитудная циркуляция 

Выразим уравнения (5)–(7) для естественных 

переменных через функцию тока (13), не выделяя 

основное состояние системы. Тогда получим:  
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1r :   0 ,   0T . (30) 

Уравнение (29) записано с учетом предположения, 

что ветер дует вдоль оси x. 

Задача (28)–(30) решалась методом конечных 

разностей. Для записи уравнений в разностной 

форме вводилась сетка 

riri  ,    jj ,  Ni ,...,0 ,  Lj ,....,0 .  (31) 

Использовалась явная схема, в которой устой-

чивость метода обеспечивалась переменным ша-

гом по времени 

))max(2(2

2






r
t . (32) 

Уравнение Пуассона (28) решалось итерацион-

ным методом с заданной точностью интегрирова-

ния 10-4. В целом, задача является комфортной для 

численного анализа, уравнение Пуассона сходи-

лось к решению за несколько (до 10) итераций на 

этапе выхода к стационарному решению и за 1–2 

итерации при применении техники продолжения 

по параметру. Большинство результатов получено 

на сетке 21×121, хотя и более крупные сетки дава-

ли приемлемые результаты. В качестве начального 

состояния задавались случайные возмущения 

функции тока с амплитудой не более 10–3. 

 
a 

 
б 

Рис. 4. Конечно-амплитудная стационар-

ная неустойчивость при G = 13.22, Ω = 0: а 

– функция тока; б – температура. Макси-

мальное значение функции тока 10-2. Синие 

и желтые вихри вращаются соответ-

ственно по часовой и против часовой 

стрелки 

Результаты расчетов подтвердили выводы ли-

нейной теории: в отсутствие ветра Ω = 0 вплоть до 

критического значения параметра сборки 

G = 13.21 все возмущения затухали. Сразу выше 

порога мягко возбуждалась циркуляция с четырь-

мя вихрями, приведенная на рис. 4. 

При этом тепловое поле слегка искажается, так 

как амплитуда возмущений мала по сравнению с 

амплитудой основного состояния, приведенного на 

рис. 3. Расчеты показали, что решение ответвляет-

ся мягко, рост амплитуды демонстрирует корне-

вую зависимость от G. Обратим внимание также, 

что центры вихрей смещены к внешней стороне 
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диска. Это объясняется тем, что градиент темпера-

туры становится больше при приближении к краю 

области. Именно это генерирует неустойчивость. В 

центре области градиент температуры пологий, 

что препятствует раскачиванию неустойчивости 

(рис. 3, б).  

 
a 

 
б 

Рис. 5. Конечно-амплитудная стационар-

ная неустойчивость при G = 14.3, Ω = 0: а 

– функция тока; б – температура. Макси-

мальное значение функции тока 0.9. Синие 

и желтые вихри вращаются соответ-

ственно по часовой и против часовой 

стрелки  

Так как задача (28)–(30) в отсутствие ветра ин-

вариантна по отношению к преобразованиям груп-

пы непрерывных поворотов, то любой сдвиг реше-

ния относительно оси симметрии порождает такое 

же полноправное стационарное решение. Поэтому 

ориентация вихрей на рис. 4 носит случайный ха-

рактер и определяется начальным возмущением 

функции тока. 

При увеличении управляющего параметра те-

чение усложняется. Например, при G = 14.3 в си-

стеме наблюдается стационарная циркуляция с уже 

шестью симметричными вихрями (рис. 5). Здесь 

искажения теплового поля в основном состоянии 

приобретают уже явный вид. Полученные резуль-

таты находятся в полном согласии с результатами 

линейного анализа предыдущего раздела. 

При повышении параметра сборки все больше 

мод включаются в формирование неустойчивости, 

пока, наконец, выше значения G = 19 в системе не 

начинается нестационарная циркуляция. Первая 

колебательная мода представляет собой периоди-

ческую перестройку циркуляции, при которой по-

следовательно возникают и исчезают 4-, 6- и 8-

вихревые течения.  

 
a 

 
б 

Рис. 6. Конечно-амплитудная стационар-

ная неустойчивость при G = 14.3, Ω = 0.1: 

а – функция тока; б – температура. Мак-

симальное значение функции тока 1.7. Си-

ние и желтые вихри вращаются соответ-

ственно по часовой и против часовой 

стрелки. Ветер дует вдоль оси x.  

Можно задаться вопросом – реалистично ли 

достижение стаей колебательных циркуляций в 

«черепахе»? На наш взгляд, – да, вполне реали-

стично. Как видно из определения (8), параметр 

сборки «черепахи» квадратично зависит от харак-

терного радиуса плотной стаи. Таким образом, сам 
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параметр G можно интерпретировать как площадь 

стаи или, переходя от континуального описания к 

дискретному, число особей в стае (если плотность 

упаковки постоянна). Это значит, что стая при 

G = 13, когда возникает простейшая циркуляция, и 

стая при G = 19, когда начинаются колебания, раз-

личаются по своему составу примерно на 46%. 

Присоединение новых птиц в таком количестве 

выглядит вполне допустимым событием, особенно 

если мы вспомним, что на первом этапе сборки 

формируется несколько конкурирующих «чере-

пах», которые постепенно сливаются в одно круп-

ное образование. 

В случае появления ветра симметрия задачи 

нарушается. Численные расчеты показывают, что 

направление ветра задаёт предпочтительное 

направление, вдоль которого выстраивается цен-

тральная ось, разделяющая вихри. Сама циркуля-

ция становится двухвихревой (рис. 6). При этом 

перестройка к двухвихревой циркуляции происхо-

дит при любой форме исходной конвекции (можно 

сравнить рис. 5 и 6). Ветер деформирует структуру 

и теплового поля, смещая его максимум в сторону 

от центральной точки.   

6. Обсуждение и заключение 

В распоряжении авторов не имеется достаточно 

данных, иллюстрирующих внезапное ожижение 

«черепахи». Одно из достоверных свидетельств 

приведено на рис. 1. Мы видим двухвихревую 

циркуляцию, внезапно вспыхнувшую в части ожи-

женной плотной стаи.  

Интересно отметить, что двухвихревая цирку-

ляция, хорошо видимая на фотографии рис. 1, уве-

ренно воспроизводится в теоретической модели в 

случае сколь угодно малого ветра. 

Сплошносредная модель, предложенная в дан-

ной работе, позволила объяснить возникновение 

спонтанной циркуляции в среде пингвинов, как 

непосредственный аналог возникновения тепловой 

конвекции в задаче Рэлея-Бенара. В данном случае 

аналогом Архимедовой (подъёмной) силы высту-

пает желание каждого пингвина, находящегося на 

периферии «черепахи», согреться путём продви-

жения в центр стаи, где средняя температура вы-

ше, чем на краю диска. Линейный и нелинейный 

анализ уравнений модели показали, что при до-

стижении некоторого критического значения па-

раметра сборки стаи вязкие силы уже могут сдер-

жать эффективную подъемную силу и начинается 

циркуляция пингвинов в стае (аналог тепловой 

конвекции). С точки зрения природы, такая цирку-

ляция является вершиной справедливости, так как 

означает для стаи коллективное спасение от холо-

да. В ходе циркуляции каждый член «черепахи» 

попеременно движется от её края к центру и об-

ратно, при этом согреваясь в центре и временно 

теряя тепло на краю. Если бы стая не задействова-

ла этот механизм, то крайние птицы умирали бы от 

холода, что уменьшало бы размеры популяции и 

привело к постепенной смерти всего сообщества. 

Авторам неизвестен другой подобный пример, 

когда бы высшие животные были бы включены в 

тепловую конвекцию в качестве элемента среды. 

Вероятно, это весьма редкое явление для высоко 

организованных существ, чьё поведение по боль-

шей части определяется не рефлексами, а приобре-

тенными навыками. Тем ценнее данный пример, 

который демонстрирует единство законов природы 

на всех уровнях самоорганизации материи. 

Авторы благодарны Министерству науки и 

высшего образования Российской Федерации за 

финансовую поддержку этой работы (проект 
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