
© Хабин М. Р., Марышев Б. С., 2021 
44 

распространяется на условиях лицензии  
Creative Commons Attribution 4.0 International (CC BY 4.0). 

ВЕСТНИК ПЕРМСКОГО УНИВЕРСИТЕТА –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
2021 •   ФИЗИКА   • Вып. 3 
 
УДК 532.546; 532.5.013.4 
PACS 47.56.+r, 47.55.pd 
 

Идентификация параметров транспорта 
примеси через пористую среду с учётом  
закупорки 
М. Р. Хабин1,2†, Б. С. Марышев1,2‡  

1 Пермский государственный национальный исследовательский университет, Пермь, Россия 
2 Институт механики сплошных сред УрО РАН, Пермь, Россия 
† email: mikhail.khabin@psu.ru  
‡ email: bmaryshev@mail.ru 
 

Статья посвящена определению параметров транспорта примеси в пористой среде, гидроди-
намическое сопротивление которой меняется вследствие оседания частиц примеси на стенках 
пор (закупорки). В большинстве случаев экспериментальное измерение параметров такого 
транспорта не является возможным. При нахождении таких параметров для исследуемой мо-
дели транспорта может быть решена обратная задача. Обратная задача решается для некото-
рого набора экспериментальных данных, которые можно соотнести с результатами, получен-
ными при моделировании, с помощью BFGS-метода в сочетании с методом присоединённой 
функции. В данной работе моделируется прокачка фиксированного объёма примеси через 
рабочую область, заполненную пористой средой, при постоянном перепаде давления на её 
концах. В качестве «экспериментального» набора данных берутся расход и концентрация 
примеси на выходе из рабочей области, полученные для исследуемой модели с заданными 
параметрами. Основным из подходов для описания такого транспорта является MIM (mo-
bile/immobile media) подход, заключающийся в разделении общей концентрации примеси на 
концентрацию мобильную и немобильную. Для небольших концентраций примеси может 
быть применена нелинейная MIM модель. Её кинетическое уравнение содержит концентра-
цию насыщения немобильной компоненты, при достижении которой прекращается процесс 
адсорбции частиц. Закупорка в модели учитывается изменением проницаемости пористой 
среды вследствие изменения пористости, которая, в свою очередь линейно, уменьшается с 
ростом концентрации немобильной компоненты. Для рассматриваемой модели была решена 
обратная задача по нахождению заданного набора параметров. Приведены результаты тесто-
вой работы алгоритма решения обратной задачи. Показано, что алгоритм сходится к задан-
ным параметрам за небольшое число итераций. Предполагается, что данный алгоритм будет 
использоваться для обработки данных эксперимента с цилиндрической рабочей областью, 
заполненной стеклянным гранулятом в качестве пористой среды. 
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The article is devoted to the determination of the parameters of impurity transport in a porous medi-
um, the hydrodynamic resistance of which changes due to the settling of impurity particles on the 
pore walls (blockages). In most cases, experimental measurement of the parameters of such 
transport is not possible. When finding such parameters for the transport model under study, the in-
verse problem can be solved. The inverse problem is solved, for a certain set of experimental data, 
which can be correlated with the results obtained in modeling, using the BFGS method in combina-
tion with the adjoint function method. This paper simulates the pumping of a fixed volume of impu-
rities through a working area filled with a porous medium at a constant pressure drop at its ends. As 
an "experimental" data set, the flow rate and concentration of impurities at the exit from the work-
ing area, obtained for the investigated model with the given parameters, are taken. The main ap-
proach for describing such transport is the MIM (mobile / immobile media) approach, which con-
sists in dividing the total concentration of an impurity into a concentration of mobile and non-
mobile. For small impurity concentrations, a nonlinear MIM model can be applied, the kinetic equa-
tion of which contains the saturation concentration of the immobile component, upon reaching 
which the adsorption of particles stops. Blockage in the model is taken into account by a change in 
the permeability of a porous medium due to a change in its porosity, which in turn decreases linear-
ly with an increase in the concentration of the immobile component. For the model under considera-
tion, the inverse problem of finding a given set of parameters was solved. The results of the test op-
eration of the algorithm for solving the inverse problem are presented. It is shown that the algorithm 
converges to the specified parameters in a small number of iterations. It is assumed that this algo-
rithm will be used to process the experimental data with a cylindrical working area filled with glass 
granulate as a porous medium. 
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1. Введение 

1.1. Актуальность работы 

Работа посвящена определению параметров 
модели, описывающей транспорт примеси в пори-
стой среде. Большинство природных пористых 
сред имеют достаточно сложный состав. В ходе 
фильтрации жидкости через такие среды могут 
происходить частичное растворение твердого ве-
щества в жидкости, а также вынос частиц твердого 
скелета и распределенной в нем примеси. Подоб-
ные процессы необходимо учитывать при добыче 
и переработке рудных полезных ископаемых, в 
частности, для расчета прочности конструкций 
при разработке пластов и предотвращения техно-
генных катастроф, связанных с эксплуатацией 
рудников. При наличии полигонов бытовых и 
промышленных отходов больших размеров суще-
ствует высокий риск проникновения высококон-
центрированных загрязнений в грунтовые воды 
вместе с талыми водами, осадками. Таким обра-
зом, данные загрязнения будут просачиваться в 
близлежащие водные объекты, в том числе ис-
пользуемые для питьевых нужд. Подобные про-
блемы возникают при очистке и промывке различ-
ных фильтрующих элементов и в процессе 
разработки конструкционных материалов, когда 
необходимо контролировать однородность мате-
риала при максимально возможном удалении по-

сторонних примесей для сохранения как фильтру-
ющих, так и конструкционных свойств. Как пра-
вило, перенос примеси в пористой среде в совре-
менной литературе описывается в рамках 
стандартной модели диффузии, основанной на за-
коне Фика. Однако такой подход противоречит 
многим экспериментальным данным, поскольку 
перенос примеси через пористую среду практиче-
ски всегда осложнен процессом осаждения/отрыва 
частиц примеси в порах. При этом необходимо 
учитывать кинетику процессов десорбции и ад-
сорбции примеси на поверхности пор. Оседание 
примеси приводит к изменению эффективного 
размера пор, а значит к изменению проницаемости 
среды и ее прочностных характеристик. Вариации 
проницаемости, в свою очередь, ведут к измене-
нию скорости фильтрации, что сказывается на ди-
намике выноса примеси. Экспериментальная ве-
рификация модели, применяемой для описания 
транспорта примеси в пористой среде, осложнена 
тем, что экспериментальное измерение параметров 
транспорта, входящих в модель, либо затруднено, 
либо не является возможным.  

Модель, параметры которой определяются в 
данной работе, описывает стандартную постанов-
ку эксперимента, [1,2] по измерению транспорт-
ных параметров пористой среды. Однако помимо 
изучения влияния структуры среды на концентра-
ционный профиль (адсорбции примеси), учитыва-
ется и обратное влияние оседания примеси на 
фильтрационные свойства – закупорка. Последний 
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эффект целесообразно учитывать для объемных 
концентраций примеси более 5 %. Предполагаемая 
экспериментальная установка представляет собой 
рабочую область, заполненную пористой средой, 
через которую прокачивается жидкость с приме-
сью под действием постоянного перепада давле-
ния между концами рабочей области. На основе 
данных, полученных в ходе эксперимента, может 
быть решена обратная задача по определению па-
раметров выбранной модели переноса примеси. 

Обратная задача состоит в том, чтобы по сопо-
ставлению численного решения задачи, постав-
ленной в рамках выбранной математической мо-
дели, и экспериментальных данных определить 
параметры модели. Чаще всего это делается с по-
мощью минимизации целевой функции, которая 
показывает отклонение решения, полученного с 
помощью математической модели для некоторого 
набора параметров, от искомого решения, соот-
ветствующего эксперименту. Обычно целевая 
функция представляет собой невязку, рассчитан-
ную по методу наименьших квадратов. Условия 
существования глобального минимума такой 
функции, который соответствует искомому реше-
нию, были получены в [3]. Поиск минимума такой 
функции в пространстве параметров модели пред-
ставляет собой отдельную задачу, обычно называ-
емую оптимизационной.  

Существует множество методов решения оп-
тимизационной задачи. Стандартная классифика-
ция таких методов исходит из количества членов, 
оставляемых в ряде Тейлора при разложении це-
левой функции около точки минимума по пара-
метрам модели. Так, методы, основанные на рас-
чете целевой функции в точке без расчета её 
производных, называются методами нулевого по-
рядка или методами прямого поиска. Это такие 
методы, как метод Хука–Дживса, метод касатель-
ных, метод деформируемого многогранника [4]. 
Методы, для реализации которых требуется вы-
числение первых производных по параметрам мо-
дели, называются методами первого порядка или 
методами спуска, к ним относится метод наиско-
рейшего спуска [5] и метод сопряженных градиен-
тов [6]. Квази-Ньютоновские методы второго по-
рядка основываются на информации о самой 
функции, ее первой и второй производных. 
Наиболее известные методы такого класса – это 
метод Девидона – Флетчера – Пауэлла (DFP) [7] и 
Бройдена – Флетчера – Гольдфарба – Шанно 
(BFGS) [8]. Последний класс методов является 
наиболее точным и быстросходящимся, однако 
существует проблема при вычислении градиента 
целевой функции в пространстве параметров мо-
дели. Ошибки при их вычислении сильно замед-
ляют сходимость метода. Наиболее точным спосо-
бом вычисления таких градиентов является метод 
присоединенной функции [9,10]. Настоящая рабо-
та посвящена решению обратной задачи по иден-

тификации параметров переноса примеси филь-
трационным потоком в пористой среде. Представ-
ляется, что наиболее оптимальным методом её 
решения является BFGS-метод в сочетании с ме-
тодом присоединенной функции. 

Диффузию в пористой среде обычно описыва-
ют с помощью стандартного закона Фика в пред-
положении того, что поток частиц линейно зави-
сит от градиента концентрации. Часто при таком 
описании возникают расхождения с эксперимен-
тальными данными, вследствие чего требуется 
модификация стандартного подхода. Одним из ва-
риантов такой модификации является MIM 
(mobile-immobile media) подход [11], в рамках ко-
торого предполагается, что общая концентрация 
примеси может быть разделена на две составляю-
щих: неподвижной фаза и подвижная фаза. Первая 
связана с частицами, осевшими (или иммобилизо-
ванными) на твердый скелет пористой среды, а 
вторая с примесью, переносимой как диффузион-
ным, так и адвективным потоками. При таком 
описании требуется дополнительное уравнение, 
которое называют «кинетическим уравнением» – 
оно описывает переход частиц между двумя фаза-
ми. В зависимости от вида кинетического уравне-
ния, существуют различные модели для описания 
диффузии в пористой среде.  

Стандартная модель MIM [12] – это линейная 
модель, в которой поток примеси в неподвижную 
фазу линейно возрастает с ростом концентрации 
примеси в подвижной фазе и линейно уменьшает-
ся с ростом концентрации в неподвижной фазе.  

Фрактальная (дробная) модель MIM [13] пред-
полагает, что частицы примеси в пористой среде 
остаются связанными на протяжении случайных 
промежутков времени и распределение такой слу-
чайной величины не имеет среднего значения 
(наблюдается субдиффузионный перенос). В этом 
случае кинетическое уравнение представляет со-
бой линейную зависимость между потоком частиц 
в неподвижную фазу и дробной производной Ка-
путо от концентрации подвижных частиц по вре-
мени. Эта модель подтверждена эксперименталь-
ными данными, прежде всего, для малых 
концентраций примеси [14].  

Нелинейная MIM модель с насыщением [15] – 
используется для описания транспорта в пористых 
средах в присутствии значительного количества 
растворенного вещества. Предполагается, что 
концентрация примеси в неподвижной фазе не 
должна превышать некоторое предельное значе-
ние. Этот эффект был рассмотрен в рамках кине-
тической модели второго порядка, в которой ско-
рость адсорбции линейно зависит от разницы 
между предельной концентрацией насыщения и 
концентрацией частиц в неподвижной фазе.  

В исследуемых экспериментальных данных 
наблюдается снижение расхода, предположитель-
но связанное с явлением закупорки пористой сре-
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ды. Как показано в работах [16, 17], закупорка 
может наблюдаться по причине уменьшения поро-
вого пространства за счет оседания (адсорбции) 
частиц примеси на стенках пор. Известно, что если 
закупорка происходит достаточно медленно (т.е. 
не происходит механической закупорки пор, свя-
занной с «затыканием» поры достаточно большой 
частицей или агломератом таких частиц), то 
уменьшение порового пространства приводит к 
снижению проницаемости среды. Зависимость 
проницаемости среды от объема порового про-
странства (или пористости) в наиболее общем ви-
де может быть описана в рамках модели Козени-
Кармана [18,19].  Закупорка  становится  заметной 
только при достаточно больших значениях кон-
центрации примеси в немобильной фазе, что под-
разумевает использование нелинейной MIM моде-
ли с учетом насыщения неподвижной фазы [15]. 
Задача состоит в том, чтобы для переноса примеси 
течением в пористой среде определить параметры 
нелинейной MIM модели на основе эксперимен-
тальных данных. 

2.  Модель транспорта в пористой 
среде 

Для описания транспорта примеси в пористой 
среде, рассмотрим некоторый объем пористой 
среды V . Внутри выделенного объема есть про-
странство, не занятое твердым веществом среды, 
объём V0 такого пространства называют поровым. 
Когда через пористую среду протекает смесь, по-
ровое пространство заполняется несущей жидко-
стью и примесью. Предположим, что часть приме-
си может оседать на стенках скелета пористой 
среды, тогда объем поры занят объёмами трех 
компонент: объёмом несущей жидкости Vl, объё-
мом занимаемый примесью осевшей на стенки пор 
 Vi  и объёмом свободной примеси переносимой 
общим потоком несущей жидкости Vm (риc. 1)  

Следовательно, V0=Vl+Vm+Vi, тогда введем но-
вую величину Vp= Vl+Vm – текущий объем поры, 
т.е. объём пространства, в котором несущая жид-

кость и свободная примесь могут перемещаться. 
Поделим полученное выражение V0=Vp+Vi на пол-
ный объем среды V: 

                                   0 .p i
VV V

V V V
  (1) 

Величина V0/V=ϕ0 является пористостью «чистой» 
среды без примеси. Отношение Vp/V=ϕ,  в свою 
очередь, отражает текущую пористость среды, а 
слагаемое Vi/V=q определяет объемную концен-
трацию осевших (неподвижных или адсорбиро-
ванных) частиц примеси. Выразим в новых терми-
нах текущую пористость, тогда равенство (1) 
перепишется следующим образом: 

                               0 q   (2) 

Из выражения Vp=Vl+Vm определим объемную 
концентрацию подвижных частиц c, для это разде-
лим Vp  и учтём, что, Vm/Vp=c, тогда  

                               1 l

p

c
V

V
  , (3) 

где Vl/Vp является по смыслу объемной концентра-
цией несущей жидкости в текущем поровом про-
странстве. Запишем закон сохранения массы при-
меси.  

       divm i
c

V V
c q

t V V t

         
J  . (4) 

Поток массы cJ может быть связан только с по-

движной составляющей примеси и выражается со-
гласно закону Фика как , где D – эффективный ко-
эффициент диффузии c D c c   J v , v  – 

скорость жидкости в поре или поровая скорость. 
Подставив поток в (4), получим  

                 div .c q D c c
t
  

   


v  (5) 

 
 

Рис. 1. Разделение выделенного объёма V пористой среды на участки с объёмами: Vs – объём сте-
нок пористой среды, Vl – объём жидкости, Vm  – объём мобильной компоненты примеси, Vi – объём 
немобильной компоненты примеси, V0 – объём порового пространства, свободного от примеси 
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Аналогичным образом можно записать закон 
сохранения массы жидкости: 

    div ,l l lV V V
D

t V V V

                      

v  (6) 

исходя из (3), тогда (6) перепишется в виде 

    
       
1

div 1 1 ,
c

D c c
t




 
    


v  (7) 

суммируя выражения (5) и (7) с учетом (2), а 
именно ϕ+q=ϕ0=const, получим соотношение для 
фильтрации несжимаемой жидкости: 

                      div div 0,  v u  (8) 

где u v  – скорость фильтрации. Таким обра-

зом, фильтрация смеси описывается системой 
уравнений: 

                
   div ,

div 0.

c q D c c
t
 

   




u

u
 (9) 

Система уравнений (9) незамкнута, и требуется 
некоторое соотношение, позволяющее связать по-
ле скорости фильтрации с внешними задаваемыми 
параметрами, а также уравнение, описывающее 
переход примеси из подвижного состояния в не-
подвижное, оно должно определять концентрацию 
q. Для связи скорости фильтрации с приложенным 
внешним давлением воспользуемся законом Дар-
си [20] 

                     
 

,p
 


  u  (10) 

где κ(ϕ) – проницаемость среды, η – коэффициент 
динамической вязкости. Предположим, что оседа-
ние частиц на стенки пор происходит достаточно 
медленно без существенного изменения формы 
зерна пористой среды, в этом случае проницае-
мость может быть описана как однозначная функ-
ция пористости. Наиболее популярный способ та-
кого описания дается уравнением Козени–
Кармана [18,19]: 

                      
 

3

2
,

1

  





 (11) 

где γ – параметр Козени–Кармана, зависящий от 
формы и распределения зерен среды. Переход 
примеси из подвижного состояния (фазы) в непо-
движное будем описывать в рамках MIM подхода 
[11, 12], что подразумевает разделение примеси на 
подвижную и неподвижную фазы. В достаточно 
общей формулировке переход примеси между фа-
зами может быть описан кинетическим уравнени-
ем с Ленгмюровской изотермой, характеризующей 
состояние равновесия [21], а именно: 

                      0 ,
q

a q q c bc
t


  


 (12) 

где a, b – коэффициенты адсорбции и десорбции 
соответственно. Кинетическое уравнение (12) со-
ответствует нелинейной MIM модели [15] и пред-
ставляет собой эволюционное уравнение для пе-
ременной q. Его правая часть имеет слагаемое, 
содержащее максимально возможное значение 
концентрации примеси в неподвижной фазе, так 
называемую концентрацию насыщения немобиль-
ной компоненты примеси q0. При достижении ра-
венства q=q0 прекращается процесс адсорбции 
примеси. 

Все вышеперечисленные уравнения составляют 
полную замкнутую систему уравнений, которая 
описывает транспорт примеси в пористой среде с 
учетом закупорки: 
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



 
 




u

u

u

    (13) 

Предположим, что концентрация насыщения 
немобильной компоненты много меньше пористо-
сти чистой среды, т.е. будем работать в приближе-
нии слабой закупорки среды ϕ0≫q, тогда система 
(13) может быть преобразована к виду: 
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q
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q
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   
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  
   
  








 

 
  

 



  



   (14) 

Остается решить вопрос, почему необходим 
учет зависимости проницаемости от пористости в 
предположении слабой закупорки. Очевидно, что 
влияние потока смеси через пористую среду на 
транспорт описывается последним слагаемым в 
первом уравнении системы (14), которое содержит 
коэффициент κ(ϕ0)/ ϕ0. Введя малый параметр ζ=q/ 
ϕ0 (поскольку q≤q0≪ϕ0 ), и раскладывая выражение 
κ(ϕ0)/ ϕ0 в ряд по ζ , получим 



Идентификация параметров … 

  

49

       

       

   
 

0
0 0

0 0

0
0

0 0

,

3
.

1

   
   

 



 

  


 



 (15) 

Очевидно, что Γ(ϕ0)→∞ при ϕ0→0,1, т.е. когда 
приближение пористой среды становится непри-
менимым. Функция Γ(ϕ0) имеет один минимум в 

интервале ϕ0 ∈	(0,1), при 0 3 6 0.55    , при 

этом Γ(ϕ0
*) ≈ 10, т.е. Γ(ϕ0)≫1. В этом случае необ-

ходим учет зависимости проницаемости от кон-
центрации примеси в немобильной фазе, посколь-
ку даже малые вариации пористости приводят к 
значительным вариациям проницаемости. 

3. Постановка прямой задачи 

Исследуется одномерное течение двухкомпо-
нентной смеси через массив пористой среды. 
Фильтрация жидкости описывается в приближе-
нии Дарси [20], транспорт примеси – с помощью 
нелинейной MIM модели [15], зависимость пори-
стости от концентрации осевших частиц предпо-
лагается линейной. Закупорка описывается в рам-
ках модели Козени–Кармана [18, 19], как взаимно 
однозначное соответствие между пористостью и 
проницаемостью среды. Принципиальная схема 
решаемой задачи представлена на рис. 2.  

 
Рис. 2. Принципиальная схема одномерного 
транспорта примеси в рабочей области 

Моделируется одномерный транспорт через 
ограниченную область пористой среды длиной L. 
Перепад давления между границами области 
предполагается постоянным (δp=P2-P1). На левой 
границе области (входе) в течение интервала вре-
мени t ∈	[0, t*] задается поток примеси с постоян-
ной концентрацией C0, на правой границе задается 
условие свободного вытекания. Математически 
задача может быть сформулирована следующим 
образом: 
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 (16) 

с граничными и начальными условиями в форме: 
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   (17) 

где c, q − объёмные концентрации примеси мо-
бильной компоненты и немобильной компоненты 
соответственно, q0 − концентрация насыщения не-
мобильной компоненты, p − давление, a, b − пара-
метр адсорбции и десорбции, D − эффективный 
коэффициент диффузии, ϕ0 − пористость незагряз-
нённой среды, u − скорость фильтрации, γ − пара-
метр Козени–Кармана, η − динамическая вязкость 
несущей жидкости. 

4. Метод решения прямой задачи 

Для решения системы (16), (17) применяется 
метод конечных разностей второго порядка точно-
сти по пространству и первого порядка точности 
по времени. Решение ищется в области x ∈	[0, L], 
t ∈ [0, T] на сетке с шагом по пространству h=L/N 
и по времени τ=T/M, следовательно, p(xi,tk), c(xi,tk), 
q(xi,tk) = pi

k, ci
k ,qi

k, xi=ih, i=1..N, tk=kτ, k=1..M. Си-
стема уравнений (16), (17), записанная в конечно-
разностной форме с использованием неявной схе-
мы [22]:  
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   (18) 

Запишем граничные и начальные условия для си-
стемы (18): 
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       (19) 

где k* − узел временной сетки в котором прекра-
щается подача примеси в рабочую область, т.е. 
t*=τ⸳k*. 

Система уравнений (19) преобразуется к виду 
удобному для численного решения: 
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 (20) 

Полученная система решается в несколько эта-
пов, сначала решается первое и второе уравнения, 
из них pi

k и ci
k+1 находятся методом прогонки, так 

как их матрицы имеют трехдиагональный вид. По-
сле чего в третье уравнение системы (20) подстав-
ляется ci

k+1, что позволяет найти qi
k+1. 

5. Обратная задача. Метод 
присоединенной функции  

Пусть наблюдаемая U является решением не-
которых уравнений, представляющих собой мате-
матическую модель рассматриваемого явления. 
Тогда в самом общем виде эти уравнения могут 
быть записаны как: 

                        0,R U p  (21) 

где R(p) – некоторый оператор, зависящий от век-
тора параметров p и действующий на наблюдае-
мую U. Обратная задача формулируется так: «тре-
буется найти такой вектор параметров p, чтобы 
значение целевой функции E(U, p) было мини-
мально». В отличие от прямой задачи, которая 
требует по известному вектору параметров p 

найти решение U, функция E(U, p) зависит от век-
тора параметров p не только напрямую, но и кос-
венно, через наблюдаемую U. Для нахождения 
минимума функции E(U, p) требуется решить за-
дачу оптимизации. Предполагается использование 
метода оптимизации второго порядка, для чего 
необходимо найти градиент целевой функции в 
пространстве параметров:  

                     
dE E E U

d U
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 
  p p p

. (22) 

Возьмем градиент в пространстве параметров от 
уравнения (21) и получим 

                       0
R U

U R
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    p p
. (23) 

Введём некоторую функцию Ψ и умножим на 
неё выражение (23)  

               * * 0,
R U

U R
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 (24) 

где смысл умножения (оператора *) должен быть 
уточнен для конкретной задачи, единственным не-
обходимым его свойством является линейность. 
Перепишем второе слагаемое выражения (24) в 
форме  
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где R-1− оператор обратный R. Прибавим к правой 
части равенства (22) левую часть выражения (24) с 
учетом (25), в результате будем иметь 
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Для нахождения функции Ψ положим последнее 
слагаемое в (26) равным нулю: 

 1 0
E

R
U

 
  


.                      (27) 

Уравнение (27) задаёт собой задачу по нахожде-
нию присоединённой функции Ψ, сопряженную 
прямой задаче (21). С учетом решения задачи (27) 
выражение (26) позволяет рассчитать компоненты 
градиента целевой функции в виде 

               *
dE E R

U
d

 
 
 p p p

.                   (28) 

6. Метод решения обратной задачи 

Систему (22) можно записать в более компактной 
форме 



Идентификация параметров … 

  

51

                     1

1

,

,

,

k k k
ij j i

k k k k
ij j i i

k k
i i

F p r

G c f c

q g





 
  




                     (29) 

 где ri
k,fi

k,gi
k с учётом граничных условий (19) за-

пишутся следующим образом: 
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Зададим целевую функцию как сумму квадратов 
невязок в следующем виде: 

1 2
2 2k k k kK K

N eN N eN
k k
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где QeN
k=Qe(L,k׳τ) − экспериментально измеренный 

расход смеси на выходе из рабочей области в мо-
мент времени k׳τ, СeN

k=Сe(L,k״τ) – значения кон-
центрации примеси на выходе из рабочей области 
в момент времени k״τ, полученные в эксперименте. 
Наборы натуральных чисел {k׳} и {k״}, состоящие 
из K1 и K2 элементов, соответственно, описывают 
набор номеров узлов временной сетки, в которых 
имеются экспериментальные данные, cN

k״ – кон-
центрация примеси на выходе из рабочей области, 
полученная в результате расчёта, QN

k׳ – массовый 
расход смеси на выходе из рабочей области, полу-
ченный в результате расчёта. Он может быть вы-
числен по формуле 
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где uN
k  – скорость фильтрации на выходе из рабо-

чей области, ρs, ρl – плотности примеси и несущей 
жидкости соответственно, S – площадь поперечно-
го сечения рабочей области. 

Задача о нахождении компонент градиента це-
левой приводит к задаче для системы присоеди-
нённых функций (φ, ψ, χ), соответствующих каж-
дой переменной прямой задачи (c,p,q). Для k=1..M 
задача решается в обратном (по сравнению с пря-
мой задачей) направлении по времени. В общем 
виде система разностных уравнений для присо-

единенных функций (φ, ψ, χ) может быть записана 
в следующем виде: 
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      (33) 

Последовательно решая систему (33) тем же чис-
ленным методом, что и задачу (20) получим зна-
чения присоединённых функций. После чего на 
основе выражения (28) найдем интересующие нас 
компоненты градиента целевой функции в про-
странстве параметров задачи: 
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      (34) 

Вычисление компонент градиента целевой функ-
ции в пространстве параметров задачи позволяет 
применять методы второго порядка, как было за-
мечено выше. В нашем случае для нахождения 
минимума целевой функции используется извест-
ный алгоритм, основанный на методе ньютона 
BFGS (алгоритм Бройдена – Флетчера – Голь-
дфарба – Шанно [8]). Результат тестирования его 
работы для некоторого эталонного набора данных, 
которые заменяют реальные результаты экспери-
мента, представлены ниже. 

7. Результаты 

 

Рис. 3. График зависимости целевой функ-
ции в логарифмическом масштабе от но-
мера итерации 
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Рис. 4. Эволюция решения в ходе работы 
оптимизационного алгоритма. Набор вы-
численных данных (пунктирная линия) для 
концентрации на выходе из рабочей обла-
сти. Наборы параметров, соответствую-
щих приведенным решениям представлены 
в таблице. Они сходятся к набору пара-
метров для эталонных данных (сплошная 
линия), соответствующему a=220, b=60, 
D = 1.0⸳10-4, q0=0.20 
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Рис. 5. Эволюция решения в ходе работы оп-
тимизационного алгоритма. Набор вычис-
ленных данных (пунктирная линия) для пото-
ка на выходе из рабочей области. Наборы 
параметров, соответствующих приведен-
ным решениям представлены в таблице. Они 
сходятся к набору параметров для эталон-
ных данных (сплошная линия), соответству-
ющему a=220, b=60, D=1.0⸳10-4, q0=0.20 
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Полученные значения параметров в зависи-
мости от номера итерации 

 n=1 n=2 n=10 n=40 

a 212  213 219.3 

b 80  77 59.9 

D 1.0⸳10-3 1.0⸳10-3 1.0⸳10-3 1.02⸳10-4 

q0 0.120 0.365 0.250 0.201 

E 252 217 1.9⸳10-1 3.1⸳10-6 

Для тестирования работы алгоритма была ре-
шена прямая задача (22) для набора параметров 
a=220, b=60, D=1.0⸳10-4, q0=0.20 и L=1, T=1. Ре-
зультат решения для расхода и концентрации мо-
бильной компоненты в точке пространства x=L 
был сохранен с шагом по времени ∆t=1/850. Таким 
образом, полученное решение представлено в виде 
набора из 850 точек. Полученные данные были 
использованы в качестве эталонного набора дан-
ных (заменяющих предполагаемые эксперимен-
тальные данные). Эти данные графически пред-
ставлены на рис. 5, 6 сплошной линией. 

Тестирование алгоритма проводилось для 
начального набора параметров a=212, b=80, 
D=6.7⸳10-4, q0=0.12. Оно показало, что после 40 
итераций алгоритм сошелся к искомому набору 
параметров, характеризующих набор эталонных 
данных. Эволюция значения целевой функции во 
время работы алгоритма представлена на рис. 3. 

Из рис. 3 видно, что при заданных начальных 
параметрах значение целевой функции E ~ 103, по-
сле трех итераций достигается локальный мини-
мум, в котором значение целевой функции стано-
вится порядка E ~ 1. После n=13 итерации 
функция имеет скачок. Скачок значения целевой 
функции вызван большим шагом в пространстве 
параметров, необходимым для выхода из окрест-
ности локального минимума. Начиная с n=17 ите-
рации значение целевой функции монотонно 
уменьшается до итерации n=24, где E ~ 10-5. Ис-
ходя из последующей работы алгоритма можно 
предположить, что это – глобальный минимум, так 
как целевая функция не изменяется вплоть до за-
вершения работы алгоритма при n=40 итерации. 
Изменение значений параметров в ходе работы ал-
горитма представлено в таблице. Можно видеть, 
что при итерации n=40 значения параметров фак-
тически совпадают со значениями, выбранными 
для эталонных данных. Максимальная разница 
между ними составляет ∆≈7⸳10-2, что свидетель-
ствует о сходимости и эффективности алгоритма. 

8. Заключение 

Проведено моделирование транспорта примеси 
в пористой среде с учетом закупорки. Выведены 
уравнения, описывающие транспорт, поставлена 
одномерная задача о транспорте заданного объема 

примеси через массив пористой среды. Разработан 
и протестирован численный алгоритм решения та-
кой задачи, показана его сходимость на сравнении 
численного решения с аналитическим решением 
для тестовой задачи.  Разработан алгоритм реше-
ния обратной задачи по определению параметров 
модели на основе сравнения с экспериментальны-
ми данными. Получены разностные уравнения для 
присоединенной функции. Алгоритм решения об-
ратной задачи протестирован на эталонных дан-
ных, показаны хорошая сходимость и эффектив-
ность разработанного алгоритма.  

 

Исследование выполнено за счет гранта Рос-
сийского научного фонда (проект № 20-11-20125). 
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