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1. Введение 

Математическая постановка задачи о тонкой 
пленке жидкости, расположенной на твердой по-
верхности, – один из самых распространенных 
технологических элементов, использующихся в 
компьютерном моделировании процессов и 
устройств современной техники. Это могут быть 
защитные пленочные покрытия на стеклянных и 
металлических волокнах; различные пленки опти-
чески активного вещества на плоских подложках 
для использования в области фототехники; оста-
точные пленки на стенках цилиндрических и 
плоских поверхностей, образующиеся при вытес-
нении из них вязкой жидкости другой менее вяз-
кой жидкостью или газом (покраска путем погру-
жения в ванну); пленки загрязнителей, 
образующиеся при самопроизвольном растекании 
капель жидкости под воздействием градиентов по-
верхностного натяжения или массовых сил. 

В пионерской [1] работе было предложено ре-
шение задачи о толщине образующейся пленки на 
вытягиваемой вертикально вверх из объема жид-
кости плоской пластине, основанное на предполо-
жении о малом порядке толщины пленки. Это 
предположение можно интерпретировать таким 
образом, что силы гравитации и инерции дают 
пренебрежимо малый вклад в динамику жидкости 
в пленке. Такое предположение верно лишь при 
малых скоростях извлечения пластины из жидко-
сти, при ܽܥ → 0, где ܽܥ ൌ ܷߤ ⁄ߪ  , где μ, U и σ – 
динамическая вязкость, скорость вытягивания 
пластины из жидкости и коэффициент поверх-
ностного натяжения, соответственно. Идея работы 
Ландау и Левича основана на методике асимпто-
тического сращивания профилей статического ме-
ниска и поверхности пленки таким образом, чтобы 
давление в пленке изменялось непрерывно.  

В работе [2] был предложен эффективный ме-
тод исследования капиллярных пленочных тече-
ний с использованием вычислительной техники, 
основанный на применении приближения погра-
ничного слоя. Из краевой задачи для уравнений 
Навье-Стокса выведена система безразмерных 
уравнений, где учитываются сила капиллярного 
натяжения, а также эффекты вязкости, инерции, 
гравитации. Развитие этой тематики привело к по-
явлению новой области гидродинамики: гидроди-
намика волновых пленок. Идея, реализованная в 
этой работе, была использована и другими автора-
ми в экспериментальных и теоретических иссле-
дованиях пленочных течений, результаты кото-
рых, в частности, отражены в статьях [3–7] и 
монографиях [8–10]. 

В множестве технологических систем, исполь-
зующих математическую модель «твердая поверх-
ность-слой жидкости», толщина слоя не является 
постоянной величиной. Одним из факторов может 
являться эффект испарения. Поэтому двухслойную 

систему «твердая поверхность-слой жидкости» 
необходимо заменить на трехслойную «твердая 
поверхность-слой жидкости-газ». Поскольку испа-
ряющийся тонкий слой жидкости и окружающий 
газ разделены, как правило, деформируемой меж-
фазной поверхностью, в их слоях может появлять-
ся волновое движение; волны могут перемещаться, 
динамика волнового движения может изменяться, 
а при некоторых условиях могут возникнуть и ква-
зипериодические или хаотические структуры. В 
таких пленках могут возникать разрывы, при ко-
торых появляются расширяющиеся отверстия 
пальцеобразной формы. Изучение таких слоев 
жидкости (10−1000 A) началось с работы [11], где 
впервые было введено понятие «расклинивающее 
давление». Механизм возникновения такого эф-
фекта обусловлен разностью свойств жидкости в 
межфазных переходных слоях «газ-жидкость» и 
«жидкость-твердая подложка». Ван-дер-Ваальс в 
своих работах сформулировал понятие внутренне-
го давления среды, обусловленного межмолеку-
лярным взаимодействием. В объемной фазе это 
давление определяется взаимодействием только 
молекул жидкости. В межфазных слоях на это вза-
имодействие накладывается воздействие молекул 
контактирующих с жидкостью фаз. Это приводит 
к появлению разности давлений в тонком слое 
жидкой пленки. В настоящее время существует 
довольно большое количество публикаций [12–
14], в которых изучаются в том числе процесс ис-
парения тонкого слоя жидкости и эффекты струк-
турообразования на свободной поверхности жид-
кой пленки. 

При испарении тонкого слоя воды в экспери-
ментах установлено, что при некотором значении 
толщины первоначально плоская свободная по-
верхность жидкости становится неустойчивой (по-
является разрыв поверхности) и появляются две 
характерные толщины тонкого слоя жидкости h1 и 
h2, (h2 > h1, см. рис.2) [15]. В этой системе имеется 
«тонкий», порядка нескольких десятков ангстрем, 
абсорбционный слой h1, толщина которого в про-
цессе испарения не изменяется, и «толстый» моле-
кулярный слой h2, толщина которого имеет значе-
ние порядка 200–900 Å в зависимости от вида 
жидкости и подложки. При испарении толщина 
молекулярного слоя с течением времени стремится 
к толщине абсорбционного слоя. 

В теоретической работе [16], основываясь на 
теории ДЛФО (Дерягин-Ландау-Фервей-Овербек), 
было показано, что для описания двухуровневой 
структуры тонких слоев жидкости необходимо 
учитывать тот факт, что энергия межфазного вза-
имодействия складывается из суммы ван-дер-
ваальсовского взаимодействия и ионно-
электростатическое взаимодействия, вызванного 
перекрытием двойных электрических слоев на 
межфазных поверхностях «твердое тело-
жидкость» и «жидкость-пар». В своем классиче-
ском варианте теория ДЛФО рассматривает меж-
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фазное взаимодействие как результат совместного 
действия ван-дер-ваальсовой энергии притяжения 
и электростатической энергией отталкивания. 
Энергия электростатического отталкивания меня-
ется по экспоненциальному закону, а молекуляр-
ная (ван-дер-ваальсовая) – по степенному. Данная 
работа посвящена изучению влияния эффекта ис-
парения на устойчивость тонкого слоя жидкости в 
задаче Ландау-Левича.  

2.Постановка задачи 

Рассматривается классическая задача Ландау-
Левича о движении вязкой несжимаемой жидко-
сти, образующейся в результате вытягивания твер-
дой пластины из жидкой среды в воздушное про-
странство. На свободной поверхности пластины 
(рис. 1), которая выдвигается из жидкости с посто-
янной скоростью U, формируется тонкая жидкая 
пленка.  
 

 
 

Рис. 1. Геометрический вид задачи Ландау – 
Левича 

Определим систему координат следующим об-
разом: ось x направим вдоль движения твердой 
пластины, а ось y – перпендикулярно поверхности 
подложки. Толщина слоя жидкости на твердой 
подложке является функцией координат и времени 

( , , )h x y t . Уравнение для толщины слоя, которое 

может быть получено из закона сохранения массы 
жидкости, выглядит следующим образом [17]: 

      
1h

F = J
t 


  




,             (1) 

где ( )F m h p  


 обозначен поток жидкости, 

здесь m(h) – коэффициент, определяемый из гра-
ничных условий. Символами J и ρ обозначены 
скорость испарения жидкости на границе раздела 

(количество испаряющихся частиц на единицу по-
верхности и единицу времени) и плотность жидко-
сти, соответственно. Правая часть уравнения (1) 
может быть представлена в виде разности химиче-
ских потенциалов жидкости и воздуха [18]: 

 l aJ     ,
 

где ψ – параметр, характеризующий интенсив-
ность испарения. Этот параметр может быть вы-
числен исходя из кинетической теории газов или 
получен экспериментально. Химический потенци-
ал единицы объема жидкости может быть записан 
в следующем виде: 
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где g есть свободная энергия межфазного взаимо-
действия, а σ – коэффициент поверхностного 
натяжения на межфазной поверхности. Свободная 
энергия межфазного взаимодействия складывается 
из суммы ван-дер-ваальсовой и электростатиче-
ской энергий взаимодействия, которая имеет сле-
дующий вид [19]: 
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где SLWd0

2= –A/12π, А – константа Гамакера, d0 – 
характерная длина для дебаевского отталкивания, 
l0 – характерная длина взаимодействия. Для сма-
чиваемых жидкостей A<0 и SP<0. Константы SLW и 
SP являются ван-дер-ваальсовой и электростатиче-
ской компонентами коэффициента растекания 
S=SLW+SP. 

 

Рис. 2. Зависимость химического потенциала 
жидкости φl от толщины пленки h. Пунк-
тирными линиями отмечены два значения 
стабильной равновесной толщины при соот-
ветствующих значениях химического потен-
циала воздуха φa 
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Исследование устойчивости тонкого слоя жид-
кости в отсутствие испарения было проведено в 
работе [20], и в размерном виде уравнение (1) для 
данной задачи имеет вид: 
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здесь используются следующие обозначения:  
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Проведем процесс обезразмеривания следующим 
образом:  

, ,h h x x t t     , 

где в качестве единиц размерности выбираются 
следующие соотношения:   
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Тогда уравнение (2) в безразмерном виде будет 
выглядеть следующим образом: 
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(3) 

В уравнении (3) используются следующие безраз-
мерные коэффициенты: 
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где Ω и Ca являются безразмерными параметрами 
испарения и капиллярности при испарении, соот-
ветственно. Используя в качестве жидкости воду, 
имеем значения A= –10–20 Дж, d0=0.2 нм, l0=0.6 нм, 
μ=10-3 кг/(м·с), ρ=103кг/м3, σ =0.08 Дж/м2 и SP=-
0.002 Дж/м2, согласно [21] получаем характерные 
значения пространственных единиц измерения за-
дачи δ и α, которые равны 2·10-9 м и 7·10-8м, соот-
ветственно. Отношение значения величин δ и α 
показывают справедливость длинноволнового 
приближения ( 1   ) для данной задачи. Ис-

пользуя данное неравенство, можно получить кри-
терий для выбора скорости вытягивания твердой 
пластины. Для данной задачи имеем U=10-3м/с. 

3. Анализ устойчивости 

Для исследования устойчивости уравнения (3) 
представим толщину слоя в виде суммы основного 
состояния и возмущения 0h = h + h . Запишем эти 

возмущения в «нормальном» виде 

 exph = st ikx  , 

где s – инкремент возмущений, т. е. описывает ха-
рактер изменения возмущения со временем (s>0 
ведет к увеличению возмущений, а отрицательное 
значение инкремента соответствует их затуханию), 
k есть волновое число вдоль оси x. Подставляя 
обозначенный выше вид толщины слоя в уравне-
ние (3), получим задачу на собственные значения, 
где собственным числом является инкремент воз-
мущений s, который имеет следующую форму: 
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            (4) 

Мнимая часть декремента s в уравнении (4) со-
ответствует некоторому сдвигу вдоль оси x и явля-
ется индикатором наличия решения в виде бегу-
щей волны. Рассмотрим действительную часть 
уравнения (4). В ней содержатся слагаемые, кото-
рые влияют на устойчивость пленки к возмущени-
ям. Уравнение действительной части свидетель-
ствует о том, что определяющими устойчивость 
системы являются ван-дер-ваальсовая и электро-
статическая энергии взаимодействия, а также ис-
парение. Так как все параметры являются безраз-
мерными, то h0=1 (обезразмеривание происходит 
относительно самой величины h0). Подставив это 
значение в уравнение действительной части, полу-
чим функцию декремента от волнового числа: 

 4 2 2 2
0

1
exp 1

3
Pls Cak k S l k Cak      . 

В случае, когда S=G==M=Ca=P=0, мы имеем за-
дачу, которая была рассмотрена в [22], где показа-
но, что в зависимости от знака константы Гамаке-
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ра устойчивость такой системы будет повышаться 
(A<0), а при A>0  в решении уравнения появляется 
область неустойчивости. 

В [19] рассматривалась задача Ландау-Левича 
для тонкого слоя при отсутствии испарения =0. 
Установлено, что учет в уравнении электростати-
ческого взаимодействия двойных электрических 
слоев межфазных границ «твердое тело-жидкость» 
и «жидкость-воздух» приводит к понижению 
устойчивости системы. 

 

Рис. 3. Зависимость инкремента возмуще-
ний s от волнового числа k при различных 
значениях числа C. Цифрами 1 и 2 обозначе-
ны значения С=0.1 и С=0.01, соответ-
ственно. Остальные параметры: S=0.001, 
=0.01, Ca=0.01 

 
На рис. 3 приведено дисперсионное соотноше-

ние s(k) при различных значениях безразмерного 
числа C. Как видно из приведенного рисунка, с 
уменьшением C происходит понижение устойчи-
вости системы, причем область неустойчивости 
смещается в область малых волновых чисел. Для 
задачи Ландау-Левича первое слагаемое в уравне-
нии (3) является, во многом определяющим пото-
му, что оно описывает гидродинамическое пове-
дение тонкого слоя жидкости. Уменьшение 
безразмерного числа C можно интерпретировать 
как повышение скорости вытягивания твердой 
пластины. На рис. 4 приведено дисперсионное со-
отношение s(k) при различных значениях безраз-
мерного параметра испарения .  

Как было показано выше, при малых значениях 
испарения имеется область неустойчивости. С 
увеличением безразмерного числа  область не-
устойчивости уменьшается и её максимум смеща-
ется в область малых волновых чисел. При даль-
нейшем увеличении безразмерного числа 
испарения область неустойчивости исчезает и при 
значении =0.48 данная система становится пол-
ностью устойчивой относительно возмущений. 

Такое поведение аналогично эволюции возмуще-
ний, которые рассматривались в [23]. Там было 
показано, что при малых числах испарения имеет-
ся область неустойчивости, а при росте числа ис-
парений устойчивость системы повышается. 

 

Рис. 4. Зависимость инкремента возмуще-
ний s от волнового числа k при различных 
значениях числа . Цифрами 1, 2 и 3 обо-
значены значения =0.01, 0.1 и 0.7, соот-
ветственно. Остальные параметры: 
C=0.1, S=0.001, Ca=0.01 
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