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Обсуждается концепция кумулянтного разложения как универсального инструмента стати-

стической физики. Так как в общем случае кумулянтный ряд является бесконечным, особый 

интерес вызывает вопрос о возможности его обрывания и построения конечного замыкания 

для уравнений макроскопической динамики системы. Для переменных на вещественной пря-

мой данный вопрос достаточно хорошо изучен, однако при описании эффектов синхрониза-

ции в ансамблях осцилляторов, когда фазовая переменная лежит на окружности, ситуация 

оказывается иной. Для описания динамики подобных систем удобно использовать введенный 

ранее формализм круговых кумулянтов. Установлено, хотя единственным физически обосно-

ванным обрыванием ряда круговых кумулянтов является однокумулянтное приближение, со-

ответствующее анзацу Отта–Антонсена, учет поправок, вносимых кумулянтами более высо-

ких порядков, может существенно улучшить представление динамики исследуемой системы. 
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This brief communication is devoted to the concept of cumulant decomposition as an universal tool 

of statistical physics. Since the cumulant series is infinite, the question of truncation of the cumulant 

expansions and constructing a finite closure for the equations of the macroscopic system dynamics 

are of particular interest. For variables on the real line, this issue is quite well elaborated. However, 

the situation is significantly different for the phase variable on the circumference. A concept of 

“circular” cumulants was recently introduced for describing the dynamics of such systems. 

Although truncation of circular cumulant expansions, except for the Ott-Antonsen case, is 
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forbidden, taking into account corrections introduced by higher-order cumulants can significantly 

improve representation of the dynamics of the analyzed system. 
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Использование кумулянтного разложения явля-

ется одним из наиболее общих подходов к описа-

нию состояния системы в неравновесной статисти-

ческой физике. При этом в общем случае куму-

лянтный ряд является бесконечным, поэтому для 

анализа реальных физических систем важной зада-

чей является построение корректного замыкания 

уравнений для ограниченного числа кумулянтов. 

В частности, один из наиболее значимых при-

меров использования кумулянтного подхода свя-

зан с кинетическим уравнением Больцмана, опи-

сывающим эволюцию одночастичной функции 

распределения плотности вероятности. Из данного 

уравнения можно получить бесконечную цепочку 

уравнений для моментов распределения по скоро-

сти частиц, которые представляют собой ни что 

иное, как законы сохранения массы, импульса 

(уравнение Навье–Стокса), полной механической 

энергии и т.д. [1]. При этом зачастую поведение 

системы описывается в терминах не полной, а 

внутренней энергии, т.е. из второго момента (пол-

ной энергии) вычитается вклад, связанный с квад-

ратом первого момента, – кинетическая энергия 

макроскопического движения. С математической 

точки зрения, такое описание соответствует пере-

ходу от моментов к кумулянтам. 

При анализе конкретных физических систем 

уместно использовать не бесконечное кумулянтное 

разложение, а некоторое его замыкание. Напри-

мер, при описании течений несжимаемой жидко-

сти принято ограничиваться уравнениями эволю-

ции для нулевого и первого моментов (плотности и 

плотности импульса соответственно). При этом в 

уравнении для эволюции импульса присутствует 

градиент давления – величины, связанной со вто-

рым кумулянтом распределения по скоростям, – 

система остается недоопределенной. Для замыка-

ния используется то предположение, что актуаль-

ные для системы течения создают в поле давления 

и температуры вариации недостаточные для 

сколько-нибудь существенной вариации плотно-

сти. Закон сохранения массы при неизменной 

плотности требует бездивергентности течения. 

Наложение условия, что дивергенция скорости 

равна нулю, на уравнение Навье–Стокса позволяет 

исключить давление из задачи и найти поля скоро-

сти течений. Если же жидкость является сжимае-

мой, то принято полагать равным нулю третий 

кумулянт и описывать систему законами сохране-

ния массы, импульса и энергии, которые дополня-

ются соотношением между давлением и внутрен-

ней энергией – уравнением состояния. Описанные 

замыкания справедливы для слабо неравновесных 

систем (т.е. систем с малым числом Кнудсена), 

которым с хорошей точностью соответствуют 

практически все макроскопические процессы на 

поверхности Земли. Таким образом, уравнения 

механики сплошных сред являются, в сущности, 

примером применения кумулянтного разложения и 

его замыкания. 

Важно заметить, что двухкумулянтное замыка-

ние уравнений механики сплошных сред соответ-

ствует гауссовскому приближению распределения 

микроскопических скоростей. Однако в статисти-

ческой физике нередко встречаются системы, в 

которых частицы представляют собой не молекулы 

или атомы, а более сложные макроскопические 

объекты: гранулы, камни, астероиды и т.д. Для 

подобных систем приближение малого числа 

Кнудсена может оказаться несправедливым. Более 

того, вследствие нарушения условия обратимости 

межчастичных столкновений распределение ско-

ростей может становиться существенно негауссов-

ским [2]. В этом случае двухкумулянтного замы-

кания оказывается недостаточно, и для корректно-

го описания поведения системы может потребо-

ваться учет поправок, соответствующих кумулян-

там более высокого порядка. 

Еще одним примером задач, в которых исполь-

зуется кумулянтное разложение, является описание 

движения Броуновских частиц [3, 4]. В этом случае 

уравнение Смолуховского для плотности вероят-

ности может быть получено с помощью кумулянт-

ного разложения по скоростям и построения его 

замыкания в пределе малой инерции. 

Таким образом, кумулянтное разложение и его 

замыкания являются мощным инструментом тео-

ретического анализа динамики стохастических 

систем (например, [3, 5, 6]). Вместе с тем построе-

ние приближенных замыканий, содержащих куму-

лянты высоких порядков, требует определенной 

осторожности. Важно понимать, что единствен-

ным физически обоснованным случаем конечного 

числа ненулевых кумулянтов является двухкуму-

лянтное замыкание, соответствующее распределе-

нию Гаусса. Как только один из кумулянтов более 

высокого порядка оказывается ненулевым, ряд 

ненулевых кумулянтов становится бесконеч-

ным [7]. Тем не менее во многих случаях учет вли-

яния третьего и четвертого кумулянтов на динами-
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ку первых двух позволяет построить более репре-

зентативное математическое описание системы и 

получить более точные результаты. 

В классической статистической физике задачи 

традиционно связаны с переменными, лежащими 

на действительной прямой. Однако при изучении 

процессов самоорганизации в активных средах и 

теории управления становится важным описание 

фазовых переменных, определенных на окружно-

сти [8–10]. Для фазовых переменных φ традицион-

ные моменты плохо описывают макроскопический 

порядок в системе. В этом случае естественной 

мерой порядка становятся параметры Курамото–

Дайдо Zm = <eimφ> [11]. 

Важный прорыв в теории коллективных явле-

ний в ансамблях фазовых элементов (например, 

осцилляторов с предельным циклом) связан с раз-

витием теории Отта–Антонсена (ОА) [12], являю-

щейся важным частным случаем теории Ватанабе–

Строгаца [13]. В рамках теории ОА предложено 

замыкание Zm = Z1
m для бесконечной цепочки урав-

нений, определяющих параметры порядка Курамо-

то–Дайдо. Данное замыкание принято называть 

анзатцем Отта–Антонсена. Применение анзатца 

ОА позволяет получить самосогласованное урав-

нение динамики для Z1. 

В работе [14] был предложен новый подход, 

позволяющий описать параметры порядка Zm в 

рамках моментного формализма с помощью вве-

дения соответствующих «круговых кумулянтов». 

Этот подход позволил выйти за пределы теории 

ОА и описать поведение систем, для которых тео-

рия ОА неприменима [14–17]. В рамках кумулянт-

ного подхода теория ОА представляет собой част-

ный случай, когда ненулевым является только пер-

вый кумулянт. В работах [14, 16] было показано, 

что учет поправок, соответствующих второму ку-

мулянту, в системах, для которых теория ОА дает 

некорректные результаты, позволяет получить го-

раздо более точное описание динамики. 

Подход, основанный на круговых кумулянтах, 

может быть также применен в задачах статистиче-

ской физики, связанных с исследованием ориента-

ционной динамики дипольных и квадрупольных 

систем, таких как ансамбли магнитных наноча-

стиц, жидких кристаллов, активных броуновских 

частиц и т.д. 

На практике применение подхода круговых ку-

мулянтов к реальным системам сводится к нахож-

дению физически релевантного обрывания куму-

лянтного ряда и дальнейшему построению соот-

ветствующего замыкания. В недавно опубликован-

ной работе [18] было показано, что, в отличие от 

случая переменных, лежащих на прямой, одноку-

мулянтное замыкание является единственным фи-

зически релевантным замыканием для перемен-

ных, лежащих на окружности. В терминах фаз та-

кое замыкание в точности соответствует сверну-

тому распределению Коши и лежит в основе ан-

затца ОА. Если количество ненулевых кумулянтов 

больше одного, то ряд ненулевых кумулянтов 

должен быть бесконечен для любого физически 

реализуемого распределения фаз. Тем не менее 

аналогично случаю линейных переменных при 

анализе многих систем оказывается полезен учет 

конечного числа поправок, соответствующих не-

скольким первым кумулянтам. 

В некотором смысле здесь сохраняется сим-

метрия между переменными на прямой и окружно-

сти. Для распределения Гаусса на прямой первые 

два момента характеризуют положение центра 

распределения и его ширину (дисперсия). При от-

клонении от распределения Гаусса третий и чет-

вертый кумулянты характеризуют асимметрию 

распределения и его куртозис (степень «негауссо-

вости» хвостов) соответственно. Для свернутого 

распределения Коши на окружности аргумент 

комплексного первого кругового кумулянта дает 

положение центра, а отклонение модуля первого 

кумулянта от единицы – ширину распределения. 

Отклонение от свернутого распределения Коши 

может быть количественно охарактеризовано вто-

рым круговым кумулянтом: отличие его аргумента 

от удвоенного аргумента первого кумулянта опре-

деляет асимметрию распределения, а его абсолют-

ная величина – искажение хвостов [16, 18]. Таким 

образом, в обоих случаях два числа задают базовое 

распределение, и еще два характеризуют отклоне-

ние от него. 

 

Пример зависимости погрешности пред-

ставления частоты генерации синоптиче-

ских импульсов от количества используе-

мых круговых кумулянтов при построении 

приближений разного порядка: когда поря-

док приближения превышает число куму-

лянтов, результаты начинают стреми-

тельно расходиться 

При использовании формализма круговых ку-

мулянтов важен аккуратный анализ построенного 

замыкания. Так, в работе [18] было показано, что в 

некоторых физических системах макроскопиче-

ские переменные, определяющие коллективную 

динамику (например, частота генерации синопти-

ческих импульсов в нейронных сетях), могут зави-
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сеть от параметров порядка Курамото–Дайдо та-

ким образом, что некорректное представление 

этих переменных в терминах круговых кумулянтов 

всегда оказывается расходящимся (см. рисунок). В 

работе [18] предложен регулярный подход к по-

строению замыканий в случае, когда кумулянтный 

ряд представляет собой затухающую геометриче-

скую прогрессию. Поправки более высокого по-

рядка по некоторому кумулянту можно вводить 

только совместно с поправками, связанными со 

всеми более высокими кумулянтами, того же по-

рядка точности. Показано, что иерархия кумулян-

тов в виде геометрической прогрессии характерна 

для многих типичных распределений; соответ-

ственно, предложенный подход может быть ис-

пользован для широкого круга реальных физиче-

ских систем, например, для описания ансамблей 

биологических и электрохимических осциллято-

ров. 
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