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Работа посвящена исследованию длинноволновой термо- и концентрационно-капиллярной 

конвекции в слое бинарной смеси. Несмотря на весьма продолжительную историю исследо-

ваний конвекции бинарных смесей, интерес к ним не только не ослабевает, но и усиливается 

в ряде направлений, особенно в связи с использованием коллоидных наносуспензий и тон-

ких слоев (пленок). На нижней границе слоя поддерживается постоянный поток тепла. Та-

кая ситуация реализуется в случае, если теплопроводность подложки значительно меньше 

теплопроводности жидкости. Верхняя свободная граница жидкости предполагается неде-

формируемой, при этом поверхностное натяжение зависит как от температуры, так и от 

концентрации примеси. Получены нелокальные нелинейные амплитудные уравнения длин-

новолновой конвекции Марангони в слое бинарной смеси. Проведен слабонелинейный ана-

лиз структур для трех типов решеток: ромбической (в пространстве Фурье), квадратной и 

гексагональной. Определены условия устойчивости конечно амплитудных структур. 
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The work deals with the study of the long-wave thermal and solutocapillary convection in a layer 

of a binary mixture. Despite the long research history of the convection in a binary mixture, the in-

terest to these studies does not decrease, moreover, it becomes more remarkable, especially in 

problems of the convection in colloidal nanosuspensions and the thin films. The constant heat flax 

is maintained at the lower boundary of the layer. This boundary condition is corresponded to the 

situation when the thermal conductivity of the substrate is much smaller than the thermal conduc-

tivity of the binary mixture. The free surface of the layer is supposed to be non-deformable and at 

the same time the surface tension depends on the temperature and the solute concentration. Non-
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local nonlinear amplitude equations for longwave Marangoni convection in a binary layer are ob-

tained. The weakly nonlinear analysis is carried out for pattern selection on the lattices of three 

types: rhombic (in Fourier space), square and hexagonal. The conditions of stability of finite ampli-

tude structures are found. 

 

Keywords: thin films; longwave oscillatory instability; weakly nonlinear analysis, pattern formations 

 

Received 24.03.2016; accepted 08.04.2016 

 

doi: 10.17072/1994-3598-2016-1-55-63 

 

1. Введение 

Одной из первых задач, в которой была обна-

ружена длинноволновая колебательная неустойчи-

вость, является возбуждение нелинейных волн в 

конвекции Марангони. Эта задача изучена группой 

М. Веларде [1]; подробный обзор работ можно 

найти в [2]. Однако при получении уравнения 

Кортвега де Фриза (или его слабодиссипативного 

аналога) предполагалось, что нижняя поверхность 

свободная и недеформируемая, т.е. жидкость мо-

жет двигаться вдоль нее без трения. Такое допу-

щение позволяет рассматривать слабо затухающие 

волны, но оказывается малопригодным с физиче-

ской точки зрения. В более близких к реальности 

системах для появления длинноволновой колеба-

тельной неустойчивости необходимо наличие как 

минимум двух полей (амплитудных функций), за-

висящих от медленных координат.  

С математической точки зрения в диссипатив-

ных системах существует два типа длинноволно-

вых колебательных неустойчивостей. Один из них 

имеет место, например, в бинарных смесях с неде-

формируемыми поверхностями. В этом случае са-

ми амплитудные функции (по крайней мере, в 

главном порядке) не влияют на нелинейную дина-

мику, существенны лишь их градиенты. В таких 

системах эволюционные уравнения нелокальны – 

вместо системы амплитудных уравнений динамика 

возмущений определяется условиями разрешимо-

сти некоей неоднородной линейной задачи. Для 

этого типа неустойчивости характерно разделение 

времен: быстрые колебания с квадратичным (в си-

туации общего положения) законом дисперсии и 

медленная, даже для режимов с конечной ампли-

тудой, нелинейная эволюция. 

Другой тип неустойчивости, как правило, обна-

руживается в системах с деформируемыми грани-

цами. В этом случае длинноволновая конвекция 

описывается системой двух и более нелинейных 

амплитудных уравнений. Одной из амплитудных 

функций является отклонение поверхности или 

толщина слоя, причем эта функция присутствует в 

уравнениях и без градиентов. Неустойчивости та-

кого типа не рассматриваются в настоящей статье. 

В работе [3] была впервые обнаружена и иссле-

дована длинноволновая колебательная мода перво-

го типа. Для гравитационной конвекции в слое би-

нарной смеси получена система уравнений Ландау, 

описывающая слабонелинейную динамику. Позд-

нее в работе [4] было показано, что зависимость 

коэффициентов нелинейного взаимодействия для 

двух волн от угла между их волновыми векторами, 

найденная в [3], присуща широкому кругу задач, 

для которых выполнены следующие два необхо-

димых условия: только градиенты амплитудных 

функций, а не сами функции определяют нелиней-

ную динамику и закон дисперсии является квадра-

тичным. В силу симметрии задачи в работе [3] су-

щественны только кубические нелинейности, 

однако рассмотрены также эффекты небуссине-

сковой конвекции, когда существенную роль иг-

рают квадратичные члены. В работе [3] рассмот-

рены только структуры на квадратной решетке 

(т.е. обладающие симметрией квадрата в плоско-

сти слоя) и показано, что отбираются чередующи-

еся валы (alternating rolls) – суперпозиция двух 

стоячих волн, поляризованных вдоль базисных 

векторов решетки, со сдвигом фаз между волнами 

в 90°. Далее, говоря о «решении на решетке», мы 

будем иметь в виду идеально периодические ре-

шения, обладающие соответствующей симметри-

ей. Разумеется, для таких режимов крайне важным 

является анализ устойчивости по отношению к 

внешним возмущениям, не принадлежащим рас-

сматриваемой решетке, – в некотором смысле об-

ласти устойчивости по отношению к внешним 

возмущениям аналогичны областям Буссе [5,6]. 

Длинноволновая колебательная мода для кон-

векции Марангони в слое бинарной смеси при 

наличии эффекта Соре была обнаружена и иссле-

дована в двумерной постановке в работе [7]. Позд-

нее в [8] проведен отбор трехмерных структур с 

использованием общих результатов анализа би-

фуркаций с симметрией квадрата [9]. Показано, 

что для структур на квадратной решетке отбира-

ются чередующиеся валы, которые являются 

устойчивыми и по отношению к внешним возму-

щениям с произвольным волновым вектором, не 

принадлежащим квадратной решетке [8]. 

Поскольку прямоугольные структуры (ромби-

ческие в Фурье-пространстве) являются неустой-

чивыми по отношению к валам или квадратным 

структурам для стационарных надкритических ре-

жимов, их исследование для более сложных вол-

новых режимов обычно не проводится. Однако, 
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как показал анализ, проведенный в работе [8], для 

волновых прямоугольных режимов ситуация более 

сложная. В этом случае также устойчивы череду-

ющиеся валы на прямоугольной решетке: суперпо-

зиция двух стоячих волн с разностью фаз в 90°, 

поляризованных под углом друг к другу. Однопа-

раметрическое семейство (в качестве параметра 

выступает угол между базисными векторами ре-

шетки) чередующихся валов на прямоугольной 

решетке является устойчивым по отношению к 

внешним возмущениям, если угол между базисны-

ми волновыми векторами превышает 60°. Следует 

отметить, что чередующиеся валы на квадратной 

решетке не являются предельным случаем чере-

дующихся валов на прямоугольной решетке, по-

скольку для квадратов возникают дополнительные 

резонансы и важна генерация «наклонных 

волн» [3,8].  

Еще более сложная ситуация обнаружена для 

структур на гексагональной решетке [4,10]. Пока-

зано, что наряду с известным вырождением гекса-

гональных колебательных структур [11] для длин-

новолновой колебательной конвекции существуют 

еще два дополнительных вырождения, приводящие 

к тому, что в системе с кубической нелинейностью 

отбирается целое трехпараметрическое семейство 

решений. Отбор устойчивого представителя внут-

ри этого семейства производится с учетом членов 

пятого порядка по амплитуде [4,10]. Отбираются 

либо волновые валы (wavy rolls; валы, искривлен-

ные в продольном направлении подобно гармони-

ческой волне); либо в системе вообще нет устой-

чивых решений и реализуется гетероклинический 

цикл: система блуждает между тремя неустойчи-

выми предельными циклами, поочередно притяги-

ваясь и отталкиваясь от каждого из них. Исследо-

вана также устойчивость гексагональных структур 

относительно внешних возмущений. 

Важно отметить, что волновые структуры, об-

ладающие квадратной и гексагональной симметри-

ей, могут быть одновременно устойчивыми: в за-

висимости от начальных условий система 

притягивается к представителю того или иного се-

мейства. Однако подробный анализ устойчивости 

волновых структур на суперрешетках (комбинации 

двух квадратных решеток с заданным углом между 

базисными векторами) к настоящему времени не 

проведен. Для стационарных режимов устойчи-

вость на суперрешетках изучена в [12], результаты 

работ [13,14] также могут быть использованы для 

стационарных конвективных течений. Ценность 

подобных исследований очевидна – в гидродина-

мических системах практически всегда отсутствует 

навязанная извне симметрия (единственным ис-

ключением является наличие границ для области 

формы параллелепипеда), поэтому проблема вы-

бора между гексагональными и квадратными 

структурами крайне важна. Другой этап исследо-

вания длинноволновой колебательной конвекции 

предполагает анализ модуляционной неустойчиво-

сти вышеописанных режимов вблизи порога (в не-

котором смысле аналогичной неустойчивости Бен-

джамина–Фейра [15]). Очевидно, что модуляция 

диспергирующих волн может играть определяю-

щую роль в нелинейной эволюции и, в частности, в 

отборе структур. 

В работах [16,17] изучаются структуры конеч-

ной амплитуды (конечными являются главные ча-

сти возмущений температуры и концентрации, 

скорости конвективного течения малы вследствие 

предположений длинноволновости). В частности, 

получены области Буссе – области устойчивости 

регулярных волновых режимов относительно воз-

мущений, не принадлежащих решетке.  

В ряде работ было изучено влияние дополни-

тельных осложняющих факторов, таких как нали-

чие нерастворимого [18,19] или растворимого [20] 

поверхностно-активного вещества, деформация 

свободной границы [21-25], влияние теплового 

расширения [26,27].  

Экспериментально и численно длинноволновая 

колебательная конвекции в слое бинарной смеси 

изучена недостаточно подробно. Конвекция Ма-

рангони исследовалась в работах [28,29], однако в 

этих экспериментах существенную роль играло 

испарение – эффект, не учтенный в теории. 

В работах [30,31] для классической задачи – 

конвекция Марангони в слое жидкости, подогрева-

емом снизу, – была обнаружена область в про-

странстве параметров, где наиболее опасной явля-

ется колебательная мода. Показано, что при 

определенном наборе параметров возможно мяг-

кое возбуждение стационарных режимов или бе-

гущих валов. Кроме того, вычисления показали, 

что даже жесткое возбуждение не обязательно 

приводит к разрыву слоя – случай крайне редкий в 

длинноволновых неустойчивостях систем с де-

формируемой границей. 

Настоящая работа посвящена исследованию 

длинноволновой термо- и концентрационно-

капиллярной конвекции в слое бинарной смеси. 

Несмотря на весьма продолжительную историю 

исследований конвекции бинарных смесей, инте-

рес к ним не только не ослабевает, но и усиливает-

ся в ряде направлений, особенно в связи с исполь-

зованием коллоидных наносуспензий и тонких 

слоев (пленок). Это связано с фундаментальными 

исследованиями гидромеханики многокомпонент-

ных и многофазных систем, в которых неоднород-

ности концентрации, влияя на изменение силовых 

полей, вызывают формирование разнообразных 

пространственно-временных структур. 

2. Постановка задачи 

Рассмотрим тонкий слой бинарной жидкости 

толщиной d. На нижней границе слоя (z = 0) под-

держивается постоянный поток тепла. Такая ситу-
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ация реализуется в случае, если теплопроводность 

подложки значительно меньше теплопроводности 

жидкости. В отсутствие движения жидкости в слое 

создается вертикальный градиент температуры, 

который, в свою очередь, благодаря эффекту тер-

модиффузии создает градиент концентрации. 

Верхняя свободная граница жидкости предполага-

ется недеформируемой, при этом поверхностное 

натяжение зависит как от температуры, так и от 

концентрации: 

0 T 0 C 0( ) ( ).T T C C          (1) 

Выбирая в качестве единиц измерения времени, 

длины, температуры, концентрации примеси, ско-

рости и давления следующие величины: 2 /d  , d , 

ad , 
T C/ad  , / d , 2/ d  (где , ,    – тем-

пературопроводность, плотность и кинематическая 

вязкость жидкости, соответственно), получим си-

стему уравнений и граничных условий: 
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Здесь v u ezw  , 2  – двухмерная проекция гра-

диента на плоскость (x, y). Здесь и далее индексами 

обозначены частные производные по соответству-

ющим координатам. 

Задача (2)–(7) содержит следующие безразмер-

ные параметры:  

2

T

th
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T

, ,

, ,

ad qd
M B

k

D
P L


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  (8) 

(соответственно число Марангони, число Био, 

число Соре, число Прандтля и число Льюиса). 

Здесь th, ,q k   – коэффициент теплоотдачи от по-

верхности жидкости к окружающей среде, тепло-

проводность и коэффициент Соре соответственно. 

Также может быть введено число Шмидта 

/S P L . 

3. Линейная устойчивость 

Краевая задача (2)–(7) имеет простое решение в 

случае, когда жидкость покоится:  

0

0

0

1
,

0v
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.

B
T z
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C const z


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 


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Линейная устойчивость данного положения равно-

весия была исследована в работе [7] для случая 
1/4~k B  (см. рисунок).  

В работе [7] были получены граница длинно-

волновой колебательной неустойчивости и анали-

тическая формула для длинноволновой монотон-

ной моды неустойчивости: 

(0) (0)

0 0

L

L

48 48 ,

.

L
M m

L L



  

 

  

  (10) 

В частности, было показано, что когда 

/ (1 )m L L      , неустойчивость имеет место 

при отрицательных числах Марангони, т.е. при 

нагреве сверху. 

 



M
c

S

S

mo 0

0

 

Карта линейной устойчивости слоя би-

нарной жидкости: сплошная линия – гра-

ница монотонной неустойчивости, полу-

ченной в [7], штрихпунктирная линия – 

новая мода монотонной неустойчивости 

[21], пунктирная линия – колебательная 

неустойчивость 

 

В работе [21] рассмотрен случай ~k B  и по-

казано, что такое приближение расширяет область 

параметров, в которой наблюдается развитие 

длинноволновой монотонной неустойчивости 

(см. рисунок):  

 2

(B)

* 0 2
48 48 .

L

L k B
M m

k B 


 


  (11) 
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4. Слабонелинейный анализ 

устойчивости 

4.1. Вывод амплитудных урванений 

Рассмотрим нелинейную эволюцию длинно-

волновых возмущений масштаба 1/2( )O B . Введем 

малый параметр по формуле 2B  , растянем 

продольные координаты ( , ) ( , )X Y x y  и пере-

маштабируем время 4t  . Заметим, что при 

1  , B , однако введение параметра β 

упрощает анализ предельных случаев. 

Возмущения скорости, температуры и концен-

трации запишем в виде: 

2

0

0

U

,

u ,

,

.

w W

T T

C C





 

  

 

Таким образом, возмущения температуры и кон-

центрации предполагаются конечными, в то время 

как возмущения скорости – малыми. При этом 

продольные компоненты скорости значительно 

больше вертикальной компоненты.  

Подставляя данные в систему (2)–(7), получим 

в нулевом порядке разложения по малому пара-

метру следующую систему: 

0

0

0,

0,

 

 
 (12) 

0

0 0

0 0

0,

U ,

U ,

p

p

W

 

  

   

 (13) 

0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

0 : U 0,

0,

1: 0,

48 ( ).U

z

W

z W

m

 

     

      

     

 (14) 

Решение данной задачи, соответствующее воз-

мущениям температуры и концентрации примеси, 

однородным поперек слоя и течения, которые ге-

нерируются локальными изменениями поверх-

ностного натяжения, ( 0 0h    ), имеет вид: 

 

 

0

0

0 0

2

0 0

2

0 0

( , , ),

( , , ),

72 ,

U 12 (1 ) ,

12 (2 3 ) .

F X Y

G X Y

p m h
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 

   
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 (16) 

В первом порядке получим систему: 

2 2

1 0

2 2

2 0

( , ) 0,

( , ) ( ) 0.

L F G F m h F

L F G L G F m h



 

     

     
  

Её решение может быть записано в виде 

| |

2

0

2

0

( ) . .,

.

ki r

K
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k
k
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m K
G F

m K




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

 


 


 (17) 

Условие разрешимости задачи второго порядка 

приводит к следующим уравнениям для амплитуд-

ных функций: 

2 40 L

1 1 1 1 0( , ) 9 7
30
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где  

 

2

2 2

J ,

.

h h

h h

   

   
 

Полученная система является линейной неодно-

родной системой дифференциальных уравнений 

для функций F1, G1. 

4.2. Отбор структур 

Анализ полученных амплитудных уравнений 

позволяет предсказать режим конвекции вблизи 



60 С. В. Шкляев, А. О. Иванцов 

порога устойчивости. Правые части в системе для 

амплитудных функций содержат квадратичные и 

кубические нелинейные слагаемые, поэтому вол-

новые вектора удовлетворяют следующему резо-

нансному условию: 

1 1 2 2 3 3 ,s s sk k k k    (18) 

где | | | |  ( 1,2,3)lk Kk l    и s1, s2 равны ±1. Для 

квадратичных членов s3 = 0, для кубических 

s3 = ±1. Подставляя (17) в амплитудные уравнения 

и учитывая условие (18), получим следующее не-

линейное уравнение для амплитуд Фурье гармо-

ник: 
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где q  обозначает все волновые вектора решения 

(17), удовлетворяющие условию (18), кроме векто-

ра k , 
kq

  – угол между векторами q  и k . 

Полученное амплитудное уравнение исследо-

валось ранее в работе [12]. Для того чтобы приме-

нить критерии, полученные в работе [12], сделаем 

следующие замены:  

1 0

2 0

3 0

5
( / 6) / ,

3

( / 3) / 1,

2
( / 2) / .

3

T N N

T N N

T N N







 

 

 

  (19) 

Кроме того, величина ̂ , характеризующая 

скорость роста в [12], в данном случае определяет-

ся как 2

0
ˆ /N Q  . Тогда, применяя критерии 

устойчивости, можем сделать следующие выводы: 

1) валы неустойчивы по отношению к форми-

рованию как квадратов (T3 < 1), так и гекса-

гонов (
2

ˆ 1/ (1 )T    ); 

2) квазипериодические структуры неустойчи-

вы, потому что коэффициенты 

2 1 2 31 1Q T T T       и 
3 11 2Q T    

2 32 1T T     отрицательны; 

3) условие T3 < 1 гарантирует устойчивость 

квадратов по отношению к валам, потому 

что Q2 < 0; 

4) квадраты становятся устойчивыми по отно-

шению к формированию гексагональных 

структур при 

 0 3

2 2

2

1 5
ˆ

3
sh

N T

Q Q





   ;  

5) в случае если 2

2 2(2 ) / (1 )T T   велико, гек-

сагоны устойчивы по отношению к валам; 

6) условие Q3 < 0 гарантирует, что гексаго-

нальные структуры устойчивы по отноше-

нию к квадратным. 

Граница, разделяющая области устойчивости 

«верхних» и «нижних» гексагонов, определяется 

условием Q = 0 (в центральной части «верхних» 

гексагонов жидкость движется вверх, в «нижних» – 

вниз). Легко показать, что неравенство S > 1/5 (ко-

торое выполняется для всех известных нам бинар-

ных жидкостей) гарантирует, что Q положительно, 

следовательно, отбираются верхние гексагоны. 

5. Заключение 

Проведен слабонелинейный анализ устойчиво-

сти длинноволновой термо- и концентрационно-

капиллярной конвекции в слое бинарной смеси. 

Получены нелокальные нелинейные амплитудные 

уравнения, описывающие развитие длинноволно-

вой монотонной неустойчивости. Определены 

условия устойчивости конечно амплитудных 

структур. Показано, что «верхние» гексагоны 

устойчивы во всем интервале их существования, 

структуры симметрии квадрата становятся устой-

чивы при числах Марангони больших определен-

ного порога. Кроме того, показано, что гексаго-

нальные структуры формируются жестким 

образом, возможно подкритическое развитие не-

устойчивости. 

Работа выполнена при финансовой поддержке 

из средств гранта РФФИ 14-01-96027 р_урал_а. 
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