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Теории Ватанабэ–Строгаца и Отта–Антонсена послужили основой для строгих и всесторон-

них исследований коллективных явлений в широком классе парадигматических моделей ан-

самблей связанных осцилляторов. Недавно был предложен подход «круговых» кумулянтов 

для построения теории возмущений для подхода Отта–Антонсена. В этой статье выводится 

связь между распределением фаз Ватанабэ–Строгаца и круговыми кумулянтами исходных 

фаз. Эти соотношения важны для интерпретации подхода круговых кумулянтов в контексте 

теорий Ватанабэ–Строгаца и Отта–Антонсена. Особое внимание уделяется случаю иерархии 

круговых кумулянтов; этот случай типичен при построении теорий возмущений для подхо-

дов Ватанабэ–Строгаца и Отта–Антонсена. 
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The theories of Watanabe–Strogatz and Ott–Antonsen served as the basis for rigorous and compre-

hensive investigations of collective phenomena in a broad class of paradigmatic models of en-

sables of coupled oscillators. Recently, the “circular cumulant” approach was suggested for con-

structing a perturbation theory for the Ott–Anthonsen approach. In this paper we derived the rela-

tionship between the distribution of Watanabe–Strogatz phases and the circular cumulants of the 

original phases. These relationships are important for interpreting the approach of circular cumu-

lants in the context of the Watanabe–Strogatz and Ott–Anthonsen theories. Particular attention is 
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devoted to the case of the hierarchy of circular cumulants; this case is typical when constructing 

perturbation theories on top of the Watanabe–Strogats and Ott–Anthonsen theories. 
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1. Введение 

Динамика связанных автоколебательных си-

стем представляет интерес в связи с многими при-

ложениями в физике, биологии и технике [1, 2]. В 

случае слабой связи можно использовать универ-

сальный подход, основанный на фазовом прибли-

жении, согласно которому рассматривается только 

динамика фаз осцилляторов, в то время как ампли-

туды считаются алгебраически связанными с фа-

зами. Знаменитая модель Курамото описывает си-

стему фазовых осцилляторов, связанных через 

среднее поле, и позволяет аналитически описать 

переход к синхронизации. Для определенного 

класса фазовых систем в общем поле (см., напри-

мер, [2]) Ватанабэ и Строгац (ВС) [3–5] и Отт и 

Антонсен (ОА) [6] развили аналитические подхо-

ды. 

В подходе ВС фазам ансамбля идентичных 

элементов φk с помощью преобразования Мёбиуса 

(см. уравнение (2.4)) могут быть сопоставлены 

вспомогательные фазы ψk, причем распределение 

последних является «замороженным», и только 

комплексный параметр преобразования может не-

тривиально эволюционировать со временем. Пере-

ход к синхронизации может быть охарактеризован 

с помощью этого комплексного параметра, опре-

деляющего связь между замороженным набором 

фаз ψk и набором наблюдаемых истинных фаз φk.  

Теория ОА представляет собой другой подход, 

позволяющий получить замкнутые уравнения для 

эволюции комплексных параметров порядка 
1

1

k
N i

k
N e



  в термодинамическом пределе 

N → ∞.  

Недавно в работах [7–10] был предложен но-

вый подход – формализм «круговых» кумулянтов, 

который позволяет строить теорию возмущений 

для систем, неточно удовлетворяющих условиям 

теорий ВС и ОА. Стоит отметить, что этот подход 

существенно отличается от теории возмущений, 

разработанной в работе [11] на основе переменных 

ВС. Для последней остается сложный вопрос вы-

числения параметров порядка из переменных ВС и 

возникает проблема расходимости разложений для 

состояний с высокой степенью синхронности, то-

гда как именно такие состояния представляют 

наибольший интерес с точки зрения приложений. 

Сравнение этих двух подходов и интерпретация 

формализма круговых кумулянтов являются пред-

метом настоящей работы: формально, ставится за-

дача интерпретации кумулянтов в терминах теории 

ВС. Заметим, что ранее значительное внимание в 

литературе уделялось интерпретации и пониманию 

теорий ВС и ОА (см., например, [5, 12–15]). 

Материал статьи организован следующим об-

разом: в разделе 2 приводятся существенные для 

настоящей работы элементы теорий ВС и ОА; в 

разделе 3 представлены соотношения между кру-

говыми кумулянтами и переменными ВС; в разде-

ле 4 описан вывод этих соотношений; заключение 

представлено в разделе 5. 

2. Подходы Ватанабэ–Строгаца  

и Отта–Антонсена и круговые 

кумулянты 

2.1. Теории Ватанабэ–Строгаца и Отта–

Антонсена 

Динамика ансамбля N идентичных фазовых 

элементов вида: 

  ( ) Im 2 ( ) ki

k t h t e
 

   , (2.1) 

где k = 1,2,…N, Ω(t) и h(t) – произвольные функ-

ции времени, имеет N–3 интеграла движения [3–5, 

12] и может быть описана с помощью обыкновен-

ного дифференциального уравнения для комплекс-

ной переменной z: 

 2( ) ( ) ( )z i t z h t h t z    . (2.2) 

Динамика вспомогательных фаз ψk, известных как 

переменные Ватанабэ–Строгаца (ВС), является 

одинаковой для всех фазовых элементов: 

  ( ) Im 2 ( )k t h t z    . (2.3) 

Переменные z и ψk связаны с исходными фазами φk 

преобразованием Мёбиуса: 

 ;
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k k

k k

k k

i i
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i i

z e e z
e e

z e z e

 
 

  

 
 

 
; (2.4) 

связь является взаимнооднозначной при дополни-

тельном условии 
1

0k
N i

k
e



 . 

В термодинамическом пределе N → ∞ есте-

ственно описывать эволюцию системы в терминах 

плотности вероятности распределения фаз w(φ, t), 

подчиняющейся Мастер-уравнению: 
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   *( ) ( ) ( ) 0i iw
t ih t e ih t e w

t

 



 
    

 
. 

В Фурье-пространстве, где 

      
1

1

, 2 1 ( ) . .ij

j

j

w t a t e с с 


 



 
   

 
 , (2.5) 

здесь и далее c.c. обозначает комплексное сопря-

жение, Мастер-уравнение принимает вид 

 1 1, 1,2,...,j j j ja ji a jha jh a j

       (2.6) 

где a0 = 1. 

В работе [6] было показано, что уравнение (2.6) 

допускает частное решение вида aj = (a1)j, где a1 

подчиняется замкнутому уравнению динамики 

 2

1 1 1a i a h h a    . (2.7) 

Множество решений, для которых aj = (a1)j, назы-

вают многообразием Отта–Антонсена. 

Важно отметить, что в термодинамическом 

пределе a1 является комплексным параметром по-

рядка: действительно, 1

i iRe e a   . Таким об-

разом, на базе теории Отта–Антонсена [6] откры-

вается возможность для всестороннего и строгого 

изучения разнообразных коллективных явлений в 

ансамблях фазовых элементов (см. [12–14, 16–22]). 

В переменных Ватанабэ–Строгаца при N → ∞ 

динамика переменной z по-прежнему описывается 

уравнением (2.2) и плотность вероятности W(ψ, t) 

представляет собой замороженную волну произ-

вольной формы, бегущую с переменной во време-

ни скоростью (2.3). Хотя уравнения (2.7) и (2.2) 

подобны друг другу, в общем случае z не является 

параметром порядка, более того, вычисление па-

раметра порядка a1 из переменной z и W(ψ, t) явля-

ется трудоемкой задачей. Решение ОА в терминах 

переменных ВС соответствуют случаю 

W(ψ,t) = (2π)–1 и z = a1. Отметим, что из теории Ва-

танабэ–Строгаца следует нейтральная устойчи-

вость многообразия Отта–Антонсена для ансамбля 

идеальных идентичных элементов, так как дина-

мика W(ψ,t) представляет собой распространение 

волны постоянного профиля, а не релаксацию к 

однородному распределению. Однако подход ОА 

может быть обобщен на случай ансамбля с неиде-

альной идентичностью элементов (например, с 

разбросом индивидуальных собственных частот 

Ω). Как было показано в работах [6, 23], в ситуа-

циях, представляющих практический интерес, не-

идентичность приводит к тому, что многообразие 

ОА становится притягивающим. Поскольку в ре-

альности практически невозможно добиться иде-

альной идентичности, решения ОА являются при-

тягивающими. 

2.2. Круговые кумулянты 

Описание динамики системы в окрестности 

множества ОА в терминах aj оказывается пробле-

матичным для состояний с высокой степенью син-

хронности, когда |a1| близко к 1, и ряд aj = (a1)j  об-

ладает медленной сходимостью. В связи с этим 

оказывается эффективным переход от рассмотре-

ния моментов kij

ja e


  к формально соответ-

ствующим им кумулянтам Kj, которые можно 

определить из производящей функции: 

 

 

0

1

( ) exp( ) ,
!

ln ( ) .
!

k

j
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j

j
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j

j

F e a
j

F K
j

 
 












 







 (2.8) 

В частности, первые три кумулянта имеют вид: 

1 1K a , 2

2 2 1K a a  , 3

3 3 2 1 13 2K a a a a   . 

В терминах Kj уравнение (2.6) приобретает сле-

дующий вид: 

  

   

1

1 1

1

1 !
,

1 ! !

j j j

j

j j m m

m

K ij K h

j
jh K K K

m m j





  



   

 
     


 

где δ1j = 1, если j = 1, и δ1j = 0 во всех остальных 

случаях. Вывод уравнений для Kj из уравнений для 

моментов (2.6) приведен в работе [7]; аналогичный 

вывод может быть проведен и для некоторых дру-

гих случаев, отклоняющихся от вида (2.6) (или ви-

да (2.1)). 

Для некоторых физических задач зачастую ока-

зывается более удобным использовать иные вели-

чины 

 
 1 !

j

j

K

j
 


  (2.9) 

(см. [7, 9]), динамика которых подчиняется урав-

нению 

   1 1 1

1

j

j j j j j m m

m

ij h jh j     

  



 
     

 
 . (2.10) 

Следуя работам [7, 9], величины κj будем называть 

«круговыми» кумулянтами». 

При построении теории возмущений для под-

хода Отта–Антонсона кумулянтный подход обла-

дает рядом существенных преимуществ: 

 В терминах круговых кумулянтов решение ОА 

принимает очень простой вид: κ1 = a1 и для всех 

старших кумулянтов κj≥2 = 0. 

 Если ряд aj медленно сходится при |a1| →1, то в 

терминах круговых кумулянтов при |κ1|→1 необхо-

димо |κj≥2|→0, и проблема сходимости ряда κj не 

возникает. 

 Внутренний шум σ, который является индиви-

дуальным для каждого осциллятора и нарушает 

вид ОА, создает для круговых кумулянтов иерар-

хию вида κj ~ σ2(j–1) [7, 9]. Более того, нормальное 

распределение на окружности (wrapped Gaussian 

distribution) для фаз с a1 = exp{iΦ – σ2/2} (и, соот-
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ветственно, a1 = exp{jiΦ – j2σ2/2}), которое возни-

кает при некоторых нарушениях свойств ОА (т.е., 

отличии вида уравнений от (2.1)) [24], дает ярко 

выраженную иерархию кумулянтов для произ-

вольного значения величины σ (см. рисунок). Та-

ким образом, формирование иерархий κj часто 

встречается в конкретных физических проблемах. 

Наличие таких иерархий является благоприятным 

условием для построения аналитических аппрок-

симаций. 

 
Первые 15 круговых кумулянтов κj для нор-

мального распределения на окружности 

шириной σ 

На рисунке для 2 1  можно видеть иерар-

хию 
2( 1)j

j  
, для 2 1  – 

2/2

j e   , а для 

промежуточных значений 2 , где нет малого па-

раметра, формируется некоторая промежуточная 

иерархия вида 
1| |j j     (здесь   принимает 

значение, не превышающее 0.462). Для ансамбля 

Курамото с гауссовым шумом и распределением 

частот индивидуальных осцилляторов по Лоренцу 

подобная картина [9] наблюдается для стационар-

ных режимов. Когда в системе можно ввести ма-

лый параметр  , формируются иерархии вида 
1j

j  
 или 

j

j  ; если малого параметра нет, 

для 
j  наблюдаются некоторые промежуточные, 

но явно выраженные геометрические прогрессии. 

В работе [7], где нарушение общего вида ОА (2.1) 

было вызвано гауссовым внутренним шумом ин-

тенсивности 2 , иерархия вида 
2( 1)j

j  
 была 

обнаружена для возмущенного решения ОА. На 

этом основании в настоящей работе последнему 

типу иерархии будет уделяться особое внимание, 

но при этом не будет упускаться из виду, что воз-

можны и другие типы. 

Может быть сформулировано наблюдение: за-

кон 1| | 1j j     , обобщающий все перечис-

ленные выше иерархии, очень часто возникает для 

конкретных физических систем как в теоретиче-

ских результатах, так и в экспериментальных дан-

ных. По состоянию на сегодняшний день авторы 

не могут представить строгого математического 

обоснования распространенности такого наблюде-

ния. Отметим, что наличие иерархии не является 

таким же сильным ограничением на вид ряда ку-

мулянтов, как конкретные замыкания, уменьшаю-

щие число степеней свободы (например, редукции 

Отта–Антонсена или Гаусса): при наличии иерар-

хии кумулянты остаются определенными с точно-

стью до коэффициента порядка 1. 

3. Результаты 

3.1. Вычисление плотности вероятности 

фаз Ватанабэ–Строгаца из круговых 

кумулянтов 

В первую очередь установим соотношения 

между W(ψ) и w(φ), представляя первое в терминах 
2

0
( ) dij

jA W e


    и последнее – в терминах 

круговых кумулянтов κj или Kj = (j–1)! κj. В Фурье-

пространстве функция распределения W(ψ) имеет 

вид 

      
1

1

2 1 . .ij

j

j

W A e c c 


 



 
   

 
 . 

Тогда уравнение (2.4) дает 

 ( ) d ( ) d
1

m
i

im

i

e z
W e w

z e





   



 
  

 
  , (3.1) 

и можно получить (подробный вывод приведен в 

разделе 4) 

 
 0

2

ˆ1j m m j

m

A p Q A




 
  
 

 . (3.2) 

Здесь 

 
1

1ˆ
!

m

mQ
m K

 
  

 
, 

а pj – моменты, соответствующие кумулянтам Kj за 

вычетом K1, т. е. 

1 0p  , 

2 2p K , 

3 3p K , 

2

4 4 23p K K  ,  (3.3) 

5 5 3 210p K K K  , 

2 3

6 6 4 2 3 215 10 15p K K K K K    , 

2

7 7 5 2 4 3 3 221 35 105p K K K K K K K    … 

Иными словами, pj соответствуют моментам aj, ко-

торые, в свою очередь, подверглись процедуре 

удаления первого момента a1. И 

 
 0 1

11

j

j

K z
A

z K
 

  
 

.  (3.4) 
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Наряду с Aj необходимо вычислить z. Для W(ψ) 

условие A1 = 0 навязывает выражение для z: дей-

ствительно, на основании уравнения (3.2) это 

условие может быть записано как 

 
 0

1 1

2

ˆ0 1 j j

j

A p Q A




 
   

 
 , 

что дает условие вида 

 
1 2

1

2 1

( ) (1 | | )

(1 )

j

j j
j

z z
z K p

z K

 





 


 .  (3.5) 

Из условия (3.5), можно вычислить z с любой 

требуемой точностью. Для различных иерархий κj 

возникают и быстро убывающие иерархии pj, 

обеспечивающие быструю сходимость итерацион-

ной схемы: 

0 1z K , 

1 2

1 1 2

11 | |

K K
z K

K



 


, 

 ... , 

1 21
1 1

1

2 1 1

( ) (1 | | )
,...

(1 )

jn
n n

n j j
j n

z z
z K p

z K

 
 


 


 


  (3.6) 

Точное значение 2( )n nz z p    или, как можно 

увидеть из уравнения (3.3), 

 

ceil ( /2) 1 1

2

( ) при ;

( ) при .

n j

j

n n j

j

z z
  

  

 




  



 

Здесь функция ceil(x) возвращает наименьшее це-

лое число, большее или равное x. 

В частности, для иерархии 
1j

j  
  можно 

вычислить, что (0)

0 1z Z z K    (опущены по-

правки ~ε); (0) (1)

1z Z z z    (опущены поправки 

~ε2), где 

 
*

(1) 1 2

2

11

K K
z

K



; 

(0) (1) (2)

2z Z z z z     (опущены поправки ~ε3), 

где 

 
2 3 2 2

(2) 1 3 1 2 1 2

2 2 2 3

1 1

2 | |

(1 | | ) (1 | | )

K K K K K K
z

K K

  
 

 
. 

Отметим, что для вычисления 1nZ   при 
1j

j  
 

требуется использование итерационной схемы 

(3.6) до 2 1nz  . Далее, (0) (1) (2) (3)

3z Z z z z z      

(опущены поправки ~ε4), где 

3

(3) 1 4

2 3

1

4 2 2

3 1 2 2 1 3 2 1

2 4

1

5 3 2 2 3

1 2 2 2 1 2 1 1 2 1

2 5

1

(1 | | )

(8 2 | | )

(1 | | )

10 | | ( 5 | | 3 )
.

(1 | | )

K K
z

K

K K K K K K K K

K

K K K K K K K K K K

K



  

   

 


 
 



  




 

Используя уравнение (3.4), можно получить ре-

куррентное соотношение 

 

 

(0)

1

1 1 1

2 1

1

1

1

2 (0) (0) (0)

1 12

1

(1 | | )( )

(1 )

2 .
1 | |

j

j

j

j

j j j

A K z

K K z K

z K z
j

z K

j
z A z A A

z





 

 

 

  
  

   

 
 



  


 (3.7) 

Отметим, что (0)

0 1A   и (0)

1 1 0A K    (условие 

A1 = 0 выполняется для заданных z и K1 и не требу-

ет, чтобы частная производная (0)

1 1A K   обраща-

лась в ноль). 

3.2. Законы подобия параметров порядка Aj 

фаз Ватанабэ–Строгаца при иерархии 

круговых кумулянтов вида j ~  j   

Выделим иерархию явным образом, введя обо-

значение 
1

1

j

j js  

 . 

Поскольку 1z K   и 
(0) j

jA  , применяя ре-

куррентное соотношение (3.7), в ведущем порядке 

можно получить для m j  

 

(0)

(0)

2

0 0 1

2 2 2

0 0

!ˆ
!( )! (1 | | )

( ) ( )
,

(1 | | ) (1 ) (1 | | )

j m

m j m

j j m j m

jm

mm j m j m

Aj
Q A

m j m z

C s z s s
C

z z s s





  

  

 
 

 
 

  

 

и для m j : 

 (0) (0)

0
ˆ ( ) ( )m j m j

m jQ A z A z    . 

Здесь ! [ !( )!]j

mС j m j m  . При 
ceil( 2)j

jp  , 

удерживая только ведущие вклады в выражении 

для 
jA , можно получить для нечетных j  

 

( 1) 21
(0)

2
1 0

1 10 1 0

2 ( 1) 2 ( 1) 2 2 ( 1) 2

0 0

ˆ
(1 | | )

,
1 | | 1 | |

jj

j m m j j
m j

j j j

j j j

A p Q A
s

p p pjs s js

s s



  



 

 
 

  

  


 
   

  


 

и для четных j : 

 
2

(0)

2 2

0

ˆ
(1 | | )

j
j

j j j j j j

p
A p Q A

s




 


. 
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Вычисления (0)ˆ
j jQ A  и (0)

1
ˆ

j jQ A
 подробно проведе-

ны в разделе 4. 

Для нечетных j  

 
   3 1 3

2 2 2
3 2 2 1

1 !! 1 !!

6 3

j j j

j

j j j j
p K K s s

   
  . 

Для четных j  

    2 2 2

2 11 !! 1 !!j j j

jp j K j s    . 

Следовательно, 

  

1
32

20 2
2 1 12 2

0 0

2
2

12

0

3!!( 1)

3(1 | | ) 1 | |

при чётных ;

( 1)!!

(1 | | )

при нечётных .

j
j

j

j
j

j

j

sj j
s s s

s s

jA

j
s

s

j








      


 
 






 (3.8) 

Можно заметить, что 
ceil ( 2)j

jA  , тогда как 

0

jA  . 

3.2.1. Круговые кумулянты для фаз Ватанабэ–

Строгаца. Кумулянты 
j
 величин ie  при 

0ie   имеют вид: 

2 2 ,A  

3 3 ,A  

2

4 4 23 ,A A   

5 5 3 210 ,A A A   

2 3

6 6 4 2 3 215 10 30 ,A A A A A     

2

7 7 5 2 4 3 3 221 35 210 ,A A A A A A A     

2

8 8 6 2 5 3 4

2 2 4

4 2 3 2 2

28 56 35

420 560 630 ,

A A A A A A

A A A A A

    

  
 

3

9 9 7 2 6 3 5 4 3

2 3

5 2 4 3 2 3 2

36 84 126 560

756 2520 7560 ,...

A A A A A A A A

A A A A A A A

     

  
 

Подставляя в (3.8), можно получить, что 
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2 2 2

0

,
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s

s
  
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
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 
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Уравнение (3.8) является достаточным только 

для вычисления старшего члена в выражении для 

j
, но старшие члены для 4j   равны 0 . Приве-

денные выше результаты были получены с помо-

щью пакета аналитических вычислений Maple; при 

этом использовалось nz z , вычислявшееся по ре-

куррентным соотношениям (3.6). 

Могут быть введены переменные 
j
, опреде-

ляемые соотношением 
1

1( 1)!j

j jj 

  . Тогда 
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 (3.9) 

где 
(2 )!

!(2 1)!
mk

m k

k m






. Выражение 

j
 было прове-

рено вычислениями вплоть до 10j  . 

3.2.2. Обратное преобразование { } { }j jK . На 

основании уравнения (2.4), по аналогии с 

соотношением (3.1), можно написать 

 d ( ) d ( )
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m
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im
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e z
w e W
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


   
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  . 

Случай этого соотношения отличается от случая 

{ } { }m ma A  знаком при z  и тем фактом, что 

0 0  ( 1

1( 1)!m

m mm 

  ). Следовательно, 
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m
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 
. 

Используя последнее выражение, находим 
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1 2
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  


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и для 2j   
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Следует отметить, что в этих выражениях z  и ряд 

{ | 2,3,...}j j   являются входными параметрами, 

которые определяют ведущий порядок { }ja , 

включая параметр порядка 1a . 

Далее, подобно тому, как это сделано в преды-

дущем подразделе, можно получить 

 0 ,s z    

 2 2

1 1(1 | | ) ,s z     

 2 3 2

2 2 1(1 | | ) ( 3 ) ,s z z      

 2 4 2 3

3 3 2 1(1 | | ) ( 8 12 ) ,s z z z        

          … , 

 

1 2
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2 4 1

2

2

3

1

...

1

1

(1 | | )

...

( ) ... ...

( ) ,...

k

k

j

j j j j j

j j j

j j j j

j j j j

k

jk j j j

j j j j

m m

jj

s z z

z

z

z







 

 

 



  

 

   

 


   



  

   


  







  

(3.10) 

Уравнения (3.9) и (3.10) при 0   являются 

взаимно обратными преобразованиями, и это 

свойство имеет место для произвольного порядка 

обрывания ряда n  (что также было подтверждено 

численными расчетами для случайных множеств 

{ }js ). Примечательно, что уравнения (3.9) и (3.10) 

принимают гораздо более сложный вид в терминах 

jK  и 
j
 (в суммах по 1 2, ,..., kj j j  появляются 

очень громоздкие коэффициенты). 

4. Вывод соотношений 

4.1. Преобразование параметров порядка 

Курамото–Даидо aj в параметры Aj для 

распределения фаз Ватанабэ–Строгаца 

Обратимся к уравнению (3.1) и воспользуемся 

Фурье-представлением для плотности вероятности 

1( ) (2 ) 1 ( . .)ij

jj
W A e c c      

  . Для момен-

тов 
jA  можно получить разложение по z  вида 





2 2 3

1 1 2 3 4

4 5

5 6

(1 | | )

... ,

A z z a z a z a z a

z a z a

  

 

       

  
 (4.1) 





2 2 2

2 1 2
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3 4

2 3 2 4

5 6

(1 | | ) 2 (1 3 | | )

(2 4 | | ) (3 5 | | )
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A z z za z a
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z z a z z a
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 
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 (4.2) 
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A z z z a z za

z z a z z z a

z z z a

z z z a







       

      

   

   

 





4 2 3 2 2

4 1 2

2 4

3

2 4 6

4

2 4 6

5

2 4 6 2

6

(1 | | ) 4 (6 10 | | )

( 4 20 | | 20 | | )

(1 15 | | 45 | | 35 | | )

(4 36 | | 84 | | 56 | | )

(10 70 | | 140 | | 84 | | ) ... ,...

A z z z a z z a

z z za

z z z a

z z z z a

z z z z a





      

    

    

    

    

 



О связи между фазами Ватанабэ–Строгаца и круговыми кумулянтами 

  

31 

Отметим, что для дальнейших вычислений 

строятся разложения в ряды по   с использовани-

ем соотношения 
1

1

j

j js  

 , однако многие окон-

чательные результаты представимы в виде, не со-

держащем малый параметр  . Такие результаты 

будут справедливы независимо от характера 

иерархии кумулянтов. Выражая моменты 
ja  через 

кумулянты 
1

1

j

j js  

 , разложение (4.1) для 1A  

можно привести к виду: 
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m
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m
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m
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m

m
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m
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2 1 5
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z s s F
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



  

  

 
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где 

0

1

0

1 d 1 1

! 1d (1 )

m

m m m

z s

F
m z s


 

 



 
 

. 

Запишем 
(0) (1) 2 (2) ...j j j jA A A A      (следует 

отметить, что разложение по 
( )n

jA  не является ис-

тинным разложением в ряд по степеням  , по-

скольку для истинного разложения необходимо 

также раскладывать в ряд z ). Тогда сопоставление 

1A  с разложением по 
( )n

jA  позволяет найти 

(0) 2 0

1

0

(1 | | ) ,
1

s
A z z

z s
   


 

(1) (0)

1 1 2 1
ˆ ,A s Q A  

 (2) 2 (0)

1 2 3 1 4 1
ˆ ˆ2 3 ,A s Q s Q A   
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1 3 4 2 1 5 1 6 1
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


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2 4 (0)
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


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где 
0

1ˆ
!

m

mQ
m s

 
  

 
. 

Примечательно, что уравнения для ( )

1

mA , сум-

мируемые в 1A , формируют группы, в которых 

можно заметить mp , определяемые уравнениями 

(3.3). А именно, 

   (0)

1 12

ˆ1 m mm
A p Q A




  , 

что соответствует выражениям (3.2), (3.4). 

Из уравнения (4.2) для 2A , аналогично случаю 

1A , находим, что 
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Аналогично для 3A : 
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 
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Полученные выражения для 1A , 2A , 3A  и ре-

зультаты аналогичных вычислений для 4A  и 5A  

могут быть записаны в общем виде (3.2) и (3.4). 

Таким образом, естественно предположить, что 

уравнения (3.2) и (3.4) выполняются для всех 
jA . 

4.2. Вычисление операторов (0)ˆ
j jQ A  и (0)

1
ˆ

j jQ A
 

Для m j , в соответствии с рекуррентным со-

отношением (3.7), существует только одна воз-

можность получить 
(0)

jA  из (0)

0A , действуя опера-

тором (0)ˆ
m jQ A : при каждом дифференцировании 

выбирать переход между элементами 1j j   , 

что дает множитель 2(1 | | )j z  . Легко получить 
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1 1 ! 1

! ! (1 | | ) (1 | | )

j

jj j j

j
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j js z z


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  
. 

Для 1m j   путь от 
(0)

jA  к (0)

0A  должен со-

держать один переход ' 'j j , дающий множи-

тель 22 (1 | | )j z z  , а остальные переходы имеют 

вид 1j j    и дают множитель 2(1 | | )j z  , 

что в совокупности для , 1, 2, ..., 1j j j j     дает 

2! (1 | | ) jj z . Таким образом, остается просумми-

ровать возможные переходы j j  : 
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Для 2m j  , путь от (0)

jA  к (0)

0A  должен содер-

жать либо один переход типа 1j j    или два 

перехода j j  . При переходе 1j j   , даю-

щем множитель 2 2(1 | | )j z z  , ( 1j  )-ин переход 

1j j   , который дает в совокупности на двух 

участках пути – до и после 1j j    – множитель 
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дает вклад 
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При двух переходах 1 1j j   и 2 2j j  , которые 

дают множители 2

12 (1 | | )j z z   и 2

22 (1 | | )j z z  , 

и j  переходах '' '' 1j j  , дающих совокупный 

множитель 2! (1 | | ) jj z , получаем вклад 
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Окончательно суммируя, находим 
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5. Заключение 

В работе выведена взаимосвязь между распре-

делением переменных Ватанабэ–Строгаца ψk и 

«круговыми» кумулянтами κm для ансамблей фазо-

вых элементов. Параметр преобразования ВС z и 

амплитуда в Фурье пространстве Aj распределения 

W(ψ) определяются уравнениями (3.5) и (3.2)–(3.4) 

соответственно. Настоящие уравнения справедли-

вы безотносительно каких-либо допущений отно-

сительно круговых кумулянтов κj. Дальнейшие ре-

зультаты относятся к важному случаю иерархии 

круговых кумулянтов κj = εj–1sj–1, этот случай соот-

ветствует эволюции ансамбля в ε-окрестности ре-

шения Отта–Антонсена [7]. Таким образом, можно 

сделать два строгих утверждения. (i) В случае 

внутренних шумов интенсивности   возмущенное 

решение ОА представляет собой иерархию κj – εj–1. 

(ii) Если интенсивность собственного шума не 

превышает ε, а начальное состояние имеет вид 

иерархии κj – εj–1, иерархия сохраняется в масшта-

бах времени  1 .  
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При иерархии круговых кумулянтов для φk, при 

которой в общем случае не требуется иерархия 

Фурье-амплитуд ij

ja e  , амплитуды ij

jA e   

подчиняются иерархии A2m–1, A2m – εm (см. уравне-

ние (3.8)). Тем не менее Aj является плохим пред-

ставителем состояния ансамбля, поскольку веду-

щий порядок Aj для всех j определяется 

исключительно переменными κ1 = s0 и κ2 = εs1; 

кроме того, ведущие члены Aj взаимно сокращают-

ся в выражениях для кумулянтов высокого порядка 

для ψ. Круговые кумулянты для ψ и φ подчиняются 

одинаковой иерархии; в ведущем порядке их вза-

имные преобразования определяются уравнениями 

(3.9) и (3.10). Эти преобразования остаются точно 

взаимно обратными для произвольного порядка их 

обрывания. 
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