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Представлен сравнительный анализ задач о линейной устойчивости плоскопараллельного и 

двумерного стационарного течений в двухслойной системе «жидкость–пористая среда». 

Рассмотрен слой несжимаемой вязкой жидкости со свободной недеформируемой верхней 

границей, стекающий по верхней границе однородной насыщенной пористой среды. Филь-

трация описывается моделью Бринкмана. Стационарные решения при различных парамет-

рах задачи построены численно методом установления. С применением численного метода 

стрельбы построены семейства нейтральных кривых для плоских нормальных возмущений, 

распространяющихся вдоль потока. Проведено сопоставление нейтральных кривых плоско-

параллельного и двумерного стационарного течения при различной пористости и относи-

тельной толщине пористой среды. Найдено, что в широкой области параметров критические 

числа Рейнольдса двумерного течения превышают порог устойчивости плоскопараллельно-

го потока в 2 раза, при этом критические волновые числа сопоставимы между собой. В слу-

чае двумерного течения значительно усиливается подавление коротковолновых возмуще-

ний. При большой относительной толщине пористого слоя происходит резкая 

дестабилизация двумерного течения, порог устойчивости которого становится ниже, чем у 

плоскопараллельного потока. Критические волновые числа отвечают возмущениям с боль-

шой длиной волны и стремятся к нулю по мере увеличения пористости среды. При низкой 

пористости нейтральная кривая становится бимодальной.  
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The paper presents a comparative study of linear stability problems for the plane-parallel and two-

dimensional stationary flow in double layer system of fluid and porous medium. An incompressible 

fluid flows over homogeneous saturated porous layer. The fluid top is a free rigid boundary. Po-

rous medium is described by the Brinkman model. Two-dimensional stationary solutions are built 

numerically by iterative procedure of establishment method. Sets of the neutral curves are obtained 

by the shooting method; perturbations are assumed to be flat linear waves travelling down the flow. 
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The neutral curves are compared for plane-parallel and two-dimensional stationary flow for differ-

ent porosity and thickness of porous layer. The critical Reynolds numbers are almost twice larger 

than the stability threshold of plane parallel problem while the critical wave numbers close these 

two cases. If the porous layer is thick, the two-dimensional problem rapidly destabilized. Its stabil-

ity threshold becomes lower that for plane-parallel flow. The long-wave instability realizes. Critical 

wave numbers are small and tends to zero at high porosities. The neutral curve become bimodal at 

low porosity. 
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1. Введение 

Проблема взаимодействия течений в однород-

ной жидкости и пористой среде, имеющих смеж-

ную границу, а также вопрос об устойчивости те-

чений в таких системах имеют приложения в 

области разработки накопителей энергии, таких 

как топливные ячейки и конденсаторы с пористы-

ми диэлектриками, проточные аккумуляторы, а 

также разработки систем охлаждения [1, 2]. Опи-

сание взаимодействующих потоков даётся в рам-

ках разнообразных моделей, полученных как эм-

пирически, так и путём осреднения уравнений 

Навье–Стокса на масштабе пор [1, 3, 4]. Детально 

исследованы динамика конвективных явлений [5] 

и свойства плоскопараллельного течения [6, 7]. 

Большинство работ по описанной тематике по-

священо плоскопараллельному течению в канале 

заданной ширины, без поперечной компоненты 

скорости. Однако ряд недавних исследований по-

казывает возможность реализации двумерного те-

чения, при котором происходит поперечный пере-

ток жидкости в пористую среду [8, 9]. В работе [9] 

представлен подробный численный анализ профи-

лей скорости при различных значениях параметров 

пористой среды и её толщины. 

В настоящей работе анализируется линейная 

устойчивость двумерного течения. Рассчитаны се-

мейства нейтральных кривых в приближении нор-

мальных плоских возмущений. Результаты сопо-

ставлены с нейтральными кривыми для 

плоскопараллельного течения. 

2. Стационарные течения 

2.1. Гидродинамическая модель 

Рассматривается плоское течение однородной 

несжимаемой вязкой жидкости в канале, ограни-

ченном снизу слоем пористой среды на непрони-

цаемой подложке (рис. 1). Полная толщина систе-

мы равна h, толщина пористого слоя – hp. Канал 

находится в поле тяжести и наклонён под углом α 

к горизонту, что обусловливает возникновение те-

чения в системе. 

 
Рис. 1. Геометрия задачи 

Стационарное движение однородной жидкости 

описывается уравнениями Навье–Стокса: 
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где v = {u, v} – скорость течения, P – поле давле-

ния, ρ, ν – кинематическая вязкость и плотность 

жидкости, g – вектор ускорения свободного паде-

ния. Фильтрация жидкости в пористой среде опи-

сывается моделью Бринкмана: 
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где φ, K – пористость и проницаемость среды, ин-

декс p обозначает поля скорости и давления внут-

ри пористой среды. 

На нижней границе пористой среды ставится 

условие прилипания: 

0.0 : pz  v  (3) 

Верхняя граница однородной жидкости – свобод-

ная недеформируемая: 

, 0.: 0
u

z
z

vh





  (4) 

На границе раздела сред задаются непрерывность 

компонент скорости и условия баланса касатель-

ных и нормальных компонент тензора напряжений 

согласно модели Ochoa-Tapia–Whitaker [4]: 
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Следуя предшествующим работам об устойчи-

вости плоскопараллельного течения в двухслойной 

системе [7], используются следующие масштабы 

величин: 
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и безразмерные управляющие параметры: 
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соответственно, числа Рейнольдса, Дарси и отно-

сительная толщина пористого слоя. Выбранные 

масштабы в плоскопараллельной задаче позволяют 

получить профили стационарных течений, которые 

не зависят явно от Re. 

В терминах безразмерных переменных уравне-

ния (1)–(2) и граничные условия (3)–(5) принима-

ют следующий вид: 

Re( ) ,
sin

div 0,

P
t 


      





v
v v v

v



 (6) 

 

2

,

1

Da

sin

Re
( ) ,

sin

div 0,

,cos

p p

p p p p

p

P
t 

 


     








v v
v v v

v





 (7) 

0 : 0,

1: 0,

,

,

0,

: ,

2 2

p

p

p

p

p

u

z

uu
z

z

z v

P

d
z z

vv

z z
P



 







 



 



 





  
 

v

v v
 (8) 

здесь γ – единичный вектор, направленный верти-

кально вверх. 

В уравнении фильтрации (7) сохранено нели-

нейное инерционное слагаемое (vp·∇)vp. Расчёты 

показывают, что его учёт приводит к увеличению 

поперечной скорости течения в однородной жид-

кости и согласованному уменьшению продольной 

компоненты, при этом значения скорости внутри 

пористого слоя изменяются мало. В работе [10] 

был представлен сравнительный анализ устойчи-

вости плоскопараллельного течения с учётом и без 

учёта инерционного слагаемого в уравнении филь-

трации. Найдено, что связанный с изменением мо-

дели сдвиг критических чисел Рейнольдса мал, а 

структура нейтральных кривых не претерпевает 

качественных изменений. Важнейшей особенно-

стью линеаризованной задачи является ослабление 

подавления коротковолновых возмущений. 

Задача (6)–(8) допускает хорошо изученное 

решение в виде плоскопараллельного течения, од-

нако оно не является единственным. С использо-

ванием специального преобразования скорости 

может быть построено двумерное стационарное 

решение [8]. Оба решения и их устойчивость об-

суждаются ниже. 

2.2. Плоскопараллельное (одномерное) течение 

В предположении, что профиль скорости имеет 

вид v = {u(z), 0}, уравнения для стационарного те-

чения линеаризуются и значительно упрощаются, 

допуская аналитическое построение решения. Оно 

имеет следующий вид: 
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Рис. 2. Профиль скорости стационарного 

плоскопараллельного течения при Re = 103, 

Da = 10–3, d = 0.50, φ = 0.90 

В однородной жидкости реализуется профиль, по-

добный течению Пуазейля (рис. 2). В пористой 

среде при низкой проницаемости реализуется 

плоский профиль скорости с пограничными слоя-

ми вблизи нижней границы слоя и границы раздела 

сред; при высокой проницаемости пограничные 

слои сливаются. Распределение давления в жидко-
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сти в обеих средах при этом соответствует гидро-

статическому в состоянии равновесия: 

.(1 )ctgP z    (10) 

2.3. Двумерное течение 

Использование преобразования Бермана [11]: 

( ) ( ), ( ),u U z xV z v V z    (11) 

где штрихом обозначена производная по коорди-

нате z, позволяет построить уравнения для двумер-

ного стационарного течения. Данное преобразова-

ние удовлетворяет уравнению неразрывности, 

поскольку получено введением функции тока спе-

циального вида. 

Подстановка (11) в уравнения (6)–(8) даёт сле-

дующую систему нелинейных уравнений: 
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с граничными условиями: 
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Переход к уравнениям для U и V подробно описан 

в [8, 9]. При равенстве V и Vp нулю задача сводится 

к уравнениям для плоскопараллельного течения. 

Профиль давления благодаря наличию попе-

речной компоненты отличается от гидростатиче-

ского и восстанавливается по распределению ско-

рости V: 
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Из структуры уравнений следует, что характер-

ный масштаб поперечной компоненты скорости 

равен 1 / Re. 

Ввиду нелинейности задача (12)–(15) решается 

численно. Уравнения для скорости (12)–(13) инте-

грируются по явной конечно-разностной схеме ме-

тодом установления. В качестве начального при-

ближения для него выбирается кусочно-линейная 

функция, частично удовлетворяющая условиям на 

внешних границах системы. Пространственная 

сетка, на которой выполняется расчёт, имеет 1000 

узлов. Итерационный процесс продолжается до 

достижения требуемой относительной погрешно-

сти, заданной в расчётах на уровне 10–8. Поле дав-

ления на каждой итерации вычисляется из конеч-

но-разностного выражения для производных (15). 

Характерная структура рассчитанных профилей 

продольной и поперечной скоростей показана на 

рис. 3.  

 

Рис. 3. Компоненты скорости стационар-

ного двумерного течения при Re = 103, 

Da = 10–3, d = 0.50, φ = 0.90: сплошная ли-

ния – продольная, штриховая – поперечная 

скорости 

 

Рис. 4. Относительное отличие продольной 

компоненты скорости U для одномерного и 

двумерного течений при Re = 103, Da = 10–3, 

d = 0.50, φ = 0.90 

 

На рис. 4 показано относительное отличие 

между компонентами скорости U в двумерном и 
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плоскопараллельном потоке. Видно, что оно до-

стигает 4%. Различие скоростей течения в пори-

стом слое мало́. По мере приближения к погранич-

ному слою в пористой среде различие профилей 

скорости возрастает, что связано с наличием пере-

тока жидкости внутрь пористой среды и сопут-

ствующим ускорением продольного течения. Этот 

эффект обеспечивает локальный пик разности ско-

ростей течения. Наконец, указанный переток жид-

кости через границу раздела приводит и к общему 

увеличению расхода через поперечное сечение ка-

нала, что отражается в увеличении продольной 

скорости однородной жидкости. 

3. Устойчивость течений 

3.1. Линейная задача устойчивости 

Устойчивость плоскопараллельного течения 

при различных значениях параметров подробно 

изучена в предшествующих работах [6, 7]. Анализ 

устойчивости двумерного течения выполнен при-

ближённо по отношению к нормальным возмуще-

ниям методом стрельбы [12]. 

При решении обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений для возмущений используется ме-

тод Рунге–Кутты–Мерсона с адаптивным шагом. 

Стационарный профиль скорости при необходимо-

сти достраивается в промежуточных точках вдоль 

координаты z по формулам кусочно-линейной ин-

терполяции. Для этого стационарный профиль 

двумерного течения предварительно табулируется 

на равномерной сетке размером 2000 узлов. 

Ниже приводятся семейства нейтральных кри-

вых, полученных для двумерного потока, в срав-

нении с нейтральными кривыми плоскопараллель-

ного течения, при различных значениях толщины 

пористого слоя. 

3.2. Толщина пористой среды d = 0.35 

При относительно малой толщине пористого 

слоя на всех нейтральных кривых существует один 

выраженный минимум (рис. 5), отвечающий меха-

низму неустойчивости сдвигового течения: в пере-

ходной области между потоками вблизи границы 

раздела происходит резкое увеличение скорости, и 

сдвиговые напряжения в этой области обусловли-

вают возможность генерации мелкомасштабных 

вихрей наподобие неустойчивости Кельвина–

Гельмгольца. Наиболее коротковолновые возму-

щения в двумерном течении эффективно подавля-

ются. 

Неустойчивость плоскопараллельного течения 

определяется крупномасштабными возмущениями 

с волновым числом k ~ 2÷3. Для него характерна 

слабая зависимость порога устойчивости от сил 

вязкого трения в системе, и поэтому предполагает-

ся [7], что с крупномасштабными возмущениями 

связан механизм развития неустойчивости в 

окрестностях точки перегиба профиля скорости. 

Такая точка существует в слое пористой среды. 

Выполнение условий применимости теоремы Рэ-

лея дополнительно обеспечивается разрывом вто-

рой производной продольной компоненты скоро-

сти на границе. 

 

Рис. 5. Нейтральные кривые для плоскопа-

раллельного (1D) и двумерного (2D) течений 

при толщине пористой среды d = 0.35, чис-

ле Дарси Da = 10–3 и различной пористости 

φ: 1 – 0.95, 2 – 0.80, 3 – 0.70, 4 – 0.60. 

Сплошной линией в верхней части графика 

обозначена ветвь нейтральной кривой 1 для 

двумерного течения, отвечающая крупно-

масштабным возмущениям 

В случае наибольшей пористости (φ = 0.95) в 

рассматриваемой области параметров для двумер-

ного течения обнаруживается также ветвь 

нейтральной кривой, связанная с крупномасштаб-

ными возмущениями (тонкая сплошная линия в 

верхней части рис. 5). Она полностью располагает-

ся внутри области коротковолновой неустойчиво-

сти; при меньшей пористости критическое число 

этой ветви быстро увеличивается. 

Глобальное критическое число Рейнольдса для 

двумерного потока приблизительно вдвое превос-

ходит таковое для плоскопараллельного, критиче-

ское волновое число также увеличивается. В обоих 

случаях выражено смещение минимума кривых в 

коротковолновую область по мере уменьшения 

пористости. Значение критического числа Рей-

нольдса в рассмотренных случаях проявляет немо-

нотонные и противоположные друг другу зависи-

мости от пористости среды. Для 

плоскопараллельного течения в интервале пори-

стости φ = 0.70÷0.95 имеет место максимум Recrit, 

тогда как двумерное течение в этом интервале яв-
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ляется наименее устойчивым, а последующее 

уменьшение пористости стабилизирует поток. 

3.3. Толщина пористой среды d = 0.50 

При увеличении толщины пористой среды до 

значения d = 0.50 качественная структура 

нейтральных кривых и зависимости порогов 

устойчивости от пористости существенно изменя-

ются. Доминирующими становятся крупномас-

штабные возмущения, описанные выше. Ослабля-

ется подавление коротковолновых возмущений для 

двумерного течения и усиливается – для плоскопа-

раллельного (рис. 6). Порог неустойчивости дву-

мерного течения приближается к порогу для пло-

скопараллельного, но критическое значение Re по-

прежнему остаётся несколько больше. 

3.4. Толщина пористой среды d = 0.75 

При большой толщине пористой среды 

нейтральные кривые, рассчитанные для плоскопа-

раллельного течения, сохраняют структуру с од-

ним минимумом. Течение незначительно стабили-

зируется и ещё больше усиливается подавление 

коротковолновых возмущений. В то же время про-

исходит изменение топологии нейтральных кри-

вых двумерного течения (рис. 7) – две различные 

ветви сливаются в непрерывную кривую (это про-

исходит при промежуточном значении d ≈ 0.60). 

 

 

Рис. 6. Нейтральные кривые для плоскопа-

раллельного (1D) и двумерного (2D) течений 

при толщине пористой среды d = 0.50, чис-

ле Дарси Da = 10–3 и различной пористости 

φ: 1 – 0.95, 2 – 0.80, 3 – 0.70, 4 – 0.60 

Выражено резкое понижение порога устойчи-

вости, связанное с не проявляющимся ранее ми-

нимумом нейтральной кривой в области малых 

волновых чисел и одновременным усилением по-

давления возмущений с бо́льшими k. При высокой 

пористости (φ = 0.95) проявляется тенденция к 

преобладанию длинноволновой неустойчивости; 

число Рейнольдса остаётся конечным как минимум 

до значения k ~ 10–4. При малой пористости 

нейтральная кривая становится бимодальной, что 

связано с усилением сдвиговых напряжений вбли-

зи границы раздела. 

В области малых k двумерное течение является 

менее устойчивым, чем плоскопараллельное. Вы-

раженное различие критических чисел Рейнольдса 

и соответствующих волновых чисел позволяет 

ожидать возможность экспериментальной провер-

ки описанных изменений характеристик устойчи-

вости. 

 
Рис. 7. Нейтральные кривые для плоскопа-

раллельного (1D) и двумерного (2D) течений 

при толщине пористой среды d = 0.75, чис-

ле Дарси Da = 10–3 и различной пористости 

φ: 1 – 0.95, 2 – 0.80, 3 – 0.70, 4 – 0.60 

4. Заключение 

По итогам анализа нейтральных кривых дву-

мерного стационарного течения над пористой сре-

дой выявлено, что увеличение её толщины приво-

дит к существенной дестабилизации потока с 

формированием длинноволновой неустойчивости. 

В предшествующих работах описаны два меха-

низма развития неустойчивости течения в двух-

слойной системе. Первый из них связан с влияни-

ем точки перегиба, расположенной в пористом 

слое, а также разрывом второй производной ско-

рости течения на границе раздела сред. Соответ-

ствующие минимумы нейтральных кривых прояв-

ляют слабую зависимость от вязкости. Второй 

механизм, соответствующий малым длинам волн 

(k > 8), связан с резким перепадом скорости на 
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границе раздела и подобен неустойчивости Кель-

вина–Гельмгольца. В плоскопараллельном течении 

этот механизм реализуется только при низких про-

ницаемостях пористой среды (Da < 10–4) и не про-

является для значений параметров, использован-

ных в данной статье (Da ~ 10–3), однако для 

двумерного течения он играет важную роль. При-

чины возникновения обнаруженной длинноволно-

вой неустойчивости подлежат более детальному 

исследованию. 

При достаточно малых толщинах пористого 

слоя двумерное течение более устойчиво, чем пло-

скопараллельное. Соответственно, при предотвра-

щении развития нелинейных вихревых структур, 

возникающих на границе раздела, можно ожидать 

перестроения плоскопараллельного течения к дву-

мерному. При большой толщине пористого слоя, 

напротив, возможен переход от двумерного тече-

ния к плоскопараллельному при увеличении числа 

Рейнольдса. 
 

Работа выполнена при поддержке Российского 

научного фонда (грант № 18-71-00057). 
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