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Рассматривается зависимость конвективной неустойчивости коллоидного раствора от кон-

центрационной зависимости вязкости. Исследование проведено в рамках приближения Бус-
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1. Введение 

В неоднородно нагретой жидкости при опреде-

ленных условиях возможно состояние механиче-

ского равновесия, когда макроскопическое движе-

ние жидкости отсутствует, а передача тепла 

осуществляется только за счет молекулярного пе-

реноса [1]. При достаточно большой разности тем-

ператур данное состояние становится неустойчи-

вым, и возникающая неоднородность плотности 

приводит к образованию конвективного течения 

жидкости. 

В сложных по составу жидкостях (бинарных 

молекулярных или коллоидных смесях) появляет-

ся дополнительный механизм формирования не-

однородности плотности смеси за счет перерас-

пределения ее компонент [2–3], обусловленного 

действием различных механизмов (термодиффу-

зии, седиментации в поле тяжести, магнитофореза 

частиц феррожидкости). 

В коллоидных растворах коэффициент диффу-

зии на несколько порядков меньше, чем в молеку-

лярных растворах. В связи с этим в ряде исследо-

ваний таких сред (в частности, магнитных 

жидкостей) полагалось, что существенные неод-

нородности в распределении примеси, обуслов-

ленные отмеченными выше механизмами разделе-

ния, возникают только на очень больших 

временах, порядка нескольких лет. В связи с этим 

часто при исследовании течений коллоидные рас-

творы рассматривают как однородные жидко-

сти [4]. 

Тем не менее эксперименты с коллоидными 

растворами (в частности, с магнитными жидко-

стями) демонстрируют наличие колебательных те-

чений, объяснить которые можно только перерас-

пределением примеси. Впервые колебательная 

конвекция магнитной жидкости, возникающая 

благодаря гравитационной стратификации, экспе-

риментально изучена в [5]. Позже особенности 

специфических колебательных течений подробно 

исследованы как в магнитных [6–7], так и немаг-

нитных коллоидных растворах [8]. 

В коллоидах плотность наночастиц в несколько 

раз превосходит плотность несущей жидкости. 

Благодаря этому даже малые неоднородности в 

распределении наночастиц вызывают значитель-

ные флюктуации плотности. Таким образом, су-

щественные для конвективных течений возмуще-

ния плотности возникают за время, которое 

значительно меньше характерного диффузионного 

времени. 

Отметим, что если сосуд с коллоидным раство-

ром остается в покое длительное время, то при пе-

реливании смеси в экспериментальную ячейку не-

однородное распределение концентрации в 

значительной мере сохранится, что показано в ра-

боте [9]. 

Теоретический анализ устойчивости механиче-

ского равновесия плоского слоя коллоидного рас-

твора проведен в [3, 10] для случая, когда зависи-

мостью вязкости от концентрации можно 

пренебречь.  

Однако коллоидные растворы, в том числе 

магнитные жидкости, демонстрируют довольно 

сильную зависимость вязкости от концентрации 

[11–15], что в случае значительного изменения 

концентрации приводит к необходимости учиты-

вать этот эффект при анализе условий возникно-

вения конвекции. Данная работа посвящена изуче-

нию влияния концентрационной зависимости 

вязкости на устойчивость плоского слоя коллоид-

ного раствора. 

2. Постановка задачи 

Рассмотрим расположенный в поле тяжести 

g = –gng (ng – единичный вектор, направленный 

вверх) горизонтальный слой толщиной h, запол-

ненный коллоидным раствором. Ось х декартовой 

системы координат направим вдоль горизонталь-

ных границ слоя, ось z – перпендикулярно им. 

Благодаря наличию гравитации даже в изначально 

однородной смеси возникает поток наночастиц, 

направленный к нижней границе. Поскольку к го-

ризонтальным границам слоя приложена разность 

температур δT, в смеси действует и другой меха-

низм транспорта наночастиц, связанный с эффек-

том термодиффузии Соре [2]. В дальнейшем будем 

считать, что слой жидкости подогревается снизу 

δT = Тн – Тв > 0. 

В большинстве работ рассматривается массо-

вая концентрация примеси. Однако объемная доля 

 может быть более удобным параметром, так как 

плотность коллоида подчиняется закону 

(1 )f p       ,                                           (1) 

где ρf – плотность жидкости носителя, ρp – плот-

ность материала частиц, ρ – плотность смеси в це-

лом. 

Уравнение состояния коллоидной суспензии 

при слабом отклонении температуры T и объемной 

концентрации φ от некоторых средних значений 

T0, φ0 можно аппроксимировать линейной зависи-

мостью: 

0 0 0( ) ( )),(1 T T                              (2) 

где α и β – коэффициенты теплового и концентра-

ционного расширения соответственно: 

0 0 0

, .
1 1 p f

T

  
 

   

 
  

 
            (3) 

Согласно экспериментальным данным зависи-

мость вязкости от концентрации в коллоидных 

растворах не подчиняется уравнению Эйнштейна 

и единого теоретического представления для всех 

классов коллоидов пока не существует. Ряд экспе-



28 И. Н. Черепанов, Б. Л. Смородин 

риментов показывает [11–12], что для небольших 

концентраций можно пользоваться эмпирической 

формулой динамической вязкости 

2

0 ),(1 a b                                                (4) 

где коэффициенты η0 – вязкость несущей жидко-

сти, a, b определяются из эксперимента, и для 

большого числа жидкостей меняются в широких 

пределах 2.5 < a < 18, 6 < b < 400 [11]. Если рас-

сматривать небольшое отклонение концентрации 

от среднего значения, можно ограничиться линей-

ным слагаемым. Тогда кинематическая вязкость 

может быть представлена в виде 

0
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Для жидкости, рассмотренной в [12], а =14, b=90, 

β ≈ 2 и при объемной доле φ0 = 0.2 получим ζ = 1.5. 

Действуя по аналогии с [13] (где рассматрива-

ется зависимость вязкости от температуры), рас-

ширим систему уравнений, рассматриваемую в ра-

боте [14], на случай зависимости вязкости от 

концентрации. Система уравнений тепловой кон-

векции коллоидной суспензии, учитывающая за-

висимость вязкости от концентрации, примет вид: 

0
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v n         (8) 

где v – скорость течения, p – давление, χ – темпе-

ратуропроводность, D – коэффициент диффузии, 

ST – коэффициент термодиффузии. 

Несмотря на неоднородность плотности, созда-

ваемую тепловым и концентрационным расшире-

нием, жидкость можно считать несжимаемой. Для 

подтверждения этого рассмотрим уравнение не-

разрывности 

div( ) 0.
t





 


v  

Учтем зависимость плотности (2) и, пользуясь (7)–

(8), получим 

0 i ,div d v divT CD
t


  


  


v j j                  (9) 

где T T j , [ / ]C g TD l S T    nj . По-

лагая, что тепловой поток имеет значения порядка 

jT ~ θ / h2, а концентрационный поток jφ ~ φ0h / lsed, 

найдем условие ограничения на модель несжима-

емой жидкости: 

0

2
1, 1.

sedl

D

hh

 
 

Тепловые возмущения не вызывают суще-

ственного изменения плотности ввиду малости ко-

эффициента теплового расширения α. В случае пе-

реноса частиц примеси искажение плотности 

может быть существенно больше, однако ввиду 

медленности диффузионных процессов они не 

способны вызвать значительных отклонений поля 

скорости от соленоидального вида div v = 0. 

Уравнение (6) можно записать в терминах 

функции тока и завихренности в безразмерной 

форме 

 
2 2

2 2
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где 3R agh   , 3

0D hR g   , Le D  , 

Pr   , 0TS     представляют тепловое и 

концентрационное числа Релея, число Льюиса, 

число Прандтля, а также параметр разделения сме-

си. Введены следующие масштабы: длины – h, 

времени – h2 / χ, скорости – χ / h, температуры – δT, 

давления – ρ0χ2 / h2, концентрации – φ0. Уравнение 

(10) содержит также параметр ζ, определяющий 

влияние концентрационной зависимости вязкости 

на конвекцию коллоидной суспензии. 

Граничные условия к задаче (10), (7), (8) запи-

шутся в виде 

(0) (1) 0,

(0) (1) 0,

(0) 1,

0.

(1) 0,

0,1:

T
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z z
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                           (11) 

В состоянии механического равновесия (v = 0) 

распределение температуры и концентрации опи-

сываются выражениями 

.
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Рассмотрим малые возмущения функции тока 

ψ, температуры θ и концентрации: 

,

.

S

S

T T 

  


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
 

Будем искать решение в виде нормальных воз-

мущений: 

( , , ) ( )
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где k – волновое число, λ – комплексный декрет 

затухания. Если действительная часть декремента 

меньше нуля, то возмущения становятся нараста-

ющими во времени. Порог устойчивости ищется 

из условия Re(λ) = 0. 

Система уравнений для амплитуд возмущений 

примет вид: 
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где 

,
S DR

R 
 


   

φS – распределение концентрации в равновесии, 

которое определяется уравнением (12), штрих обо-

значает дифференцирование по z. Граничные 

условия при z = 0, 1 имеют вид 

0, 0, 0.                                     (14) 

3. Метод Галеркина 

Для решения задачи устойчивости использо-

вался метод Галеркина, подробно описанный в 

монографии [1]. Основная идея метода заключает-

ся в том, что искомые поля возмущений расклады-

ваются по некоторому базису функций, удовле-

творяющих граничным условиям. При этом выбор 

функций в значительной мере влияет на результат, 

особенно при малом числе функций разложения. 

В качестве базисных функций воспользуемся 

довольно простым разложением, что намного 

упрощает алгоритм расчета базовой матрицы: 
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        (15) 

Расчеты производились при Nψ = Nθ = Nϕ = 15. 

Дальнейшее увеличение количества базисных 

функций приводило к изменению критического 

значения числа Рэлея, не превышающему 0.05%. 

4. Анализ устойчивости 

Будем рассматривать изменение коэффициента 

концентрационной зависимости вязкости в преде-

лах ζ = [0,2]. Согласно оценкам по данным [11, 12] 

для большинства жидкостей с φ0 до 20% параметр 

ζ < 2. 

Зависимости приведенного числа Релея 

0)(

C

C

R

R
r





 

от параметра ζ при постоянном числе Больцмана 

B = 103 при отсутствии термодиффузии приведены 

на рис. 1, в случае слабой отрицательной термо-

диффузии ε = –0.8 – на рис. 2. Оба этих случая со-

ответствуют увеличению концентрации частиц у 

нижней границы. С ростом ζ порог устойчивости 

понижается. Влияние концентрационной зависи-

мости вязкости проявляется при малых значениях 

седиментационной длины l, что, по-видимому, 

обусловлено увеличением неоднородности смеси. 

При ε = 0 неоднородность вязкости слабо влияет 

на порог устойчивости (см. рис. 1). Так, при 

B = 103 и ζ = 2 критическое число Релея понижает-

ся на 15% (по сравнению со случаем постоянной 

вязкости) и имеет значение Rc = 2.2×103, а измене-

ние волнового числа не превосходит 0.6%. 

 

Рис. 1. Зависимость приведенного числа Релея 

r от параметра ζ при B=103, ε=0 

В случае отрицательной термодиффузии  

ε = –0.8 зависимость вязкости от концентрации 

сильнее влияет на порог устойчивости, так как 

смесь становится более неоднородной. 

Так же, как и в случае нулевой термодиффузии, 

эффект проявляется при малых значениях седи-

ментационной длины . При постоянной вязкости 

и B = 103, ε = –0.8, l = 1 порогу устойчивости соот-

ветствует значение Rc = 4.5×103. Неоднородность 

вязкости при ζ = 1 приводит к понижению порога 

на 35% до Rc = 2.9×103. Поведение волнового чис-
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ла пороговых возмущений k приведено на рис. 2. 

Частота нейтральных колебаний практически не 

зависит от ζ. 

 

 
Рис. 2. Зависимость приведенного числа 

Релея r (верхний рисунок) и волнового числа 

критических возмущений (нижний) от па-

раметра ζ при B = 103, ε = –0.8 

 
Рис. 3. Зависимость порогового числа Релея 

от числа Прандтля, B = 103, ε = –0.8 

При положительной термодиффузии, как пока-

зали расчеты, критическое число Релея подчиняет-

ся закону 

,c

B
R


  

что совпадает с критическим числом Релея в слу-

чае постоянной вязкости [14]. Таким образом, за-

висимость вязкости от концентрации не влияет на 

порог конвективной устойчивости. Это объясняет-

ся следующим образом. При критическом значе-

нии числа Релея (16) распределение концентрации 

в равновесии близко к константе (термодиффузи-

онный поток уравновешивается гравитационной 

седиментацией), а, следовательно, вязкость жид-

кости также слабо искажена. Однако неоднород-

ность вязкости может влиять на надкритичные те-

чения, исследование которых выходит за рамки 

линейной теории устойчивости. 

Увеличение числа Прандтля повышает крити-

ческое число Релея (рис. 3). При Pr > 25 порог 

конвективной устойчивости слабо изменяется при 

увеличении числа Прандтля. 

5. Заключение 

Проведен анализ влияния концентрационной 

зависимости вязкости на устойчивость механиче-

ского равновесия слоя коллоидного раствора, по-

догреваемого снизу. 

Решение линейной задачи устойчивости пока-

зало, что неоднородность вязкости слабо влияет на 

устойчивость коллоидного раствора с положи-

тельной или нулевой термодиффузией. Суще-

ственные отклонения наблюдаются только в обла-

сти малых длин седиментации. В случае 

отрицательной термодиффузии влияние параметра 

ζ (характеризующего зависимость вязкости от 

конвертации) оказывается более значительным 

даже при относительно больших значениях седи-

ментационной длины (l ~ 10). 

Получены зависимости приведенного числа 

Релея и волнового числа пороговых возмущений 

от параметра ζ. 

Исследования выполнены при финансовой 

поддержке Российского фонда фундаментальных 

исследований (№16-31-60074). 
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