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В работе представлен вывод уравнений вибрационно-концентрационной конвекции для би-

нарной молекулярной смеси в случае зависимости коэффициента диффузии от концентрации 

компонентов. Уравнения получены в пределе высоких частот и малых амплитуд методом 

осреднения и, в определенном смысле, являются математическим аналогом известных урав-

нений термовибрационной конвекции С.М. Зеньковской и И.Б. Симоненко. Численно мето-

дом конечных разностей решена задача об эволюции распределения концентрации примеси в 

плоском бесконечном слое жидкости в случае начального равномерного одномерного источ-

никового распределения тяжелого компонента на одной из границ. Оказалось, что высокоча-

стотные вибрации полости способны вызвать осредненное конвективное движение в полости 

даже в отсутствие неоднородности температуры и поля тяжести. При этом индуцированное 

высокочастотными вибрациями течение имеет валиковый характер и занимает весь объем 

полости. Рассмотрен процесс вымывания примеси в объем при наличии вибраций, произ-

вольно ориентированных относительно слоя. Показано, что в зависимости от направления 

оси вибраций процесс перераспределения примеси происходит с разной быстротой и, в 

первую очередь, обусловлен интенсивностью осредненного вибрационно-концентрационного 

течения в жидкости. Проведены модельные расчеты для разных значений зависимости без-

размерного коэффициента диффузии от концентрации. Численное моделирование показало, 

что наиболее существенным процесс вымывания примеси в жидкость становится в случае 

продольных вибраций. Поперечные слою колебания подавляют осредненное течение, и пере-

нос примеси приобретает чисто диффузионный характер. Зависимость массопереноса от ко-

эффициента диффузии также наиболее ярко проявляется при касательных вибрациях. 
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The equations of vibrational convection for non-uniform molecular fluid mixtures have been derived 

when the diffusion coefficient depends on concentration of components. Equation system is received 
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with the help of the averaging method in the limiting case of high frequencies and small values of 

amplitude. In a definite sense this one is identical mathematically to well-known equations system of 

thermal vibrational convection in an approximation of Zen’kovskaya and Simonenko. The problem 

of concentration field evolution in a plane infinite fluid layer has been solved numerically by the 

method of finite differences. The modeling situation with homogeneous one-dimensional source dis-

tribution of a heavy component on the solid boundary was considered. It was found that the high 

frequency vibrations can induce mean convective flow in a cavity even in the absence of a tempera-

ture inhomogeneity and in the case of weightlessness. At the same time vibrations cause the flow in 

the form of rolls which occupy the whole volume. The process of admixture ablation into the fluid 

has been considered for arbitrary oriented vibrations. It has been shown that in dependence on the 

direction of the vibration axes the process of admixture redistribution passes with various rates. First 

of all it is determined by the intensity degree of the averaged vibrational flow in a fluid. The model-

ing calculations were carried out for different values of the non-dimensional parameter which de-

scribes the dependence of diffusion coefficient on concentration. Numerical simulation demonstrates 

that most strong effect of admixture ablation takes place for longitudinal vibrations. On the other 

hand vibrations which are transversal to layer damps averaged flow. In this case the mass transfer 

has diffusive character. Also the dependence of mass transfer on diffusion coefficient is most pro-

nounced for tangential vibrations. 
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1. Введение 

Известно, что если полость целиком заполнена 

жидкостью и имеется сложное распределение тем-

пературы на границах, высокочастотные колеба-

ния могут вызывать регулярное осредненное тече-

ние. Этот результат действия вибраций принято 

называть явлением термовибрационной конвекции 

[1]. Возникающее при этом конвективное движе-

ние, в общем случае, состоит из двух компонент:  

колебаний с частотой вибраций и осредненного 

течения. Если период колебаний много меньше 

всех гидродинамических времен, а амплитуда 

смещения в некотором смысле мала, то может 

быть применен метод осреднения, который позво-

ляет получить замкнутую систему дифференци-

альных уравнений в частных производных для 

осредненных полей скорости, температуры и дав-

ления. В теории тепловой конвекции этот метод 

был впервые развит в работе [2] для изучения вли-

яния высокочастотных вибраций на конвективную 

устойчивость равновесия горизонтального слоя 

жидкости, подогреваемого снизу. Эксперимен-

тально термовибрационная конвекция горизон-

тального слоя жидкости с твердыми границами 

при воздействии высокочастотных вибраций, 

наклоненных под произвольным углом к слою, 

была изучена в [3]. Эксперименты подтвердили 

справедливость теоретического подхода к описа-

нию вибрационно-конвективных течений, в основу 

которого был положен метод осреднения. В даль-

нейшем, в рамках теории термовибрационной кон-

векции, были рассмотрены и другие геометрии 

[4,5]. В случае бесконвективного приближения на 

геологических временных масштабах с учетом го-

дичных колебаний температуры метод осреднения 

был реализован в [6] применительно к описанию 

медленного проникновения газовой фазы в грунт. 

В основу реализованной процедуры осреднения 

была заложена зависимость коэффициента диффу-

зии от концентрации. 

В данной работе была предпринята попытка 

теоретического исследования влияния высокоча-

стотного вибрационного воздействия на концен-

трационную конвекцию в жидкой молекулярной 

смеси при учете зависимости коэффициента диф-

фузии от концентрации. По результатам прямого 

численного моделирования выявлен наиболее эф-

фективный способ управления процессом вымыва-

ния примеси в объем с одной из твердых границ 

плоского слоя жидкости. 

Актуальность работы обусловлена необходи-

мостью интенсификации или, наоборот, подавле-

ния конвективного переноса примесей в ходе реа-

лизации различных химико-технологических 

процессов в многокомпонентных жидкостях. 

2. Уравнения вибрационно-

концентрационной конвекции 

Как уже отмечалось выше, для теоретического 

анализа концентрационных процессов при наличии 

конвективного переноса и воздействии высокоча-

стотных вибраций может быть применен метод 

осреднения. Эту процедуру реализуем в отноше-
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нии классических уравнений концентрационной 

конвекции в форме, аналогичной приближению 

Буссинеска [7]. Данная система уравнений содер-

жит уравнение Навье – Стокса с дополнительным 

вибрационным ускорением, обобщенное уравне-

ние переноса концентрации и уравнение несжима-

емости жидкости: 

  21
cosc

v
v v p v b n C t

t
 




         


 

   div ( )
C

v C D C C
t


   


,    div 0v  . 

Здесь v


, C, p – мгновенные размерные поля ско-

рости, концентрации тяжелого компонента и дав-

ления;  – плотность жидкости, b – амплитуда, Ω – 

частота колебаний, c – коэффициент зависимости 

плотности от концентрации;  – коэффициент ки-

нематической вязкости, n


 – единичный вектор, 

направленный вдоль оси вибраций. 

Пусть коэффициент диффузии зависит от кон-

центрации по простейшему линейному закону 

D(С) = D0(1 + C). Здесь D0 – коэффициент диф-

фузии при малых значениях концентрации приме-

си,  – параметр зависимости коэффициента диф-

фузии от концентрации. 

Разложим полные поля скорости, давления и 

концентрации на средние величины и пульсацион-

ные добавки: 

v v v   ,   ppp  ,   CCC  . 

Здесь v


, p , C – осредненные поля скорости, 

давления и концентрации, а v 


, p', C' – пульсаци-

онные составляющие исходных полей v


, p, C. 

Подставляя эти выражения в уравнения кон-

центрационной конвекции и выделяя пульсацион-

ные члены, сохранив при этом только главные, бу-

дем иметь: 

tCnbp
t

v
c 




cos

1 2 





, 

  0



Cv

t

C 
,   div 0v  . 

Далее представим векторное поле Cnc


  в ви-

де суммы соленоидальной и градиентной частей: 

cnC w    ,   div 0w  , 

где w  – соленоидальная, а  – потенциальная 

составляющие исходного векторного поля. 

Выделив в первом уравнении для пульсацион-

ных членов соленоидальную часть, получим соот-

ношение, позволяющее найти пульсационную 

компоненту скорости 

2 cos
v

b w t
t


  


. 

Так как w  – медленно меняющаяся в зависимости 

от t функция, то интегрирование по “быстрому” 

времени дает 

sinv b w t    .   (1) 

Следует заметить, что w


 фактически является ам-

плитудой пульсационной компоненты скорости. 

Проделав аналогичную процедуру с уравнением 

для пульсационной составляющей концентрацион-

ного поля (используя при этом выражение (1) для 

скорости v

), получим 

  cosC b w C t    .  (2) 

Далее подставим полученные выражения (1), (2) 

для пульсационных добавок скорости и концен-

трации в исходную полную систему уравнений 

конвекции и произведем осреднение по “быстро-

му” времени. В результате система уравнений для 

осредненных полей запишется в следующей фор-

ме: 

  



pvv

t
v


1

 

  0 cv w Cn w       ,    (3) 

  



CDCv

t
C

0


 

 
2

20 02

2 4

D D b
C w C

 
     ,    (4) 

div 0v  ,   rotw C n  ,   div 0w  ,  (5) 

где v


, C и p – осредненные поля скорости, кон-

центрации тяжелого компонента и давления, "мед-

ленно" меняющиеся со временем; w   дополни-

тельная медленная переменная, пропорциональная 

амплитуде пульсационной компоненты скорости; 

0
2 2 2b    – размерный параметр, характеризу-

ющий осредненное вибрационное воздействие. 

Обезразмерим систему уравнений (3)–(5). За 

единицы измерения примем следующие величины: 


2

][ ht   – время; 

  hDv 0


 – скорость; 

  C  – концентрация; 

2
0[ ]p D h  – давление; 

  cw    – амплитуда пульсационной компо-

ненты скорости, 

где h – характерный размер полости,   – началь-

ная разность концентраций на границах. 

В результате приходим к системе уравнений 

для безразмерных полей: 
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 1Sc
v

v v p
t


    

  

  νRav w Cn w    ,    (6) 

   2 2Sc De ,


        


C
v C C C w C

t
 (7) 

div 0v  ,   rotw C n  ,   div 0w  .  (8) 

В уравнения входят безразмерные параметры: 

вибрационный аналог числа Рэлея Rav, определя-

ющий интенсивность осредненного вибрационного 

воздействия, число Шмидта Sc, параметр , опи-

сывающий зависимость коэффициента диффузии 

от концентрации и новый параметр De, отвечаю-

щий за дополнительный вибрационный транспорт 

в уравнении для концентрации: 

 
2

v
0

Ra
2

cb h

D





 
 ,   

0

Sc
D


 , (9) 

2   ,    
2

3
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De
4

cb
h




 . (10) 

Видно, что параметр De имеет высший порядок 

малости по сравнению с Rav. Он квадратичен ам-

плитуде колебаний, которая формально сколь 

угодно мала, в то время как вибрационный аналог 

числа Рэлея пропорционален b2


2
 и имеет конеч-

ное значение. В результате соответствующее сла-

гаемое в уравнении (7), содержащее параметр De, 

будет существенно влиять на поведение системы 

только в случае, когда градиенты концентрации 

достаточно велики. 

3. Постановка задачи 

Рассмотрим процесс осредненного вымывания 

примеси с одной из стенок плоского слоя толщи-

ной h, заполненного жидкостью-носителем, за счет 

высокочастотного вибрационного воздействия на 

конвективную систему. Таким образом, дополни-

тельным параметром в поставленной задаче явля-

ется угол наклона оси вибраций β к границам слоя 

(рис. 1). 

x

y

n

0

1

C = 1

C = 0

 x

y

n

0

1

C = 1

C = 0



 
Рис. 1. Плоский слой жидкости с источни-

ком примеси на нижней границе 

Методом прямого численного моделирования 

изучим вибрационно-концентрационные конвек-

тивные механизмы транспорта, описываемые 

уравнениями (6)–(8). Пусть для простоты слой 

находится в условиях невесомости и неограничен 

вдоль оси x. В отсутствие вибраций единственным 

механизмом перераспределения примеси в жидко-

сти является диффузия. При наличии высокоча-

стотных вибраций появляется дополнительный 

градиентно-концентрационный механизм перено-

са, эффективность которого, как будет видно в 

дальнейшем, зависит от интенсивности и направ-

ления вибраций. Поэтому главными управляющи-

ми параметрами в задаче являются вибрационный 

аналог числа Рэлея Rav и угол наклона оси вибра-

ций β. Далее будем считать, что полость имеет 

твердые непроницаемые для жидкости границы. В 

результате искомые поля скорости и концентрации 

должны удовлетворять граничным условиям: 

0


v


,  0
nw , 

1
0

x
C n


   ,  1)0( C , 

что подразумевает выполнение условия прилипа-

ния для осредненного поля скорости, непротекания 

для пульсационной компоненты скорости, непро-

ницаемости для потока вещества на верхней гра-

нице и задание некоторого начального распреде-

ления концентрации на нижней границе слоя. 

Решение уравнений осуществлялось методом 

конечных разностей. В ходе расчетов использовал-

ся двухполевой подход. Вычислительный код был 

реализован на языке программирования 

FORTRAN-90. Производные по координатам вы-

числялись с помощью центральных разностей, а 

для нахождения производных по времени исполь-

зовались односторонние разности. Значения вихря 

на границах полости находились по формулам То-

ма. На торцах слоя ставилось условие периодично-

сти решений. Рабочая сетка составляла 45×23 узла. 

Конвективные режимы вычислялись методом 

установления. 

4. Результаты расчетов 

В рамках обсуждавшейся выше постановки за-

дачи для разных значений управляющих парамет-

ров была проанализирована эволюция полей функ-

ции тока и концентрации. Интенсивность 

движения отслеживалась по зависимости макси-

мума функции тока от времени. 

На рис. 2, а представлено поле концентрации 

примеси в момент времени t = 10
3
, соответствую-

щий развитому осредненному течению при Rav = 

1.510
3
, Sc = 10

3
,  = 0 (продольные вибрации),  = 

0.2. Численное моделирование отвечает периоди-

ческому решению с длиной волны  = 4.2 (в еди-

ницах толщины слоя). 

Изолинии концентрации демонстрируют эф-

фект интенсивного вымывания примеси валико-

вым течением, т.е. вдоль нижней границы возника-

ет сходящееся к центру течение. Струя бьет в 
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верхнюю границу и растекается вдоль нее. Тем са-

мым реализуется пара вихрей, вращающихся в 

противоположные стороны (рис. 2, б). Соответ-

ствующим образом деформируются изолинии поля 

концентрации в середине слоя за счет струйного 

движения к противоположной границе. 
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Рис. 2.  = 0, волновое число k = 1.5: а – 

распределение примеси в слое; б – изолинии 

поля функции тока в этот же момент вре-

мени 
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Рис. 3.  = 45, волновое число k = 1.5: а – 

распределение примеси в слое; б – изоли-

нии поля функции тока в этот же мо-

мент времени 
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Рис. 4. Изолинии поля функции тока при 

поперечных вибрациях  = 90, k = 1.5 

 

На рис. 3 изображены поля концентрации и 

функции тока для случая вибраций, наклоненных 

под углом  = 45 к границам слоя. По-прежнему в 

жидкости имеет место валиковое течение, выно-

сящее примесь к противоположной границе. Как 

видно из рис. 3, симметрия валикового течения не-

сколько нарушается и, как следствие, изолинии 

концентрационного поля тоже деформируются. 

Интенсивность течения значительно ниже по срав-

нению со случаем касательных вибраций. 

Поперечные вибрации практически полностью 

подавляют вибрационно-конвективное течение 

(рис. 4), и перенос примеси фактически становится 

диффузионным. Таким образом, численное моде-

лирование  показывает, что наиболее простым и 

эффективным способом управления процессом 

вымывания примеси является изменение угла 

наклона оси вибраций по отношению к границам 

слоя. 

 

 

Рис. 5. Зависимость максимума функции 

тока от времени: а – номера кривых отве-

чают: 1 –  = 0, 2 –  = 15, 3 –  =30;  
на фрагменте б изображены кривые: 4 – 

 = 45, 5 –  = 60, 6 –  = 75, 7 –  = 90 
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Рис. 6. Поле функции тока для: а –  = 0.1; 

б –  = 0.5; в –  = 0.8 (остальные пара-

метры как на рис. 2–4) 

Рис. 7. Поле концентрации для: а – 

 = 0.1; б –  = 0.5; в –  = 0.8 (остальные 

параметры как на рис. 2–4) 

 

На рис. 5 представлены зависимости максиму-

ма функции тока от времени для различных углов 

наклона . Действительно, продольные вибрации 

вызывают в жидкости интенсивное осредненное 

течение, ускоряющее процесс вымывания примеси 

с нижней границы в объем жидкости. В то время 

как при поперечных вибрациях имеет место пре-

имущественно только диффузионный перенос 

примеси к противоположной границе слоя. 

На рис. 6 представлены изолинии полей функ-

ции тока при продольных вибрациях для разных 

значений параметра ε. Видно, что изменение пара-

метра  не оказывает существенного влияния на 

форму валикового течения, но меняет его интен-

сивность. 

Увеличение параметра ε влечет за собой ослаб-

ление осредненного движения. На рис. 7 представ-

лены поля концентрации примеси при продольных 

вибрациях для тех же трех значений ε, как на 

рис. 6. Видно, что концентрационный фронт 

уплощается вследствие ослабления течения, одна-

ко выравнивание концентрационных градиентов 

идет более быстрыми темпами. 

На рис. 8, 9 и 10 представлены зависимости 

максимума функции тока от времени для трех уг-

лов наклона оси вибраций и разных значений па-

раметра , описывающего зависимость коэффици-

ента диффузии от концентрации. 

Численное моделирование, выполненное в ши-

роком диапазоне управляющих параметров, пока-

зывает, что наличие градиентов концентрации в 

жидких смесях при воздействии высокочастотных 

вибраций может вызвать осредненное движение и 

конвективное перераспределение компонентов да-
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же при отсутствии нагрева полости и силы тяже-

сти. 
 

 
Рис. 8. Зависимость максимума функции 

тока от времени при β =0 для разных зна-

чений ε; номера кривых 1–3 отвечают ε = 

0.1, 0.5, 0.8 

 

 
Рис. 9. Зависимость максимума функции 

тока от времени при β =45; номера кри-

вых 1–3 отвечают ε = 0.1, 0.5, 0.8 

5. Заключение 

Численно методом конечных разностей рас-

смотрена задача о вибрационно-концентрацион-

ном конвективном воздействии на плоский слой 

жидкости с твердыми границами при учете зави-

симости коэффициента диффузии от концентра-

ции. По результатам расчетов получены поля 

функции тока и концентрации при различных уг-

лах наклона оси вибраций и при различных значе-

ниях безразмерного параметра, определяющего за-

висимость коэффициента диффузии от 

концентрации. Построены зависимости максимума 

функции тока в жидкости от времени. 
 

 
Рис. 10. Зависимость максимума функции 

тока от времени при β =90 ; номера кри-

вых 1–3 отвечают ε = 0.1, 0.5, 0.8 

 

Оказалось, что наиболее эффективным спосо-

бом усиления или, наоборот, подавления процесса 

вымывания примеси в объем является изменение 

угла наклона оси вибраций по отношению к слою. 

Прямое численное моделирование показало, что 

вариация параметра, описывающего зависимость 

коэффициента диффузии от концентрации, наибо-

лее сильно начинает проявляться при воздействии 

касательных вибраций. При определенных пара-

метрах жидких смесей высокочастотные вибрации 

могут оказывать существенное осредненное влия-

ние на распределение компонентов даже при от-

сутствии нагрева полости и силы тяжести. 
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