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Получено уравнение Линдблада для квантового гармонического осциллятора с линейной диссипа-

цией в удобной для применений форме. Оператор уравнения содержит обычный линейный су-

пероператор Лиувилля, включающий гамильтониан и оператор энергии диссипации, и квадратич-

ный супероператор Линдблада. Супероператор Линдблада состоит из суммы операторов «диффу-

зии импульса» и «диффузии координаты», действующих в фазовом пространстве, и разности опе-

раторов «скорости диссипации» импульса и координаты в фазовом пространстве. Найдено реше-

ние системы уравнений для вторых моментов координаты, импульса и их произведения, получен-

ной из уравнения Линдблада. Выведено уравнение для плотности энтропии и показано, что плот-

ность энтропии согласно уравнению Линдблада возрастает. 
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Введение 

Изучение открытых систем является одной из 

важнейших задач современной физики. Открыты-

ми системами в широком смысле называются си-

стемы, которые обмениваются с окружающей сре-

дой веществом, энергией, импульсом и информа-

цией [1]. В исследовании классических открытых 

систем достигнуты определенные успехи в рамках 

неравновесной статистической термодинамики [2]. 

Мы будем рассматривать открытые квантовые 

системы, которые обмениваются со средой только 

энергией и информацией. Такие системы являются 

диссипативными. 

Важность информационного аспекта при изу-

чении физических явлений была отмечена еще 

Бриллюэном [3]. Связь динамики и информации 

обсуждается в книге Кадомцева [4]. Связи кванто-

вых измерений с открытыми квантовыми система-

ми посвящены книга [5] и обзор [6] Менского. Это 

направление можно назвать «информационной 

физикой». 

Обзор различных подходов к описанию кван-

товых диссипативных систем содержится в стать-

ях Тарасова [7, 8]. Открытые квантовые системы с 

математической точки зрения описываются кван-

товым случайным процессом и квантовой регрес-

сионной теоремой (см. работу [9], книгу Холево 

[10] и важную работу Стратоновича [11]). В тео-

рии магнитной релаксации уже давно использует-

ся метод случайных траекторий, позволяющий 

получить точное уравнение Неймана–Фоккера–

Планка для условных квантовых средних (см. мо-

нографию Александрова [12]). 

Проблема связана с получением единого урав-

нения, описывающего динамику, диссипацию и 

измерения открытых квантовых систем. Наиболее 

существенными являются результаты Линдбла-

да [13], а также Горини, Коссаковски и Судар-

шана [14], которые получили управляющее урав-

нение для эволюции наблюдаемых, используя 

квантовые динамические полугруппы (марковские 

полугруппы в сепарабельном гильбертовом про-

странстве). Это уравнение является некоммута-

тивным аналогом прямого уравнения Неймана–

Колмогорова для квантовой решетки и открывает 

собой иерархию управляющих операторных урав-

нений [15]. В случае классической решетки урав-

нение Линдблада превращается в уравнение Ней-

мана–Фоккера–Планка, которое используется для 

описания диффузионных процессов в спиновых 

системах [12, 15]. 

Теория открытых квантовых систем подробно 

рассмотрена в книге Бройера и Петруччионе [17]. 

Так, в главе 3 и п. 3.4 введено квантовое оптиче-

ское основное уравнение, подробно описано при-

менение уравнений Линдблада к различным моде-

лям и резервуарам. В п. 10.2 затухающий гармо-

нический осциллятор рассмотрен в случае немар-

ковской динамики в физических процессах и упо-

мянута работа [18], в которой даны описания 

Шредингера, Гейзенберга и Вейля–Вигнера–

Мояла уравнения Линдблада с деформированной 

диссипацией. В [19] для открытых квантовых си-

стем получено уравнение Линдблада с деформи-

рованными квантовыми осцилляторами (см. также 

статью Стратоновича [11]). 

Для описания квантовых диссипативных си-

стем в квантовой статистической механике суще-

ствуют вариант уравнений Линдблада с квадра-

тичными операторами, но без двойных коммутато-

ров, и обобщение мастер-уравнения Цванцига [20]. 

Отметим, что уравнение Линдблада для откры-

тых квантовых систем играет ту же роль, что и 

уравнение Неймана для замкнутых квантовых си-

стем. Его принципиальное отличие от уравнения 

Неймана, которое оно включает в себя, состоит в 

наличии двойных коммутаторов, т.е. уравнение 

Линдблада содержит квадратичные супероперато-

ры, а уравнение Неймана – только линейный су-

пероператор Лиувилля. 

Уравнение Линдблада для открытых квантовых 

систем за счет дополнительных диссипативных 

операторов к уравнению Неймана для статистиче-

ского оператора дает диффузионное приближение, 

в отличие от релаксационного, которое ранее ча-

сто вводилось в уравнения Неймана для замкну-

тых квантовых систем по теории возмущений [21].  

Автор не ставил задачу даже упомянуть все ра-

боты по открытым квантовым системам, посколь-

ку это сделали еще в 2002 г. в своей фундамен-

тальной книге Бройер и Петруччионе [17]. 

Целью нашей работы являются приведение 

уравнения Линдблада в удобную для применений 

форму, точное решение системы уравнений для 

вторых моментов импульса и координаты и полу-

чение уравнения для плотности квантовой энтро-

пии из уравнения Линдблада. 

1. Уравнение Линдблада для  

статистического оператора 

Известно, что для классической системы с ли-

нейной диссипацией можно ввести диссипативную 

функцию F 

,

1
,

2
jk j k

j k

q qF c   

определяющую интенсивность диссипации энер-

гии в системе. Тогда справедливо уравнение [22]: 

2 ,
dH

F
dt

   (1.1) 

где H – функция Гамильтона, cjk – постоянные. В 

случае классического одномерного осциллятора с 

диссипацией имеем 

2 0.dH c dt dq qdH c q      

Используя равенства ( )d pq pdq qdp   и 

p qm , получаем 
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  .qH cp pd cqd   

Классической переменной cpq соответствует 

оператор [23]: 

   
1 1

,
2 2

W c pq qp c p q   .                       (1.2) 

где { , }A B AB BA   – антикоммутатор. 

Таким образом, можно ввести эффективный 

гамильтониан, описывающий квантовый гармони-

ческий осциллятор с линейной диссипацией в виде 

,effH H W T U W                                   (1.3) 

где T – оператор кинетической энергии, U – опера-

тор потенциальной энергии, W – оператор энергии 

диссипации. 

Помимо квантования диссипативной функции 

введение оператора энергии диссипации может 

быть обосновано применением вариационного 

принципа Седова [24], который является обобще-

нием принципа наименьшего действия на голо-

номные и неголономные функционалы и последу-

ющего канонического квантования [7]. 

Для описания поведения открытых квантовых 

систем в условиях малого времени взаимодействия 

с окружением в рамках квантового марковского 

процесса применяется марковское основное кван-

товое уравнение называемое уравнением Линдб-

лада [13, 14, 17]. 

Пусть уравнение Линдблада [13] для стати-

стического оператора, которое описывает кванто-

вую диссипативную систему, имеет вид [7, 17] 

 2

,

1
2 ,

2

eff

j j j j j j

j

i
H

L L

t

L

d

d

LLL




    

    

 
    (1.4) 

где 1i   ,  ,A B AB BA   – коммутатор. 

Положим j = 1 в уравнении (1.4). Введем эрми-

товые операторы A и B [5] такие, что A A , 

B B  и представим диссипативные операторы L 

и L  в виде 

, .L A iB L A iB                                (1.5) 

Тогда уравнение Линдблада (1.4) для статисти-

ческого оператора принимает вид 

 

   

    

2

,

1
, , , ,

2

, , , , .

i
H W

A A B B

i B A i A

d

d

B

t




 

 

   

        

       

           (1.6) 

Если ввести эрмитовые супероператоры Â , B̂ , 

тогда коммутаторы, антикоммутаторы и двойные 

коммутаторы примут следующий вид: 

   

   

 

 

2

2

2

ˆ ˆ, , , ,
2 2

ˆ ˆ, , , ,
2 2

1 1

1

ˆ , , ,

1

1

2

ˆ , , .
2

1

A A B B

A A B B

A A A

B B B

   

   

 

 

 

 

 

   

   

          (1.7) 

Уравнение Линдблада(1.6) примет форму 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ,eff eff

d
L L K iM

dt


                 (1.8) 

где линейный супероператор Лиувилля 

1ˆ ˆ... ,...eff effL H  
 

.                                       (1.9) 

Оператор Линдблада ̂  (квадратичный ком-

плексный супероператор) запишется в виде: 

2 2ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆA B iBA iAB K iM        .           (1.10) 

Пример 1. Если операторы A = αp, B = βq [5], 

где α, β – действительные числа, p и q операторы 

импульса и координаты соответственно, то урав-

нение (1.6) становится следующим: 

 

   

    

2 2

2

,

1
, , , ,

2

, , , , .

d i
H W

dt

p p q q

i p q i q p




   

   

   

        

       

  (1.11) 

Полагая гамильтониан в (1.11) 

 2 2 1
,

2

H W T U W

ap bq c pq qp

    

   
                 (1.12) 

получаем уравнение Линдблада для гармоническо-

го осциллятора, совершающего движение с дисси-

пацией в фазовом пространстве координат и им-

пульсов. 

В уравнении(1.11) оператор Гамильтона: 

2 2 ,H ap bq                                               (1.13) 

оператор энергии диссипации: 

 
1

, ,
2

W c p q                                              (1.14) 

оператор диффузии импульса и координаты в фа-

зовом пространстве: 

   
2 2

2 22
ˆ , , ,

2
, ,K p p q q

 
              (1.15) 

оператор «скорости диссипации» импульса и ко-

ординаты в фазовом пространстве: 
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   
2 2

ˆ , , , ,
2 2

.iM i p q i q p
 

          (1.16) 

Таким образом, уравнение Линдблада (1.11) 

описывает движение квантовой частицы в фазовом 

пространстве, при котором происходят рассеяние 

энергии частицы, диффузия импульса и диффузия 

координаты, непрерывная передача среде импуль-

са и координаты с определенной «скоростью», 

сопровождаемое их частичным перекрестным вос-

становлением. 

Уравнение (1.11) включает в себя как частные 

случаи – уравнение Калдейры–Легеттта [25] и 

уравнение Менского [6], полученное из теории 

квантовых измерений с точностью до коэффици-

ентов, в котором отсутствует последнее слагаемое 

уравнения (1.11). 

Пример 2. Для рассмотрения осциллятора в 

представлении Фока (в абстрактном гильбертовом 

пространстве) вводятся неэрмитовые операторы 

рождения a  и уничтожения a и собственные со-

стояния оператора a     [23]: 

 

 

,
2

, , 1.
2

i
a p im

m

i
a p im a a

m









  

    

              (1.17) 

Принимая L = a, L
+
 = a

+
 и выражая  через них 

эффективный гамильтониан в (1.4), получаем 

уравнение Линдблада с комплексным гамильтони-

аном через операторы рождения и уничтожения: 

 

 

2 2

2

1
,

2 4

1
, , .

2

d

dt

i i c
aa a a

a a a a



 

 

 

 



  
       

  

     

   (1.18) 

Это уравнение описывает поведение квантово-

го осциллятора, взаимодействующего с осцилля-

торами термостата. 

2. Уравнение Линдблада  

для операторов наблюдаемых  

величин 

Уравнение Линдблада для операторов наблю-

даемых величин D имеет вид [11, 13]: 

 

 2

,

1
2 .

2
j j j j j j

j

dD

dt

D

i
H W

L L D D

D

L L LL  

  

  
    (2.1) 

Полагая j = 1 и заменяя операторы L и L  на эрми-

товые операторы A и B по формуле (1.5),  получа-

ем уравнение(2.1) в виде: 

 2 2ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ .D D
dD

iLD A B B AD iA BDi
dt

     (2.2) 

Если произвести усреднение (2.2) по формуле 

( )SpD D , то уравнение для средних примет 

вид 

 

   

      

2

,

1
, , , ,

2

, , , , .

dD i
H W D

dt

A A D B B D

i B A D i A B D

  

        

 

.        (2.3) 

Представляя, как и ранее, A = αp, B = βq и выбирая 

оператор D = p и D = q, получаем для средних зна-

чений оператора импульса  и оператора координа-

ты следующие уравнения: 

2 ,

.

a
p

t

q

t

q p

b p


  









                              (2.4) 

Эти уравнения необходимо сравнить с уравне-

ниями для средних, которые получаются из кван-

тового динамичного диссипативного процесса, 

котрый описывается марковской совокупно-

стью [11, 21] 

2

( ),

( ),
2

p
q t

m

m
p q p t




 

 

   

                            (2.5) 

где ξ(t), η(t) – дельта-коррелированные случайные 

процессы. Для них справедливы сооотношения: 

     

     

2

1 2 1 2

2

1 2 1 2

{ } 2 ,

{ } 2 ,

t t U t t

t t V t t

  

  

 

 
                   (2.6) 

где U  , V  . 

После усреднения (2.6), принимая во внимание, 

что     0t t   , получаем для средних зна-

чений координаты и импульса уравнения: 

2

,

.
2

p
q

m

m
p q p






  

                            (2.7) 

Сравнивая уравнения (2.7) и (2.5) получаем 

2 1
, , 2 .

2
2a b

m

m
c

 
                (2.8) 

Решения системы (2.7) имеют вид 
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 

0

0 0

( ) cos

sin
,3

tq t q e t

b p q
t










 

 
                      (2.9) 

 

0

0 0

( ) cos

sin
.

t

t

p t p e t

t
p a q e
















 

 
                   (2.10) 

Считая оператор D последовательно равным p
2
, 

q
2
,  , / 2p q , получаем систему для вторых момен-

тов:  

 

 

 
 

2
2 2

2
2

2 2

,

,

4 ,

,

1

2

,
, .

p
p a p q

t

q
p q

t

p q
a q

t

b

b p p q

 





 



 


 









 



(2.11) 

Эти уравнения совпадают с точностью до коэффи-

циентов с уравнениями, полученными Стратоно-

вичем [11], а также приведенные Менским [6]. Мы 

решим эту систему методом Лапласа. Обозначив 

 2 2

0

0

0

, , , ,

( ) ( )

( ) ( ) ,

,( ) (

,

)

p x y p q z

x t sX s x

y t sY s y

z t Z s z

q

s

  

 

 

 

              (2.12) 

получим алгебраическую систему для изображе-

ний X, Y, Z: 

2

0

2

0

0

,

1
.

4

2

( ) ,

1

2
X

X s aZ x

Ys bZ y

sb Ya Z z

 









 
   

  

 


 



                   (2.13) 

Решая систему методом определителей Краме-

ра, получаем три уравнения: 

 

 

   

2 2

0

2

0 0

2 2 2

0 0

β

2δ β

2 α β ,

X

x s

s x az

y a x ab

 

  

    
 

   

 

 

 

   

2 2

0

2

0 0

2 2 2 2

0 0

0

α

6δ α 2

2 β α 2 8δ

4 δ ,

Y y s

s y bz

b x y ab

b z

   

    
 

       



 (2.14) 

   

 

2

0

2 2

0 0 0

2

0

4δ 2δ β 2 α

8 δ α ,

Z z s

s z x a y

a y

  

      
 

 

   

где введены обозначения 

   
2 2

2 2

42 2 ,

.

s

a

s

b

  

 





 



 
                   (2.15) 

Используя формулу [26] 

 
2

sin 2 ,tk k

k kt G
s g s w

e F 
 




     (2.16) 

где 

 

 

2 2

2

2
22

2

2

1
4

4

2 ,

4
1,2,

4

4

4
,

4
3,

k k k

k

k k

k

F ag w

a g

g w
G k

 




 



 





   



 
 

         (2.17) 

получаем следующие решения системы (2.11): 

 

 

   

2

2

2

3

1 1

2

3

( ) sin 2 ,

( ) sin 2 ,

, ( ) sin 2 .

t

t

t

p t e F

q t e F

p q t e

t

F

G

t G

t G































             (2.18) 

Вторые моменты (2.18) пропорциональны средним 

значениям кинетической, потенциальной и дисси-

пативной энергиям гармонического осциллятора с 

затуханием. В обзоре [6] приведены только стаци-

онарные решения системы (2.11). Релаксация 

квантового осциллятора к термодинамическому 

равновесию рассматривалась в книге [27]. 

3. Уравнение для плотности энтропии 

Получим уравнение для плотности энтропии s, 

используя уравнение Линдблада. Введем оператор 

плотности энтропии η = –ln ρ. Тогда 

 Sp l .ns                                       (3.1) 

Возьмем производную по времени от плотности 

энтропии, считая, что она коммутирует с операци-

ей шпура, получим 

 

1

ln

ln

Sp

Sp Sp .

ds d

dt dt

d d

dt dt

 

 
  

  

   
     

   

             (3.2) 

Так как шпур коммутатора равен нулю, то, ис-

пользуя уравнение (3.1), получаем /p( ) 0S dtd  , 

и уравнение принимает вид 

  

  

  

  

  

2

Sp , ln

1
Sp , , ln

2

Sp , , ln

Sp , , ln

Sp , , ln .

ds
H W

dt

A A

B B

i B A

i A B

 

 

 

 

 

   

   

   

   

   

                  (3.3) 
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Используя свойства шпура [9] (см. приложение 

(п.5)), три первых члена (3.3) обращаем в нуль. 

Остается: 

  2
2 ,

2

d i
B A B A A B

dt


      .(3.4) 

Уравнение для плотности энтропии при замене 

операторов A и B на операторы p и q становится 

следующим: 

 
δ

δ
d

i q p p q
dt


     .             (3.5) 

Оценим второе слагаемое. Разложим ln ρ в ряд, 

удержим линейный член 
2( 1

ln ( ,

0 2.

2
1)

)
  




      

 

                  (3.6) 

Уравнение (3.5) примет вид 

δ δ
d

dt


   .                                           (3.6) 

Применяя преобразование Лапласа к (3.6), получа-

ем, что плотность энтропии, вычисленная с помо-

щью уравнения Линдблада, возрастает, в отличие 

от плотности энтропии в уравнении Неймана [28]: 

 0
.te                                             (3.7) 

4. Заключение 

Затухающий гармонический осциллятор явля-

ется фундаментальной моделью в классической и 

квантовой механике. С другой стороны, уравнение 

Линдблада является основным уравнением для 

квантовых динамических диссипативных систем. 

Нами получено уравнение Линдблада для стати-

стического оператора в форме (8), в которой все 

операторы являются эрмитовыми. Оператор урав-

нения Линдблада для квантового гармонического 

осциллятора с линейной диссипацией включает в 

себя супероператор Лиувилля, состоящий из га-

мильтониана и оператора энергии диссипации, и 

квадратичный супероператор Линдблада, состоя-

щий из суммы операторов диффузии импульса и 

диффузии координаты и разности операторов ско-

рости рассеяния импульса и координаты, дей-

ствующих в фазовом пространстве. 

Уравнение Линдблада для операторов наблю-

даемых величин после усреднения приводится к 

системе уравнений для средних значений и к си-

стеме для вторых моментов. Эта система была ре-

шена. Вторые моменты, которые пропорциональ-

ны средним значениям кинетической, потенциаль-

ной и энергии диссипации, затухают по экспонен-

те и содержат осциллирующие члены с удвоенной 

частотой. 

Уравнение для плотности энтропии, получен-

ное из уравнения Линдблада, приводит к возраста-

нию плотности энтропии со временем. 

В заключение отметим, что уравнение Линдб-

лада имеет безупречное математическое и физиче-

ское обоснование, в том числе через квантовые 

динамические полугруппы, теорию квантовых 

случайных процессов, квантовую регрессионную 

теорему, и включает в себя уравнения, получаемые 

из теории квантовых измерений и различных мо-

дельных представлений. 

 

Автор выражает благодарность рецензенту за 

ценные замечания и указание на статьи, которые 

ему ранее не были известны. 

Приложение 

Пусть 









dc

ba
 – матрица некоммутирующих 

друг с другом операторов a, b, c, d. 

Определитель этих операторов 

det
a b

ad cb
c d

   ,                                   (п. 1) 

тогда коммутатор двух операторов a и b можно 

представить в виде определителя 

 , ,
a a

ab ba a b
b b

                                   (п. 2) 

а антикоммутатор этих операторов принимает вид 

 , .
a a

ab ba a b
b b


                                 (п. 3) 

Порядок умножения операторов в определителях 

слева направо. 

Преимущество такого обозначения состоит в 

том, что с помощью единой конструкции описы-

ваются коммутаторы, антикоммутаторы и четвер-

ки операторов. 

Пример: уравнение Линдблада (1.11) можно 

представить в виде 

2 2

ˆ ˆˆ ˆ

ˆ ˆˆˆ

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ .

B BA Bd
i

dt A AB A

A B iBA iAB


 

   





 


  

  

                (п. 4) 

Полезны также следующие соотношения: 

     

     

 

 

     

   

    

, , , ,

, , , ,

, , , 2 ,

, , 2

,

,

,

,

Sp , 0, Sp , Sp ,

Sp , , Sp , ,

Sp , , Sp , , .

j j j j j j

j j j j

A BC A B C B A C

AB C A B C A C B

q p i p q p i

p q q i

A B A B A B

A B C B A C

A B C A

p

q

B C

 

 

 

 

 

       

   
 

 

      

  

       (п. 5) 
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