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Исследовано влияние седиментации и термодиффузии на порог устойчивости состояния ме-
ханического равновесия коллоидной суспензии в ячейке Хеле–Шоу, подогреваемой снизу. В 
состоянии механического равновесия распределение примеси в коллоиде по высоте являет-
ся неоднородным ввиду гравитационного разделения смеси. В каналах высотой намного 
меньше седиментационной длины (характерной высоты, на которой концентрация изменя-
ется в e раз) распределение примеси по высоте близко к линейному, а градиент концентра-
ции является практически постоянным. Порог устойчивости при этом определяется отноше-
нием средней концентрации примеси к седиментационной длине. В работе рассматривается 
ячейка, высота которой сопоставима с величиной гравитационной стратификации смеси. 
Математическая модель, описывающая конвективные движения коллоида, основана на си-
стеме уравнений тепловой конвекции бинарной смеси в приближении Буссинеска. Анализ 
устойчивости состояния механического равновесия производится относительно нормальных 
малых возмущений. Решение линеаризованной системы уравнений производилось при по-
мощи метода Галеркина с разложением по большому числу базисных функций. Безразмер-
ные параметры задачи выбирались из условия реализуемости в реальном эксперименте. По-
строены нейтральные кривые устойчивости при различных значениях параметра Больцмана, 
характеризующего интенсивность гравитационного разделения смеси, и различных значе-
ний параметра термодиффузии. Изучено влияние гравитационной стратификации на струк-
туру припороговых течений.  Получена зависимость порога конвективной устойчивости и 
волнового числа пороговых возмущений от параметров задачи, таких как число Больцмана, 
параметр термодиффузии. 
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The article is devoted to the influence of sedimentation and thermal diffusion on threshold of con-
vective instability of a suspension in the Hele-Shaw cell heated from below. Impurity distribution 
adjustment in colloid in a state of mechanical equilibrium is not uniform, due to the gravitational 
separation of the mixture. In the channels with the height much less than the sedimentation length, 
concentration gradient is almost constant. In this case, the ratio of the average impurity concentra-
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tion to the sedimentation length determines the instability threshold. Mathematical model that de-
scribes the convective motion of the colloid, has been based on the Boussinesq approximation. The 
solution of the linearized system of equations has been performed using the Galerkin method with a 
large number of basic functions. During research, neutral instability curves are obtained for differ-
ent values of the Boltzmann number. The influence of gravity stratification on the structure of near-
threshold flows has been established. The dependence of the threshold of convective instability and 
the wave number are determined as a function of parameters of the problem, such as the Boltzmann 
number and the parameter of thermal diffusion. 
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1. Введение 

Неоднородный нагрев жидкости может приво-
дить к образованию конвективных течений за счет 
неоднородности плотности, создаваемой тепловым 
расширением [1, 2]. 
Если в жидкости присутствует примесь, то не-

однородность плотности создается не только теп-
ловым расширением, но и неоднородным распре-
делением концентрации. Эта концентрационная 
неоднородность может быть вызвана множеством 
факторов: для любых смесей термодиффузией [2–
9], для коллоидных суспензий гравитационным 
осаждением [10–15], центрифугированием, а для 
ферроколлоидов еще и магнетофорезом [16, 17]. В 
зависимости от свойств жидкости и внешних усло-
вий вклад различных механизмов разделения сме-
си может сильно отличаться. Так, для молекуляр-
ных смесей разделение компонентов в поле силы 
тяжести практически отсутствует [18, 19] и прояв-
ляется только в очень высоких каналах, в то время 
как для коллоидных растворов существенное от-
личие плотности наблюдется при высоте слоя по-
рядка сантиметров. 
Смеси могут обладать как положительной тер-

модиффузией [6, 20], когда тяжелые термофобные 
частицы стремятся в более холодную область, так 
и отрицательной [5] (обратный эффект, термо-
фильные частицы стремятся в более нагретые об-
ласти). Как правило, интенсивность термодиффу-
зионного разделения в коллоидных смесях больше, 
чем в молекулярных растворах. 
Таким образом, при рассмотрении конвекции 

коллоидных растворов необходимо учитывать, как 
минимум два сегрегационных механизма: термо-
диффузию и гравитационную седиментацию. 
Еще одной особенностью смесей является то, 

что диффузионные процессы протекают на не-
сколько порядков медленнее, чем процессы тепло-
переноса. Это приводит к необходимости прово-
дить исследование систем на довольно больших 
временах [6, 17]. Медленная эволюция системы 

также затрудняет определение конечного состоя-
ния. 
Существенно то, что изначально однородная 

смесь (жидкость хорошо перемешана) может вести 
себя подобно чистым жидкостям. Но с течением 
времени под действием сегрегационных механиз-
мов возникают неоднородности концентрации, ко-
торые существенно изменяют картину тече-
ния [12]. 
Наличие примеси также оказывает существен-

ное влияние на конвективные течения, возникаю-
щие при боковом подогреве [21]. При малой раз-
ности температур наблюдается режим 
квазиравновесия, в котором существует очень 
медленное течение коллоида, компенсирующее 
диффузионный дрейф примеси. Тепловой поток 
через слой практически совпадают с потоком в от-
сутствие течения. 
Исследование устойчивости плоского слоя кол-

лоида, подогреваемого снизу, проведено в работе 
[12]. В ней рассматривается канал малой высоты 
относительно седиментационной длины, при кото-
рой распределение концентрации по высоте близко 
к линейному. 
Однако в каналах, высота которых порядка се-

диментационной длины, может наблюдаться ре-
зультат отличный от полученного в [12], ввиду 
сильной нелинейности профиля концентрации. 
При этом возможна ситуация, когда градиент 
плотности имеет точку перегиба. Данный эффект 
обусловлен тем, что распределение температуры в 
слое описывается линейной функцией, в то время 
как концентрация экспоненциально изменяется с 
высотой ячейки. 
Моделирование трехмерной задачи в полной 

постановке требует значительных затрат времени 
вычислений. Для упрощения исследования данной 
задачи используется геометрия ячейки Хеле-Шоу, 
которая легко реализуема в эксперименте [22]. 
Данное приближение является предельным случа-
ем узкого канала и позволяет рассматривать дву-
мерные течения. 
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2. Постановка задачи 

Рассмотрим плоский канал, бесконечный в го-
ризонтальном направлении. Ширина канала 2d 
меньше его высоты H, H/d = 20:1 (рис. 1).  
Ввиду малости толщины канала полагается, что 

температура и концентрация являются однород-
ными поперек ячейки, т. е. описывающие их функ-
ции T и C не зависят от координаты y, а скорость 
аппроксимируется функцией 

( , , , ) ( , , )sin .
2

y
x y z t x z t

π =  
 

v v  (2.1) 

 
Рис. 1. Геометрия задачи 

 
Анализ устойчивости механического равнове-

сия слоя коллоидной суспензии будем проводить 
на основании уравнения тепловой конвекции в 
приближении Буссинеска. В данном приближении 
предполагается линейная зависимость плотности 
от температуры и концентрации: 

0(1 ),T Cρ ρ αδ βδ= − +  (2.2) 

где ρ0 – средняя плотность, δT= T–T*, δC= С–C* – 
отклонение температуры и концентрации тяжелой 
компоненты от средних значений T*, C*; α, β – ко-
эффициенты теплового и концентрационного рас-
ширения, соответственно: 

0 0

1 1
, .

T C

ρ ρα β
ρ ρ

∂ ∂= =
∂ ∂

 (2.3) 

Согласно [5] коэффициент термодиффузии за-
висит от концентрации как: 

2
T TS (1 ) S ( ).C C C CΨ = − = −  (2.4) 

Если неоднородность концентрации мала, ко-
эффициент термодиффузии можно считать посто-
янным. В нашем случае необходимо учитывать за-
висимость параметра термодиффузии от 

концентрации, так как относительная разность 
концентраций довольно большая: 

( 0)
exp( / ).

( 1) sed

С z
H l

С z

= =
=

 (2.5) 

С другой стороны, рассматривается малая 
средняя концентрация примеси, следовательно, 
можно полагать, что: 

TS .CΨ =  (2.6) 

Используем безразмерные переменные на ос-
нове следующих масштабов: расстояние – ширина 
слоя d, время – d2/χ, скорость – χ/d, температура – 
δT/H, давление – ρχ2/d2, концентрация – С*d/l s (ν и 
χ – соответственно коэффициенты кинематической 
вязкости и температуропроводности). Система 
уравнений тепловой конвекции в ячейке Хеле–
Шоу в приближении Буссинеска записывается сле-
дующим образом: 

1 8

3 z z

w w w w
w

P t x xπ
 ∂ ∂ ∂∆ ∂ ∂∆  ∆ + − =  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

 

2
2 4

,
4

T c
w w

x x

π
π

∂ ∂ = ∆ − − − ∆ ∂ ∂ 
 

2
,

z

T w T w T
T

t x x zπ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = ∆ + − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

(2.7) 

2

1
.

C w C w C R

t z x x z B

C R СT
Le C

l z B z

ε θ
π

ε

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = − − + ∆ + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂  + ∆ + −  ∂ ∂  

 

Здесь приняты следующие обозначения: T – от-
клонение температуры от среднего значения, С – 
полная концентрация, w – функция тока, 

/P ν χ=  – число Прандтля, χDLe=  – число 

Льюиса, 3 /dR gaθ νχ=  – число Релея, ε=β/αC*ST – 

параметр термодиффузии, 4* / SB g dC lβ νχ=  – 

число Больцмана [14], l=l s/d – безразмерная длина 
седиментации, D – коэффициент диффузии, 
ls=kБT

*/(∆ρVg) – седиментационная длина (kБ –
 постоянная Больцмана, ∆ρ – разность плотности 
частиц и среды-носителя, V – объем частицы), g –
ускорение свободного падения. 

2 2 2 2x z∆ = ∂ ∂ + ∂ ∂  – двумерный оператор Лапла-

са. 
Горизонтальные границы являются твердыми и 

идеально теплопроводными. Краевые условия на 
горизонтальных гранях имеют следующий вид:  

( ,0) ( , ) 0w x w x H= = , 

( ,0) / 2, ( , ) / 2,T x H T x H H= = −  (2.8) 

1
1 0

C R T
С

t l B z

ε∂ ∂ + + = ∂ ∂ 
.
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Равновесные уравнения распределений концен-
трации и температуры описываются следующими 
уравнениями: 

0 ( , ) (0.5 )T x H H z= − , (2.9) 

0

exp( / )
,

1 exp( / )

1
1 .

z
C H

H

R

l B

γγ
γ

εγ

−=
− −

 = − 
 

 (2.10)
 

Значения безразмерных параметров были вы-
браны для соответствия реальной жидкости, ис-
пользованной в экспериментах [16]. 
Градиент концентрации, вызванный гравитаци-

онной стратификацией частиц в поле тяжести, 
определяется числом Больцмана B, которое зави-
сит от размеров ячейки как d4. Таким образам, из-
меняя размеры ячейки, мы можем изменять кон-
центрационный градиент, а следовательно, и 
интенсивность влияния стратификации на конвек-
тивные течения. 
Рассмотрим устойчивость состояния механиче-

ского равновесия относительно малых возмущений 

T=T0+ θɶ , С=С0+ cɶ , wɶ – малые нестационарные 
возмущения функции тока. Задача имеет решение 
в виде нормальных возмущений 

( ) ( )exp( ),w x,z,t kw z t i xλ += −ɶ  

( , , ) ( )exp( ),x z tt ikxz λθ θ= − +ɶ  (2.11) 

( , , ) ( )exp( ),c x z i xz kt tc λ= − +ɶ  

здесь  – комплексный декремент затухания, k –
 вещественное волновое число, w, c, θ – амплитуды 
возмущений. 
Линеаризованная система уравнений для нор-

мальных возмущений имеет вид: 

( )

2
2

0 0

4

4
(1 ) 0,

w P w
P

ik C C

λ π

θ ε ϕ
π

 
− + ∆ + ∆ − 
 

− + − =

  

0

2
0,ik wTλθ θ

π
′− + ∆ =  (2.12) 

2

0.

c

c

w R
ik

l R

R
Le

R

ελϕ θ
π

εϕ γϕ γθ

− + ∆ +

 
′ ′+ ∆ + − = 

 

 

В этих уравнениях произведена следующая замена 
переменных 

0 .
c

R
с С

R

εϕ θ= −  (2.13) 

Граничные условия для функций ϕ  имеют вид 

0ϕ γϕ′ + =  при 0,z H= . (2.14) 

Штрих означает дифференцирование по z. 

Задача решалась методом Галеркина [1]. Со-
гласно идее метода, производилось разложение 
искомых функций по некоторому набору базисных 
функций, удовлетворяющих граничным условиям, 
после чего решалась линейная система уравнения 
для коэффициентов разложения. В качестве базис-
ных выбраны функции: 

1

z z
sin sin ,

N

n
n

n

H H

π πφ φ
=

   =    
   

∑  

1

z
sin ,

M

n
m

m

H

πθ θ
=

 =  
 

∑  (2.15) 

1

0

z
cos .

Q

n
q

q
c

H

πϕ
−

=

 =  
 

∑  

Разложение проводилось по 90 базисным 
функциям (N = M = Q = 30). Порог устойчивости 
определялся из условия равенства нулю веще-
ственной части декремента λ: 

Re ( , , , , , , ) 0.R B L k P lλ ε =  (2.16) 

3. Результаты 

Решение задачи устойчивости произвелось при 
параметрах близких к реальной жидкости, описан-
ной в [16]: 

L = 1.5×10–4, P = 48, l = 1.62H. 

В предельном случае нулевого значения числа 
Больцмана B = 0, порог конвективной устойчиво-
сти должен стремиться к порогу однородной жид-
кости, так как данный предел соответствует нуле-
вому значению массовой доли примеси. 
На рис. 2 приведены нейтральные кривые 

устойчивости, показывающие зависимость порого-
вого числа Релея от волнового числа при отсут-
ствии термодиффузии. Увеличение седиментации 
в коллоиде (увеличение B) повышает порог устой-
чивости, при этом вид нейтральной кривой изме-
няется слабо. Повышение конвективного порога 
обусловливается тем, что гравитационная страти-
фикация создает градиент плотности, направлен-
ный вниз, и стабилизирует систему. 
Зависимость критического числа Релея от B 

приведена на рис. 3 
Наличие отрицательной термодиффузии усили-

вает эффект осаждения частиц и приводит к по-
вышению порога конвективной устойчивости. Ес-
ли термодиффузия является нормальной ( 0ε > ), 

тогда термодиффузия противодействует седимен-
тации, и при 1εR / B> градиент концентрации 

направлен вверх, более плотная жидкость распо-
ложена над менее плотной, что оказывает дестаби-
лизирующее действие. 
Зависимость конвективного порога от числа B 

при нескольких значениях ε приведены на рис. 3. 
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Рис. 2. Нейтральные кривые при ε = 0, l = 1.62H 
 

 
Рис. 3. Зависимость порога конвективной устой-
чивости от B (для различных значений параметра 
термодиффузии ε, l = 1.62H) 

 
Рис. 4. Зависимость волнового числа пороговых 
возмущений от B при l = 1.62H 

 
В случае положительной термодиффузии тип 

припороговых возмущений сильно зависит от числа 
Больцмана. Так, в области малых B пороговые воз-
мущения являются длинноволновыми (см. рис. 4). 
Затем с увеличением числа B волновое число увели-
чивается. В области больших B наиболее опасны 
возмущения с длиной волны порядка L=2π/k=40. 
Поведение волнового числа отображено на рис. 4. 

Отрицательная термодиффузия повышает по-
рог устойчивости, волновое число повышается с 
увеличением числа Больцмана (рис. 4). 

4. Заключение 

В работе проведён линейный анализ устойчи-
вости состояния механического равновесия колло-
ида, обладающего малой длиной седиментации в 
плоском горизонтальном слое в приближении Хе-
ле–Шоу. 

 Показано, что наличие положительной термо-
диффузии приводит к понижению порога устойчи-
вости механического равновесия. При этом вид 
припороговых возмущений сильно зависит от ин-
тенсивности гравитационного разделения смеси. В 
области малых значений числа Больцмана припо-
роговые возмущения являются длинноволновыми. 
При увеличении данного параметра волновое чис-
ло возмущений увеличивается до k = 0.16. 
В случае отрицательной термодиффузии порог 

устойчивости повышается и проявляется нелиней-
ность профиля концентрации. 
Исследования выполнены при финансовой под-

держке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (№16-31-60074). 
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