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Представлены результаты численного моделирования динамики линейных цепочек класси-

ческих магнитных моментов с дипольным взаимодействием, находящихся в постоянном 

внешнем магнитом поле, с различным числом частиц и начальными условиями, отвечаю-

щими различной степени неравновесности системы. Проанализированы структуры сигналов 

суммарной намагниченности и их Фурье-спектры, а также карты локальной намагниченно-

сти цепочек. Получено и качественно проанализировано уравнение динамики намагничен-

ности в континуальном приближении. Найдено, что при малой величине начальной попе-

речной поляризации в системе возникают регулярные колебания с узким спектральным 

пиком. Картина локальной намагниченности показывает, что в цепочке устанавливается ре-

жим бегущих волн. Напротив, при высокой поперечной поляризации на начальном этапе 

эволюции системы происходит яркая спин-спиновая релаксация благодаря возникновению и 

накоплению разности фаз прецессии частиц в силу различия локального поля. Распростра-

нение возмущений по цепочке замедляется, и значения разности фаз колебаний между от-

дельными точками сохраняются в течение длительного времени. Таким образом, исключа-

ется возможность возврата системы к начальному состоянию, но и её термализации также 

не происходит. 
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The paper presents the results of numerical simulation of the dynamics of linear chains of classical 

magnetic moments with dipole interaction. The chains are exposed to a constant external magnetic 

field, they include different numbers of particles and are placed in non-equilibrium initial condi-

tions. The structures of the total magnetization signals and their Fourier spectra, as well as maps of 

the local magnetization of the chains, are analyzed. An equation for magnetization dynamics in the 

continuum approximation has been obtained and qualitatively analyzed. It has been found that, at a 

small initial transverse polarization, regular oscillations with a narrow spectral peak arise in the 

system. The local magnetization pattern shows that a traveling wave regime develops in the chain. 

By contrast, when transverse polarization is high, a spin-spin relaxation occurs at the initial stage 

of the system’s evolution. It comes from the accumulation of a phase difference in particle preces-

sion due to the variations of the local field. Disturbance propagation along the chain slows downs, 

and the values of the phase difference of oscillations between individual points are maintained for a 



44 К. Б. Циберкин 

long time. Thus, the return of the system to its initial state becomes impossible; on the other hand, 

its thermalization also does not occur. 
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ization 
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1. Введение 

Хаотическая динамика ансамблей классических 

магнитных частиц под воздействием внешних по-

лей широко изучается в связи с фундаментальны-

ми вопросами переходов к хаосу и термализации 

магнетиков и ансамблей осцилляторов [1–3]. Важ-

ны также приложения к общей теории магнитного 

резонанса и релаксации [4, 5]. Определение усло-

вий устойчивости регулярных режимов ларморов-

ской прецессии магнитных моментов значимо для 

развития технологии записи и хранения информа-

ции на современных носителях [6]. В перспективе 

оно позволит также исключить один из существен-

ных механизмов декогеренции спиновых состоя-

ний, что актуально для построения квантовых вы-

числительных устройств [7, 8]. 

Значимый прогресс в этой области достигнут 

при рассмотрении одномерных спиновых цепочек 

благодаря относительной простоте их геометрии, 

что позволяет эффективно проводить как числен-

ное, так и аналитическое исследование, в том чис-

ле на универсальных моделях без привязки к кон-

кретным материалам и структурам. 

Обзор [8] затрагивает ансамбли NV–-центров в 

алмазах, вакансий в SiC и дефектов в гексагональ-

ном нитриде бора hBN. В работе [9] по изучению 

многоквантовой когерентности ЯМР в качестве 

рабочих примеров отмечены гидроксиапатит 

Ca5(PO4)3OH, фторапатит Ca5(PO4)3F и гамбергит 

Be2BO3OH. В них цепочечные структуры образу-

ются ядрами H и F, соответственно. Однако ди-

польное взаимодействие в этих системах обладает 

низкой интенсивностью (так как магнитные мо-

менты имеют величину порядка магнетона Бора 

или ядерного магнетона), что затрудняет реализа-

цию коллективных явлений. Кроме того, в пере-

численных выше примерах магнитные центры 

имеют спин 1/2, и это, на первый взгляд, не позво-

ляет ожидать хорошего соответствия с классиче-

ским моделированием. Тем не менее, отдельные 

авторы отмечают, что классические подходы с вы-

сокой точностью согласуются с решением полной 

квантовой задачи с точностью до нормировки аб-

солютного значения спина [10]. По совокупности 

отмеченных особенностей, большой интерес пред-

ставляют ансамбли однодоменных наночастиц с 

характерными значениями моментов порядка 102 

магнетонов Бора [11, 12]. 

В настоящей работе представлены результаты 

численного моделирования динамики линейных 

цепочек классических магнитных моментов с ди-

польным взаимодействием, находящейся в посто-

янном магнитном поле, с различным числом ча-

стиц и начальными состояниями, отвечающими 

различной степени неравновесности. Проанализи-

рована структура сигналов и их спектры, границы 

существования регулярных колебательных режи-

мов. Получены модели динамики цепочки в кон-

тинуальном приближении. 

2. Линейная цепочка классических 

магнитных моментов 

 

Рис. 1. Структура моделируемой одномерной спи-

новой цепочки 

Рассматривается ансамбль N магнитных мо-

ментов μ с одинаковыми гиромагнитными отно-

шениями γ, расположенных с равными интервала-

ми d на прямой линии, в адиабатическом 

приближении (рис. 1). Угол между цепочкой и 

внешним постоянным магнитным полем H0, кото-

рое задаёт равновесную ориентацию магнитных 

моментов, равен ϑ (в представленных ниже расчё-

тах он фиксирован и равен π/2). Ось координат z 

ориентирована вдоль поля. 

Эволюция отдельных магнитных моментов в 

цепочке определяется системой обыкновенных 

дифференциальных уравнений: 

,)(
j

j eff

d

dt
  H

μ
μ  (2.1) 

где индекс j нумерует отдельные частицы, а Heff – 

это эффективное поле, равное суперпозиции 

внешнего H0 и дипольного, создаваемого осталь-
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ными магнитными моментами в точке, где распо-

лагается μj. Его компоненты [13, 14]: 
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Энергия нормирована на зеемановскую, и в (2.1) 

вводятся безразмерное время в масштабе обратной 

ларморовской частоты ([t] = ω0
–1 = (γH0)–1), таким 

образом γ исключается, а H0 масштабируется к 

единице. В качестве единицы длины выбран шаг 

цепочки ([r] = d), что позволяет ввести безразмер-

ный параметр дипольной энергии pd [14]: 

3

0

.
dip

d

Z

p
E dH

E 
   (2.4) 

Обезразмеренная система (2.1) решается чис-

ленно методом Рунге–Кутты–Мерсона 4–5 порядка 

точности с адаптивным промежуточным шагом, 

относительная погрешность поддерживается на 

уровне 10–10. Дополнительно для контроля устой-

чивости производится вычисление полной энергии 

системы и средней длины магнитного момента, 

обе эти величины сохраняются с относительной 

погрешностью не хуже 10–8. Таким образом, алго-

ритм обеспечивает высокую устойчивость вплоть 

до момента времени 105ω0
–1 при pd = 0.01. Шаг вы-

вода результатов Δt фиксирован и равен 0.5ω0
–1. 

В ходе вычислений определяется суммарная 

намагниченность дипольной системы и её Фурье-

спектр: 
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где k – номер точки на заданной шкале частот, n – 

номер шага по времени в рассчитанном массиве 

значений сигнала. 

3. Динамика намагниченности 

Нелинейность системы (2.1), определяемая ди-

польным взаимодействием, позволяет ожидать вы-

раженной зависимости динамики от начального 

состояния с возможным изменением её качествен-

ного характера, аналогично классической пробле-

ме Ферми–Паста–Улама–Цингоу о динамике свя-

занных осцилляторов [15]. Для установления этого 

выполнены серии расчётов с различными ампли-

тудами начальных возмущений. 

Начальное состояние задано в виде волнооб-

разного распределения поперечной намагниченно-

сти при постоянной продольной μ0
z: 
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Значение продольной намагниченности и, соответ-

ственно, амплитуда возмущения поперечных ком-

понент варьировались от 0.01 до 0.99. Предполага-

ется, что начальное состояние (3.1) создано 

адиабатическим возмущением поля при нулевой 

спиновой температуре. Это возмущение исчезает в 

момент времени t = 0, и в ходе численного моде-

лирования рассматривается система под воздей-

ствием только постоянного продольного поля. 

Число частиц в цепочке изменялось от 4 до 64. 

На её концах не задано никаких специальных гра-

ничных условий, и частицы с номерами 1 и N 

участвуют в формировании сигнала намагничен-

ности в равной мере с остальными. Значение па-

раметра взаимодействия pd фиксировано и равно 

0.01 [14]. На рис. 2 приведены примеры эволюции 

суммарной намагниченности цепочек различной 

длины, а на рис. 3 – соответствующие им Фурье-

спектры. Для большей информативности сигналы 

изображены на интервале до 104ω0
–1. Качествен-

ных изменений в эволюции сигнала на бо́льших 

временах не происходит, за исключением перио-

дической вариации амплитуды и периода огибаю-

щей. Начальный этап этого процесса виден на 

рис. 2, а, б. 

Когда отклонение магнитных моментов от оси z 

мало, то система пребывает в состоянии, близком к 

насыщению, и независимо от числа частиц реали-

зуется картина регулярных колебаний суммарной 

намагниченности (рис. 2, а–г) с узкими спектраль-

ными пиками (рис. 3, а–г). Для N = 4 ярко выраже-

ны две главные частоты вблизи ω = 1. С ростом N 

до 8÷16 появляются дополнительные тесно распо-

ложенные гармоники в сигнале, суммарная шири-

на спектра при этом не изменяется, составляя ве-

личину порядка pd на половине высоты. Однако 

при N = 32 и 64 происходит резкое увеличение 

вклада одной из гармоник и выраженное сужение 

спектра независимо от конкретной ориентации це-

почки относительно внешнего поля (угла ϑ). Это 

изменение в спектре связано с установлением в си-

стеме режима бегущих волн намагниченности, что 

отчётливо выражено при рассмотрении картины 

локальной намагниченности (рис. 4, а). 

При малых N, по-видимому, этот режим сохра-

няется до тех пор, пока время распространения 
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волны от границы до границы цепочки не стано-

вится сопоставимым с характерным собственным 

временем дипольной системы – временем спин-

спиновой релаксации [15]: 

2

0

1
~ ,

d

T
p 

 (3.2) 

что приводит к нетривиальной картине сложения 

колебаний. В сигналах суммарной и локальной 

намагниченности (например, рис. 2, б) присутству-

ет выраженная периодическая составляющая, что 

позволяет говорить о реализации циклического 

обмена энергией между собственными модами си-

стемы с различной длиной волны, тогда как хаоти-

ческая динамика не развивается. 

При высокой амплитуде начального возмуще-

ния происходит качественное изменение картины 

эволюции намагниченности (см. рис. 2, д–з). В 

первую очередь, при таких значениях реализуется 

спин-спиновая релаксация – затухание поперечной 

намагниченности, обусловленное расфазировкой 

прецессии отдельных частиц благодаря дипольно-

му взаимодействию, также с характерным време-

нем T2. Этот процесс в цепочке становится выра-

женным при μ0
z<0.30 (рис. 5). 

В этих условиях вместо упорядоченной волно-

вой динамики происходит возбуждение большого 

числа собственных мод колебаний намагниченно-

сти цепочки с перераспределением энергии между 

ними (рис. 4, б), поскольку система (2.1) является 

 

Рис. 2. Смоделированные сигналы поперечной намагниченности спиновой цепочки при μ0
z = 0.99 (верхний ряд), 

μ0
z = 0.01 (нижний ряд); число частиц N: (а, д) – 8; (б, е) – 16; (в, ж) – 32; (г, з) – 64 

 

Рис. 3. Фурье-спектры поперечной намагниченности спиновой цепочки; см. подпись к рис. 2 
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гамильтоновой. Это подтверждается также ушире-

нием спектра сигнала (см. рис. 3, д–з), структура 

которого практически не зависит от N. Возвратов к 

начальному состоянию – по крайней мере, в тече-

ние рассматриваемого интервала времени ~100T2 – 

не наблюдается. 

Варьирование угла ϑ между цепочкой и полем 

вблизи заданного π/2, когда цепочка лежит вдоль 

оси x, а также вблизи 0 (цепочка – вдоль z) не при-

водит к качественным изменениям динамики 

намагниченности, поскольку при таких значениях 

угла происходит лишь изменение величины ди-

польной энергии и, пропорционально ей, времени 

спин-спиновой релаксации, которое может быть 

оценено как 

 
2 2

0

.
1 c

~
s

1

3 o
d

T
p  

 (3.3) 

Случай «магического угла» ϑ ≈ 54.7°, при котором 

происходит ослабление секулярной части диполь-

ной энергии вплоть до нуля с замедлением релак-

сации [15]. При этом происходит также изменение 

симметрии эффективного поля (2.2), и, соответ-

ственно, структуры уравнений (2.1), лежит за рам-

ками настоящей работы. 

4. Континуальный предел 

В работе [16] автором были представлены 

уравнения динамики локального магнитного мо-

мента бесконечной спиновой цепочки. С опорой на 

них может быть построена континуальная модель 

эволюции намагниченности. Уравнение для попе-

речной компоненты магнитных моментов выгля-

дит следующим образом: 
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где μj
+ = μj

x + iμj
y – комплексная циклическая ком-

понента магнитного момента, f = pd(1–3cos2ϑ), njk – 

безразмерное расстояние между частицами, изме-

ренное в единицах шага цепочки d, NS – вклад 

несекулярной части дипольного взаимодействия, 

пренебрежимо малый в рассматриваемой поста-

новке при выбранном pd = 0.01. 

Уравнения (4.1) недостаточно для полного опи-

сания динамики намагниченности, если учитывать 

 
(а) 

 
(б) 

Рис. 4. Динамика локальной намагниченности спиновых цепочек при амплитуде начального возмущения μ0
z: а) – 

0.99; б) – 0.01; приведены примеры для цепочек длиной N = 16 и N = 64 

 

Рис. 5. Динамика локальной намагниченности спиновых цепочек при N = 32 и различных значениях μ0
z: а) – 0.01; 

б) – 0.20; в) – 0.30; г) – 0.50 
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возможность инверсии знака z-компонент магнит-

ных моментов. Однако в проведённых расчётах 

выявилось, что как значение суммарной продоль-

ной намагниченности, так и z-компоненты момен-

тов отдельных частиц в заданных условиях оста-

ются положительными и совершают только 

колебания вблизи среднего значения μ0
z. Это поз-

воляет не вводить отдельное уравнение для про-

дольной компоненты, воспользовавшись постоян-

ством полной длины вектора магнитного момента 

для частиц. 

С учётом масштабирования энергии (2.3) на зе-

емановскую, магнитные моменты также являются 

безразмерными: 
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Подстановка последнего соотношения в (4.1) при-

водит к нелинейному уравнению, которое содер-

жит только циклические компоненты магнитных 

моментов частиц: 
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При большом значении μ0
z квадратные корни в 

(4.3) близки к единице. Для бесконечной цепочки 

первая сумма находится как удвоенная сумма об-

ратных кубов [17]: 

3
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где ζ – зета-функция Римана (возникший ряд по q 

является фактически её определением). Она опре-

деляет сдвиг основной резонансной частоты за 

счёт дипольного взаимодействия. 

Вторая сумма 
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может быть переписана переходом к непрерывно-

му распределению намагниченности: 
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Следует отметить, что в одномерной цепочке ди-

польное взаимодействие не является дальнодей-

ствующей силой, и потому для качественного ана-

лиза причин изменения динамического режима 

системы вполне достаточно ограничиться прибли-

жением ближайших соседей: 
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Таким образом, реализуется линейное уравне-

ние для поперечной намагниченности: 
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 (4.6) 

эквивалентное уравнению четвёртого порядка для 

x-компоненты: 
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Оно допускает решение в виде бегущей волны 

 exp ( )
x

i t kx     

с дисперсионным соотношением: 

2

0
.fk    (4.8) 

В ограниченной области, реализованной в числен-

ной модели, собственные моды уравнения (4.7), 

как и уравнения Клейна–Гордона, в которое оно 

переходит в пренебрежении членом порядка 

f 2 ~ pd
2, не образуют гармонического ряда с рацио-

нальными соотношениями собственных частот, в 

отличие от волнового уравнения [17]. В совокуп-

ности, эти особенности определяет наблюдаемую 

на рис. 4, а сложную многомодовую динамику ло-

кальной намагниченности цепочки, в отличие от 

обычного волнового уравнения второго порядка. 

В противоположном случае малых μ0
z требует-

ся точный учёт корневых множителей в (4.3) – не-

смотря на их малость, здесь существенным стано-

вится приближение к особой точке корня |μ+| = 1. 

Уравнение эволюции для циклической компонен-

ты намагниченности при учёте ближайших соседей 

можно записать в следующем виде: 
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Детальный анализ этого уравнения, очевидно, не-

тривиален. Однако доступна простая качественная 

оценка. Комбинация коэффициентов 2Ω0f перед 
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первым и вторым слагаемым в (4.6) даёт скорость 

распространения бегущих волн в цепочке при пе-

реходе к уравнению Клейна–Гордона. Аналогич-

ная комбинация в (4.9): 

2 2

1 1~ 1 6
eff

c f f   
   

 
 (4.10) 

становится малой ввиду большой амплитуды по-

перечных отклонений. Таким образом, возмуще-

ния намагниченности цепочки должны быть квази-

стационарными на отрезках времени порядка 

 
1

.~ 1 | |f 



  (4.11) 

Возникновение медленных локализованных 

возмущений намагниченности подтверждается ре-

зультатами описанного выше численного модели-

рованием (см. рис. 4, б для N = 64). На рисунке 6 

представлен увеличенный фрагмент этой карты 

локальной динамики цепочки, где отчётливо вид-

ны практически неподвижные локальные макси-

мумы и минимумы намагниченности. При этом, 

несмотря на накопившееся различие фазы колеба-

ний магнитных моментов, отсутствие возврата 

намагниченности к начальному состоянию свиде-

тельствует о реализации синхронного колебатель-

ного режима с сохранением устойчивой разности 

фаз, что определяется малым коэффициентом пе-

ред второй производной намагниченности в (4.9). 

Проекции намагниченности частиц остаются близ-

кими к начальным значениям, а наблюдаемая 

спин-спиновая релаксация определяется только как 

интегральный эффект. 

 

Рис. 6. Динамика локальной намагниченности це-

почки длиной N = 64 при амплитуде начального 

возмущения μ0
z = 0.01; фрагмент, t = 0÷104, 

j = 1÷20 

5. Заключение 

В работе представлены результаты численного 

моделирования динамики намагниченности одно-

родной цепочки магнитных моментов, находящей-

ся в постоянном магнитном поле, и пребывающей 

в начальный момент в неравновесном состоянии. 

Найдено, что при увеличении амплитуды началь-

ного возмущения поперечной намагниченности 

возможен переход между различными динамиче-

скими режимами. 

При малой величине поперечной намагничен-

ности в цепочке реализуются бегущие волны, с уз-

ким спектром суммарного сигнала. Полная намаг-

ниченность является сложной периодической 

функцией, что говорит о циклическом обмене 

энергией между различными собственными мода-

ми колебаний намагниченности цепочки. Анало-

гично классической задаче Ферми–Паста–Улама–

Цингоу, это происходит за счёт нелинейности ди-

польных сил взаимодействия. 

С другой стороны, высокая поперечная намаг-

ниченность приводит к проявлению спин-спиновой 

релаксации, вызванной накоплением различия фа-

зы прецессии отдельных частиц. Однако на боль-

ших временах накопленная разность фаз остаётся 

устойчивой, и суммарная намагниченность систе-

мы после релаксации не возвращается в начальное 

состояние. Сохранение разности фаз связано с за-

медлением распространения возмущений намагни-

ченности при увеличении поперечной проекции 

магнитного момента, тогда как термализации си-

стемы в рассмотренной постановке не происходит. 

Учёт спин-решёточной релаксации позволит пре-

одолеть наблюдаемую локализацию возмущений и 

перейти таким образом к возможности моделиро-

вания установления термодинамического равнове-

сия благодаря возможности переноса магнитной 

энергии в моды механических колебаний цепочки. 
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