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В данной работе рассматривается влияние свойств подложек на динамику капли в вибраци-
онном поле. Исследуются собственные и вынужденные колебания капли жидкости, окру-
женной другой жидкостью в цилиндрическом сосуде конечного объёма. В равновесном со-
стоянии капля имеет форму цилиндра и ограничена в осевом направлении двумя 
параллельными твердыми поверхностями. Учитывается динамика линии контакта трех сред 
(капля–жидкость–твердая поверхность): скорость движения контактной линии пропорцио-
нальная отклонению краевого угла от его равновесного значения. Коэффициент пропорцио-
нальности (параметр смачивания) является функцией координат поверхности подложки, что 
позволяет рассматривать эту поверхность как неоднородную. На сосуд действует вибраци-
онная сила, которая направлена вдоль оси симметрии сосуда. Такие вибрации возбуждают 
только осесимметричные колебания капли, но из-за неоднородности будут возбуждаться 
азимутальные моды, спектр которых определяется видом неоднородности. Исследована за-
висимость частот и декрементов затухания собственных колебаний от параметров задачи. 
Показано, что неоднородность качественно меняет эти зависимости по сравнению с случаем 
однородной поверхности. При исследовании вынужденных колебаний обнаружены хорошо 
заметные резонансные эффекты. Показано, что присутствуют резонансные частоты азиму-
тальных мод. 
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The article deals with the influence of substrate properties on drop dynamics in a vibration field. 
Natural and forced oscillations of a liquid drop surrounded by another liquid in a cylindrical vessel 
of a finite volume are investigated. In the equilibrium state, the drop has the shape of a cylinder 
and is limited in the axial direction by two parallel solid surfaces. The dynamics of the contact line 
of three media (drop–liquid–solid surface) is taken into account: the velocity of the contact line is 
proportional to the deviation of the contact angle from its equilibrium value. The proportionality 
coefficient (wetting parameter) is a function of the substrate surface coordinates, which allows us 
to consider this surface as inhomogeneous. The vessel is exposed to a vibration force directed 
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along the symmetry axis of the vessel. Such vibrations excite only axisymmetric oscillations of the 
drop, but, due to the inhomogeneity, azimuthal modes will be excited, the spectrum of which is de-
termined by the type of inhomogeneity. The dependence of frequencies and damping decrements of 
natural oscillations on the parameters of the problem is investigated. It is shown that heterogeneity 
qualitatively changes these dependences in comparison with the case of a homogeneous surface. 
The study of forced oscillations has revealed clearly noticeable resonance effects. It is shown that 
resonance frequencies of azimuthal modes are present. 

Keywords: cylindrical drop; ideal liquid; heterogeneous surface; contact line dynamics; axisymmetric os-
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1. Введение 

Множество экспериментов показывают, что 
неоднородность поверхности подложки оказывает 
существенное влияние как на течение жидкости, 
так и на движение линии контакта трех сред [1–
16]. Неоднородность может быть как естественно-
го, так и искусственного происхождения, и пред-
ставлять собой либо рельеф поверхности – шеро-
ховатость (бугорки, бороздки, каверны и пр.), либо 
разные материалы, различающиеся, например, по 
свойствам смачивания. В работе [1] упоминалось, 
что шероховатость поверхности подложки приво-
дит к явлению гистерезиса краевого угла и даль-
нейшая шлифовка поверхности приводит к исчез-
новению этого явления. Кроме того, шлифовка 
поверхности способствует уменьшению взаимо-
действия линии контакта с подложкой и постоян-
ству краевого угла при ее движении [1, 17]. Искус-
ственный рельеф на подложке используется для 
эффективного перемешивания жидкостей в микро-
устройствах [18]. 

Периодическое воздействие является одним из 
наиболее распространенных способов воздействия 
на включения в жидкости (капли, пузырьки, части-
цы). Это могут быть не только механические виб-
рации [6, 13], но и переменные электрические и 
магнитные поля [19, 20], осциллирующее темпера-
турное поле или поле давления [21–24], и т.д. При 
высокочастотных колебаниях (толщина вязкого 
пограничного слоя мала) линии контакта удобно 
использовать линейное условие Хокинга [17]: ско-
рость движения линии контакта пропорциональна 
отклонению краевого угла. Коэффициент пропор-
циональности (параметр смачивания, параметр 
Хокинга) действительный неотрицательный, имеет 
размерность скорости и описывает взаимодействие 
линии контакта с подложкой. Такая связь приводит 
к диссипации энергии в системе, что позволяет 
рассматривать жидкость как невязкую, что хорошо 
согласуется с приближением высоких частот. Кро-
ме того, это условие описывает два важных пре-
дельных случая движения линии контакта: 1) не-
подвижная линии контакта (краевой угол 
меняется) [25–27], 2) свободно скользящая линия 

контакта (постоянный краевой угол) [28–30]. Эф-
фективное граничное условие Хокинга использо-
валось в большом количестве работ для различных 
геометрий (см., например, [10, 13, 16]). В работе 
[31] было предложено рассматривать параметр 
Хокинга как комплексное число, что приводит к 
сдвигу фазы капиллярных волн, распространяю-
щихся по поверхности раздела сред. В работах 
[6, 10, 16] этот параметр рассматривался как функ-
ция координат поверхности, что позволило рас-
смотреть неоднородную подложку. Было показано, 
что из-за неоднородности подложки возбуждаются 
азимутальные моды, которые отсутствовали в слу-
чае однородной поверхности. Условие Хокинга 
использовалось для описания процесса электро-
смачивания [10, 19]. В работах [22, 32, 33] исполь-
зовалось более сложное условие, допускающее 
прерывистое движение линии контакта и гистере-
зис краевого угла. 

Важным является вопрос о значениях парамет-
ра Хокинга, методов его измерения и получения 
феноменологической или теоретической формулы. 
В экспериментах [34, 35] при исследовании дви-
жении линии контакта поверхности жидкости 
вдоль вертикальной твердой стенки была сделана 
попытка получения феноменологической формулы 
для параметра Хокинга, т.е. он был переменным. 
Было показано, что при малоамплитудных колеба-
ниях (малых числах Рейнольдса) поведение линии 
контакта хорошо описывается условием закреп-
ленной контактной линией. С увеличением ампли-
туды появляется режим проскальзывания линии 
контакта, т.е. контактная линия движется. При вы-
сокоамплитудных колебаниях (больших числах 
Рейнольдса) авторы работы [35] предполагают, что 
в этом случае комплексный параметр Хокинга 
надо рассматривать как функцию, зависящую от 
времени. Экспериментальный метод измерения ко-
эффициента подвижности (обратного параметра 
Хокинга) для полусферической капли на подложке 
был предложен в [36]. Исследования были про-
должены рядом авторов [37–39], включая сравне-
ние с теоретическими результатами [22, 33], учи-
тывающих гистерезис краевого угла [32]. Был 
предложен новый метод построения диаграммы 
для определения линейной зависимости между 
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скоростью контактной линии и контактным углом. 
Это может быть использовано для исследования 
того, может ли независимо измеряемый параметр 
подвижности контактной линии для инерционно-
капиллярных движений. Представленный экспе-
риментальный подход вводит циклически динами-
ческий гониометр контактного угла в сочетании с 
циклическими измерениями, что позволяет изме-
рять коэффициент подвижности. Похожий метод 
был использован для изучения диссипативного 
движения контактной линии [37]. Слияние двух 
капель воды на подложке было исследована экспе-
риментально и численно в [38, 39]. Было показано, 
что условие Хокинга с учетом гистерезиса краево-
го угла [37] является наиболее подходящим подхо-
дом для нескольких поверхностей с различными 
свойствами смачивания. Авторы [36, 37] подчер-
кивают, что коэффициент подвижности действи-
тельно является параметром, подобным материалу, 
и экспериментально измерили несколько значений 
параметра подвижности для различных материалов 
подложки. Кроме того, теоретически возможно 
определить различные значения параметра по-
движности для наступательных и отступающих 
движений с помощью циклически динамического 
гониометра угла контакта [40], что может поста-
вить под сомнение обоснованность этого значения, 
используемого для прогнозирования динамических 
углов контакта [36]. Таким образом, несмотря на 
значительный прогресс в использовании условия 
Хокинга, тем не менее, существует ряд недостат-
ков в описании и использовании этой модели. Во-
первых, до сих пор невозможно получить аналити-
ческую формулу для описания параметра Хокинга, 
который является феноменологическим парамет-
ром. Во-вторых, как в теории, так и в эксперимен-
те поверхность подложки считается однородной с 
точки зрения шероховатости и структуры материа-
ла. В-третьих, исследование проводится только для 
капли жидкости на подложке. 

В данной работе исследуются собственные и 
вынужденные продольные (параллельные оси 
симметрии) колебания цилиндрической капли, 
находящейся в сосуде конечного объема подобно 
[42]. В отличии от [42], будем рассматривать не-
однородные поверхности подложек, используя мо-
дель, предложенную [6, 16].  

2. Постановка задачи 

Постановка задачи во многом аналогична [6, 
16, 42]. Рассматривается капля несжимаемой жид-
кости плотностью *

i , которая находится в цилин-

дрическом сосуде радиуса *
0R  и высотой *h  

(рис. 1). В равновесном состоянии капля имеет 
форму цилиндра радиуса *

0r , который ограничен в 

осевом направлении параллельными твердыми по-
верхностями (дном и крышкой сосуда). Равновес-

ный краевой угол между боковой поверхностью 
капли и твердой поверхностью прямой. Капля в 
сосуде окружена несжимаемой жидкостью плотно-
стью *

e . Поверхность раздела деформируемая 

(коэффициент поверхностного натяжения * ) и в 

цилиндрической системе координат  * *, ,r z  

описывается уравнением 

   * * * * * * * *
0, , , , , 0F r z t r r z t      , где 

 * * *, ,z t   – отклонение поверхности от равно-

весного положения. На сосуд действует вибраци-
онная сила с частотой *  и амплитудой *A , кото-
рая направлена вдоль оси симметрии сосуда.  

 
Рис. 1. Геометрия задачи: 1 – жидкость,  

2 – капля 

Принимая в качестве характерных величин 
длины – *

0R , высоты – *h , плотности – * *
e i  , 

времени –  1/ 2 * * *3
0e i R    , потенциала скоро-

сти –    1/2
* * * *3

0e iA R  


 , давления – 

  2* *
0A R


и отклонения поверхности – *A , пере-

ходим к безразмерным переменным и получаем 
следующую линейную задачу: 

  2 cosj j j tp bz t      , =0j , ,j i e , (1) 

 
2 2

2
2 2 2

1 1
r b

r r r r z
            

   

 1r  :   0r  , t r  ,   2
zzp b     ,   (2) 

 
1

2
z   : 0z  , (3) 

 0r r : 0r  , (4) 

 1r  ,
1

2
z   :  t z    , (5) 

где p  – давление жидкости,   – потенциал ско-

рости,    – безразмерный параметр Хокинга, 

квадратные скобки соответствуют скачку величи-
ны на границе раздела между внешней жидкостью 
и каплей.  

Краевая задача (1)–(5) включает в себя 6 без-
размерных параметров: 

* *
0b r h  – геометрический 

параметр,   1* * *
i i e i   


  ,   1* * *

e e e i   


   – 
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соотношение плотностей, 

 * 1/2 * * *
0e ib R       – капиллярный пара-

метр,  * 1/2 * * *3
0e i R       – частота вибра-

ций. 

3. Собственные колебания 

Сначала рассмотрим собственные колебания 
капли. Решение краевой задачи (1)–(5), за исклю-
чением внешней силы, будем искать в виде ряда 
Фурье по собственным функциям оператора 
Лапласа (1) с учетом граничных условий (3) и (4): 

     , , , Re , , i t
i ir z t i r z e      , (6) 
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 

 

 


 

     , , , Re , , i t
e er z t i r z e       (7) 
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


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 

 

  

 


 

   0 ( ) I 2i
mk mR r k br ,     1 ( ) I 2 1i

mk mR r k br  , 

   0
0( ) 2e

mkR r K k br ,     1
0( ) 2 1e

mkR r K k br  , 

 0
0 ( )i m

mR r r ,  0
0 ( )e m

mR r r , 

     , , Re , i tz t z e     , (8) 

     
      

     

 

 

0

0 0

1 0
0

1 0 12
0 1 1

2
0

2

2
1

, cos 2

sin 2 1 cos

sin

1
ch

2

1
sh ,

2

mk
m k

im
mk

i i

m
m

im
m

z c k z

z
c k z e d

b

z
d d z e d ze

b

m
d z

m
d z e



 



  



 

 





 

     
 

     
 

        
      





 

где   – частота собственных колебаний, Im  и Km  

– модифицированные функции Бесселя m -го по-
рядка первого и второго рода, соответственно. 

Подставив решения (6)–(8) в систему уравне-
ний (1)–(5), получим следующую систему для 
нахождения неизвестных амплитуд mka , mkb , mkc  

и md : 
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Здесь  l
mk  – частоты собственных колебаний 

капли со свободной контактной линией (т.е. при 

   ),  l
mkg  – коэффициенты разложения в ряд 

Фурье частных решений (8). 

Полученная система (9) представляется собой 
задачу на собственные значения, собственными 
числами которой являются комплексные решения 
 ,  причем   Im 0  ,   что   означает  затухание 
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свободных колебаний. Оно вызвано лишь услови-
ем на линии контакта и не связано с вязкостью. 
Заметим также, что времена затухания имеют по-
рядок величины, сравнимый с периодом колеба-
ний, т.е. при конечных значениях параметра сма-
чивания капля успевает совершить лишь несколько 
колебаний. Данная система решалась численно ме-
тодом двумерных секущих при 10m  , 100n   
(относительная ошибка с 10n   составляет ~10%, 
c 200n   – ~1%).  

Полученные уравнения (9) в пределе 0R   

переходят в аналогичные уравнения для частот 
собственных колебаний цилиндрической капли в 
бесконечном объеме несжимаемой жидкости и в 
уравнения для однородной подложки в случае 

  const  . 

Рассмотрим частный случай неоднородности 

поверхности пластин:    ~ ~ cosx  , т.е. 

коэффициент Хокинга   растёт линейно по x . 
Отметим, что неоднородность важна только вбли-
зи линии контакта. Таком образом, в дальнейшем 

будем предполагать, что    0 cos    .  

На рис. 2 приведена зависимость частоты и ин-
кремента затухания колебаний первой (нечетной) 
гармоники осесимметричной моды для двух зна-
чений радиуса сосуда 0R . Используемая неодно-

родность не меняет существенно поведение кри-
вых. Отметим, что в предельных случаях 0  

неоднородность неважна: при малых значениях 0  

линия контакта неподвижна, при больших – не 
взаимодействует с поверхностью.  

 
(а)   (б) 

Рис. 2. Зависимость частоты  01Re  (а) и ко-

эффициента затухания  01Im   (б) первой гар-

моники осесимметричной моды собственных ко-
лебаний от параметра Хокинга ( 1b  ), 0 5R  , 

неоднородная поверхность – сплошная линия, 

0 5R  , однородная поверхность – пунктирная ли-

ния, 0 1.2R  , неоднородная поверхность – штри-

ховая линия, 0 5R  , неоднородная поверхность – 

сплошная линия 

Взаимодействие контактной линии с подлож-
кой может приводить к монотонному затуханию 
колебания, т.е. занулению частоты собственных 

колебаний. Этот эффект определяется двумя пара-
метрами: размерами капли b  и параметра Хокинга 

0 . Например, при малом значении b , т.е. для вы-

тянутых капель, тако эффект возникает при конеч-
ных значениях 0  (т.е. при максимальном затуха-

нии, см. рис. 2) из-за затухания поверхностных 
капиллярных волн на поверхности раздела (рис. 3). 
Другими словами, уменьшение b  приводит к уве-
личению боковой поверхности при неизменном 
радиусе капли и к увеличению диссипации энергии 
поверхностных волн. Частота зануляется на неко-
тором промежутке значений 0  (рис. 3, а). Грани-

цы этого интервала соответствуют точкам ветвле-
ния для декремента затухания (рис. 3, б). Из 
графиков на рис. 3 видно, что граница этого ин-
тервала смещаются из-за неоднородности (рис. 3, 
а) и присутствует локальный максимум для декре-
мента затухания (рис. 3, б). Следовательно, неод-
нородность может качественно менять такие зави-
симости. Кроме того, при малых значениях b  
возможно развитие неустойчивости Рэлея-Плато 
монотонным образом. Критическое значение 

1/b  , что соответствует половине длины волны 
Рэлеевской неустойчивости. 

 
(а)   (б) 

Рис. 3. Зависимость частоты  01Re  (а) и ко-

эффициента затухания  01Im   (б) первой гар-

моники осесимметричной моды собственных ко-
лебаний от параметра Хокинга ( 0.32b  , 0 5R  ), 

неоднородная поверхность – сплошная линия, од-
нородная поверхность – штриховая линия 

Подобный эффект наблюдается и для основных 
частот азимутальных мод 2m   для сплюснутых 
капель. В этом случае увеличивается длина линии 
контакта при неизменной высоте капли, что при-
водит к увеличению диссипации на контактной 
линии. 

4. Вынужденные колебания 

Рассмотрим теперь вынужденные колебания 
пузырька в пульсационном поле давления. Реше-
ние краевой задачи (1)–(5), аналогично случаю 
свободных колебаний (6)–(8). Полученная система 
решалась численно методом Гаусса. 
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Введем обозначение 0.25
0

max zq


  


   
 

 – мак-

симальное отклонение боковой поверхности пу-
зырька от равновесного положения в середине 
слоя (при 0.25z  , 0  ). Отметим, что амплиту-
да колебаний боковой поверхности и линии кон-
такта зависит от угла   в отличии от однородных 
пластин. Аналогично, для максимального отклоне-
ния линии контакта на твердой поверхности – 

1/ 20
0

max zs


  


   
 

. 

На рис. 4 показаны амплитуды колебаний ли-
нии контакта 0s  (рис. 4, а, в) и отклонения по-

верхности 0s  (рис. 4, б, г) для двух значений па-

раметра b  для однородных и неоднородных 
пластин.  

  
(а)   (б) 

  
(в)   (г) 

Рис. 4. Зависимость амплитуды 0s  колебаний 

линии контакта (а, в) и амплитуды q  колебаний 

поверхности (б, г) от частоты внешнего воздей-
ствия   ( 0 5R  ). (а, б) – 1b  , (в, г) – 0.32b  . 

Неоднородная поверхность – сплошная линия, од-
нородная – штриховая 

Для неоднородной поверхности пластины хо-
рошо заметны дополнительные резонансные пики, 
которые соответствуют гармоникам азимутальной 
моды 2m  . Тем не менее, пики на частотах осе-
симметричной моды более заметные, так как 
именно они возбуждаются внешней силой и, толь-
ко благодаря движению линии контакта по неод-
нородной поверхности, возбуждают другие моды. 
Отметим, что для отклонения боковой поверхно-
сти эти резонансные пики более заметны (рис. 
4, б, г). Спектр возбуждаемых дополнительных 
мод определяется формой неоднородности. Резо-
нансный пик первой гармоники отсутствует для 

0.32b   (рис. 4, в, г), так как в этом случае частота 
собственных колебаний равна нулю (рис. 3, а). 

На рис. 5 показаны амплитудно-частотные ха-
рактеристики для трех значений 0 . При малых 

значениях 0 , амплитуда линии контакта хорошо 

заметна только вблизи резонансных частот 
(рис. 5, а) из-за ее малой подвижности, но для бо-
ковой поверхности резонансные пики велики из-за 
малой диссипации (рис. 5, б). При больших 0 , 

дополнительные резонансные пики более заметны 
по причине возросшей подвижности линии кон-
такта. Отметим, что с увеличением 0 , резонанс-

ные частоты уменьшаются. 

  

(а)   (б) 

Рис. 5. Зависимость амплитуды 0s  колебаний 

линии контакта (а, в) и амплитуды q  колебаний 

поверхности (б, г) от частоты внешнего воздей-
ствия   ( 1b  , 0 5R  ). 0 0.1   – сплошная ли-

ния, 0 1   – штриховая, 0 10   – пунктирная 

На рис. 6 построена форма линии контакта и 
боковой поверхности в разные моменты периода 
колебаний. Видно, что форма линии контакта 
(рис. 6, а) отличается от окружности, которая была 
бы в случае однородной поверхности. Кроме того, 
линия контакта неподвижна при 90o   и 

270o  , т.е. при   0  . 

  

(а)   (б) 

Рис. 6. Форма линии контакта (а) и сечение боко-
вой поверхности (б) при 0   в разные моменты 

периода колебаний 12T   ( 1b  , 0 5R  , 

10  , 1  ). 0t   – сплошная линия, 0.125t T  
– штриховая, 0.25t T  – пунктирная, 0.375t T  
– штрихпунктирная 
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5. Заключение 

Исследованы собственные и вынужденные ко-
лебания капли жидкости в сосуде конечного объе-
ма цилиндрической формы. Капля зажата торцами 
с неоднородной поверхностью и окружена другой 
жидкостью. Движение контактной линии модели-
руется модифицированным уравнением Хокинга. 
На сосуд действуют осевые вибрации. 

Показано, что неоднородность поверхности 
может качественно изменить зависимость частот 
собственных колебаний от параметра Хокинга. 
Возникают дополнительные локальные экстрему-
мы, происходит сдвиг интервала значений, на ко-
тором монотонно затухает первая гармоника осе-
симметричной моды. Аналогичной эффект может 
наблюдаться для следующих гармоник, однако он 
лежит за границей устойчивости Релея–Плато для 
цилиндрического столба. Выявлено, что частоты 
собственных колебаний понижаются с уменьшени-
ем радиуса сосуда.  

Внешние вибрации возбуждают колебания гар-
моник осесимметричной моды в случае однород-
ной поверхности подложки. При движении линии 
контакта по неоднородной подложке возбуждают-
ся другие азимутальные моды, спектр которых 
определяется формой неоднородности поверхно-
сти, т.е. энергия из колебаний осесимметричной 
моды переходит в другие колебания. Это приводит 
к появлению на амплитудно-частотных характери-
стиках дополнительных резонансных пиков по 
сравнению со случаем однородной поверхности. 
Показано, что форма линии контакта на неодно-
родной поверхности отличается от окружности в 
случае однородной. Возможно определение формы 
неоднородности подложки, исходя из формы ли-
нии контакта.  

Работа выполнена при финансовой поддержке 
Министерства науки и высшего образования РФ 
(бюджетная тема No 121031700169-1) 
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