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Статья посвящена применению вычислительной газовой динамики для исследования нако-

нечников костяных стрел с городища Черновское I (II-VII в.н.э.) в Краснокамском город-

ском округе Пермского края. Полученные значения коэффициентов сопротивления формы 

позволяют разделить наконечники на две группы: со значениями от 0.122 до 0.131 и со зна-

чениями от 0.161 до 0.221 (скорость набегающего потока – 50 м/с). Во второй группе можно 

выделить наконечники с видимым браком, у которых значение этого аэродинамического ко-

эффициента больше 1.78. При этом, поскольку асимметрия и искривление (интерпретируе-

мые как дефекты) меняются непрерывно, вышеуказанная граница не может быть точно за-

фиксирована. Для того, чтобы оценить влияние аэродинамического следа за наконечником 

(который отсутствует при его соединении с древком), была также рассчитана нормирован-

ная сила сопротивления, действующая на наконечник до миделевого сечения. Значения этой 

величины показывают такую же связь с наличием дефектов у наконечника, как и в случае 

коэффициентов сопротивления формы. В то же время деление на две группы не сохраняет-

ся. Таким образом, значение коэффициента сопротивления формы может быть использова-

но в основном для ранжирования наконечников по качеству их изготовления. Также в 

настоящем исследовании была сделана оценка ошибки определения значений коэффициента 

сопротивления формы, связанная с тем фактом, что точность получаемых методами вычис-

лительной газовой динамики результатов значительно зависит от того, насколько хорошо 

расчетная сетка разрешает течение и поверхность обтекаемого тела; в настоящем исследо-

вании для скорости набегающего потока 50 м/с среднее её значение было 2%, а максималь-

ное – 7%.  
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Using the method of computational fluid dynamics, we study the aerodynamics of projectile points 

excavated at the hillfort of Chernovskoe I in the Krasnokamsk urban district of Perm Krai (2nd–7th 

centuries AD). On the basis of numerically obtained values of drag coefficients, the projectile 

points were divided into two groups: those with the values ranging from 0.122 to 0.131 and those 

with the values from 0.161 to 0.221 (for a freestream velocity of 50 m/s). Within the second group, 

projectile points with obvious defects form a subgroup of arrowheads for which the drag coeffi-

cient exceeds 1.78. However, since asymmetry and curvature (interpreted as defects) vary continu-

ously, this division cannot be precise. In order to evaluate the influence of the wake behind a pro-

jectile point, the drag forces acting on a point up to its shoulders were also calculated. The values 

of these drag forces show the same association with the presence of defects. However, the division 

into two groups is not preserved. Thus, the value of the drag coefficient can primarily be used to 

rank arrowheads according to their manufacturing quality. We also evaluated the measurement er-

ror due to the influence of the mesh resolution. The average error was 2%, while the maximum er-

ror reached 7% for a freestream velocity of 50 m/s.  
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1. Введение 

В статье методами вычислительной механики 

сплошных сред исследуется аэродинамика костя-

ных наконечников с целью получения подхода, 

позволяющего проводить их ранжирование на ос-

новании того, насколько обтекаемой является их 

форма. На данный момент применяется 5 разных 

подходов к классификации костяных наконечни-

ков: по форме, по размерам (длине, ширине, тол-

щине и массе), по материалам, из которых изго-

товлены артефакты [1], по следам на поверхности, 

возникшим в процессе использования или изготов-

ления [2, 3], а также по возрасту [4]. При разделе-

нии наконечников на группы по форме на основа-

нии визуального осмотра обычно выделяют 

небольшое количество разновидностей (5 в [5], 2 в 

[6], 5 в [7], 18 в [8], 7 в [9], 12 в [10], 2 в [11]), что 

затрудняет изучение того, как происходил процесс 

оптимизации формы наконечников с течением 

времени. При этом, с одной стороны, отсутствует 

общепризнанная классификация форм наконечни-

ков стрел, а с другой – такой подход несет в себе 

определенную субъективность. В результате, то 

разделение, которое было предложено ранее, мо-

жет быть позже пересмотрено. Например, разделе-

ние, предложенное Д. Пеирони [5] в 1933 г., было 

подвергнуто критике С. Лерои-Простом [12] в 

1974 г. с целью объединения части типов. Приме-

нение математических методов дает возможность 

решить эти проблемы. В частности, Л. Доён [13] 

использовал морфометрию, которая позволила вы-

делить более 20 различных групп костяных нако-

нечников. В настоящей работе было использовано 

математическое моделирования течения вокруг 

наконечников для получения коэффициента сопро-

тивления формы, который характеризует то, 

насколько хорошо обтекает воздух исследуемый 

наконечник. Подобный подход ранее применялся 

для исследования метательных снарядов в [14–16], 

где исследовалась зависимость коэффициента со-

противления формы от скорости. Эксперименталь-

ная проверка численных результатов, проведенная 

в [14], показала, что результаты, полученные с по-

мощью математического моделирования, заниже-

ны примерно на 10–20 %. 

Аэродинамика метательного снаряда определя-

ется не только наконечником, но и размерами 

древка, а также оперением или его отсутствием. 

Однако, эти части снаряда в большинстве случаев 

сгнили, хотя есть и исключения, которым, напри-

мер, являются средневековые стрелы с костяными 

наконечниками, найденные в Юконе (Канада), 

размеры древков которых меняются от 52 до 70–

101 см [4]. Такое разнообразие размеров связано с 

тем, что длина древка определяется луком и инди-

видуальными характеристиками стрелка [17]. По-

мимо этого, стрелы также имели оперение, размер 

покрытия которым древка менялся от 14 до 34 см 

[4]. Кроме средневековых стрел, имеются также 

этнографические коллекции метательных снарядов 

с костяными наконечниками. Например, бушмен-

ская стрела из коллекции миссис Блик, описанная 

в [18], имела древко длинной 40 см, а стрелы, со-

бранные на территории Намибии, из коллекции 

Фурье имеют общие размеры от 52.3 до 77.6 см 

[19]. Все это указывает на то, что попытка рекон-

струкции стрелы по наконечнику обусловливает 

необходимость перебора большого количества ва-

риантов. По этой причине в настоящем исследова-

нии реконструкция сгнивших частей не проводи-

лась и исследовалось обтекание только 

наконечников. При этом, чтобы оценить влияние 

древка стрелы, помимо коэффициента сопротивле-

ния формы, была также исследована сила лобового 

сопротивления, действующая на наконечник до его 

миделевого сечения. Её вычисление позволяет ис-
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ключить из расчета вклад аэродинамического сле-

да за наконечником, который бы при наличии 

древка полностью отсутствовал. При этом необхо-

димо отметить, что эта величина в какой-то степе-

ни изменится при соединении наконечника с древ-

ком, поскольку для дозвуковых скоростей 

набегающее на стрелу течение зависит от условий 

за миделевым сечением стрелы.  

Таким образом, задача исследования – ответ на 

вопрос о возможности ранжирования наконечни-

ков на основании значений коэффициентов сопро-

тивления формы.  

2. Геометрия задачи 

Исследуемые наконечники (рис. 1) были обна-

ружены в ходе раскопок на городище Черновское I 

(II-VII в.н.э.) в Краснокамском городском округе 

Пермского края.  

По форме наконечники можно разделить на 

пять групп: 1) с четырехгранным пером и плоским 

черешком: №№ 2366_44, _2352_214, 2352_218, 

2352_462, 2) с шестигранным сечением: 

№№ 2352_221, 2366_312, 2366_355, 2352_529 и 

351, 187, 3) с квадратным сечением: № 2366_114, 

4) с треугольным сечением: № 2352_270 и 5) бра-

кованные: №№ 2352_245, p66, non, 2352_115 и 

2366_141. В последнем случае брак для первых 

трех наконечников выражается в ярко выраженной 

несимметричности, а для № 2366_141 и 2352_115 

– в сильной изогнутости в продольном направле-

нии. Отметим, что в дальнейшем в обозначении 

наконечников первое число, стоящее перед под-

черкиванием, будет опускаться.  

При моделировании  наконечники ориентиро-

вались таким образом, чтобы воздух набегал на 

них справа при показанном  на рис. 1 расположе-

нии.  
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p66 (126 мм) 

 
187 (103 мм) 

 
Non (163 мм, 2145 кг/м3) 

 
355 (106 мм, 1906 кг/м3) 
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44 (116 мм, 2086 кг/м3) 

 
221 (140 мм, 2153 кг/м3) 

 
214 (113 мм) 

 
218 (108 мм, 2099 кг/м3) 

 
114 (81 мм, 2110 кг/м3) 

 
270 (124 мм, 2124 кг/м3) 

y+ 

  
0        0.08     0.16       0.24     0.32      0.4 

Рис. 1. Исследуемые объекты: сфера и наконечники с их продольными размерами и плотностями 

материала, из которого они состоят, а также с распределением локального y+ на их поверхно-

сти при скорости 50 м/с в случае сетки №3 
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Трехмерные цифровые копии исследуемых 

наконечников, показанные на рис. 1, были получе-

ны с помощью оптического сканера ATOS 5 в Ре-

гиональном центре инжиниринга Пермского края. 

Также на рис. 1, приведена сфера, обтекание кото-

рой было смоделировано для валидации использу-

емого подхода. 

3. Метод исследования 

3.1. Конечно-объемная модель 

При расчетах для каждой скорости набегающе-

го потока и каждого наконечника использовались 

3 расчетных сетки с разными размерами ячеек с 

целью подтверждения независимости получаемых 

результатов от разрешающей способности сеток. 

В качестве характерных величин для задания 

параметров сетки использовались значения Y   и 

толщина пограничного слоя  , которые определя-

лись следующими выражениями: 

1 t
l u

Y 


  , 
1/5

0.37
Re

d
  , w

t

T
u


 , 

2

1/5

0.0576

2Re
w

u
T


 , Re

ud


 , 

где d  – характерный продольный размер,   – 

плотность воздуха,   – вязкость воздуха, u  – 

скорость наконечника относительно воздуха, 1
l  – 

толщина первой ячейки призматического слоя. 

Характерный продольный размер d  в случае сфе-

ры выбран равным её радиусу, в случае наконеч-

ников стрел – расстоянию от их кончиков до миде-

левого сечения, где поперечные сечения начинают 

уменьшаться. Отметим, что миделевое сечение 

находилось на примерном расстоянии от кончика 

равном 0.7 общей длины наконечника для №270, 

462, non, 115, 214, 529, 312, 279, 44, равном 0.6 – 

для №187, 141, 218, 221, 217, 453, 245, p66, 351 и 

равном 0.53 – для №355, 114. 

Вокруг сферы и наконечников сделано сгуще-

ние сетки с размерами ячеек, приведенными в 

табл. 1. Коэффициент роста при удалении от сгу-

щения сетки – 1.1. Область сгущение представляет 

собой вытянутый параллелепипед с двумя измере-

ниями равными 4 S  и одним – 2 4L S , где S  

– площадь миделевого сечения (в случае сферы 

площадь делилась на π перед подстановкой во все 

формулы), L  – длина наконечника. Наконечник 

располагался таким образом, чтобы расстояние от 

поверхности исследуемого объекта до границы 

сгущения было S  в сторону противоположную 

набегающему на наконечник потоку и L S  по 

направлению потока. Строились полиэдральные 

расчетные сетки в ANSYS Fluent. Пример расчет-

ной сетки показан на рис. 2. 

Фиксированные параметры для построения 

призматического слоя: закон роста размера ячеек в 

призматическом слое – экспоненциальный, отно-

шение размеров призматических слоев 1.1, толщи-

на призматического слоя – 1.1 . 

Табл. 1. Изменяющиеся параметры сеток 

№1, 2, 3 (толщина первой ячейки призма-

тического слоя l1, глобальный размер ячеек, 

размер в области сгущения сетки, пара-

метр враппера) 

№ 1
l  

Глоб. 

разм., мм 
Y   

Разм. в 

обл. сгущ. 

Парам. 

врап. 

1 / ( )
t

u   10 1   / 4  

2 / (2 )
t

u   5 0.5 / 2  / 8  

3 / (4 )
t

u   2.5 0.25 / 4  /16  

Изменяющиеся параметры сеток приведены в 

табл. 1: 1) толщина первой ячейки призматическо-

го слоя, 2) глобальный размер ячеек, определяю-

щий их размер вдали от сгущения сетки, 3) размер 

в области сгущения и 4) параметр враппера, опре-

 
 

     0                          45                          90 мм 

 
 40         42        44         46        48         50 м/с 

Рис. 2. Сечение расчетной сетки №3 вокруг наконечника p66 и поле модуля скорости воздуха при скоро-

сти набегающего потока 50 м/с 
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деляющий размеры, до которых изначальная гео-

метрическая модель наконечника будет огрублена.  

При увеличении разрешения сетки количество 

ячеек увеличивалось со значений 5·105 – 106 ячеек 

для сетки №1 до значений 107 – 3·107 ячеек для 

сетки №3. Увеличение скорости потока с 50 м/с до 

100 м/с обусловило увеличение количества ячеек 

на 20–30 %.  

Приведенные в статье численные результаты 

получены для сетки №3.  

3.2. Параметры решателя  

При моделировании использовалась модель 

турбулентности Transition SST с опциями Curvature 

Correction, Corener Flow Correction, Production 

Kato-Launder и Production Limiter. Решатель был 

выбран стационарным, Pressure-Based. Опции рас-

четной схемы были выбраны: Scheme – Coupled, 

Flux-Type – Rie-Choe: distance based, Spatial Dis-

cretization Gradient – Least Squares Node Based; 

Pressure – Second Order; Momentum, Turbulent Ki-

netic Energy, Specific Dissipation Rate, Intermittency, 

Momentum Thickness Re – Third Oder MUSCL. 

Pseudo Time Method – Global Time Step с опциями 

Warped-Face Gradient Correction и High-Order Gra-

dient Relaxation. При расчете использовался 

ANSYS Fluent 22R1. 

3.3. Граничные условия и геометрия задачи 

Расчетная область выбрана в виде прямого па-

раллелепипеда с двумя измерениями равными 

40 S  и одним – 7L. На одной квадратной стороне 

задавалась постоянная скорость (50 и 100 м/с), а на 

второй – давление, на остальных границах – усло-

вие симметрии. В результате исследуемый объект 

обдувался набегающим потоком воздуха, который 

рассматривался как несжимаемый с постоянной 

плотностью   1.22 кг/м3 и динамической вязко-

стью   1.8 10-5 кг/(м с). 

3.4. Валидация математической модели 

Валидация подхода проводилась на задаче об 

обтекании сферы с диаметром 15 мм. Как можно 

заключить из табл. 2, подход позволяет получать 

согласующиеся с экспериментом значения коэф-

фициента сопротивления формы. 

Табл. 2. Значение коэффициента сопро-

тивления формы сферы, полученные чис-

ленно на сетках 1 и 2, а также в экспери-

менте 

Скорость, м/с 50 100 150 200 

Сетка 1 0.41 0.39 0.38 0.38 

Сетка 2 0.39 0.39 0.39 0.37 

Экспер. [20] 0.41 0.40 0.37 0.36 

3.5. Влияние разрешения сетки на результат 

В табл. 3 приведены относительные изменения 

коэффициентов сопротивления формы и подъем-

ной силы при замене одной сетки другой. Из неё 

можно сделать вывод, что при переходе к сетке с 

самой высокой разрешающей способностью отно-

сительное изменение в большинстве случае явля-

ется величиной меньшей 5%, что можно считать 

приемлемой точностью. 

В случае коэффициента подъемной силы боль-

шая часть значений рассчитываемых параметров 

меняется при изменении сетки слишком сильно, 

чтобы их можно было считать надежными. Тем не 

менее небольшое количество результатов, кото-

рым можно доверять, позволяют получить допол-

нительную информацию об исследуемых объектах. 

Табл. 3. Относительные изменения (в %, 

цвет: синий – изменение в отрицательную 

сторону, красный – в положительную) значе-

ний коэффициентов сопротивления формы 

Cd и подъемной силы Cl при переходе от сет-

ки 1 к сетке 2 и от сетки 2 к сетке 3 

Нак.

№ 

3
1

2
 

5
2

9
 

2
4

5
 

1
8

7
 

1
1

4
 

4
4

 
p

6
6

 
1

4
1

 
1

1
5

 
2

7
0

 

n
o

n
 

3
5

5
 

2
1

8
 

4
6

2
 

2
1

4
 

2
2

1
 

3
5

1
 

Скорость 50 м/с, d
C  

1 к 2 0 2 3 5 1 1 9 10 3 3 5 3 8 0 4 0 1 

2 к 3 1 2 0 1 1 1 2 3 1 5 7 2 1 0 4 4 2 

Скорость 100 м/с, d
C  

1 к 2 1 6 6 1 2 2 8 19 2 4 5 1 16 0 8 3 8 

2 к 3 1 1 1 1 3 3 3 2 1 4 1 10 11 12 11 14 2 

Скорость 50 м/с, l
C  

1 к 2 ꝏ ꝏ 5 ꝏ 72 ꝏ 63 32 1 11 21 14 ꝏ ꝏ 34 23 8 

2 к 3 16 ꝏ 2 ꝏ 10 35 10 1 4 16 8 82 51 18 19 3 7 

Скорость 100 м/с, l
C  

1 к 2 31 ꝏ 10 ꝏ 26 ꝏ 19 9 1 8 ꝏ 2 ꝏ 37 62 22 12 

2 к 3 40 33 10 50 12 26 3 8 3 6 1 2 ꝏ 26 8 44 3 

3.6.  Формулы для исследуемых параметров 

Коэффициент сопротивления формы Cd, нор-

мированная сила лобового сопротивления cd и ко-

эффициент подъемной силы Cl рассчитывались по 

формулам: 

2

2
d

d

F
С

u A
 , 

2

2( )
d mf

d

F F
c

u A


 , 

2

2
l

l

F
С

u A
 , 

где d
F  – спроецированная на направление движе-

ния сила, действующая на наконечник, 
mf

F  – 

спроецированная на направление движения сила, 

действующая на поверхность наконечника после 

миделевого сечения, l
F  – перпендикулярная к 

направлению движения сила, действующая на 

грань наконечника,   – плотность воздуха, u  – 

скорость наконечника относительно воздуха, A  – 

максимальная площадь поперечного сечения нако-
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нечника, нормаль к которой направлена по 

направлению движения. 

4. Результаты 

Основной результат работы состоит в числен-

ном получении значений двух аэродинамических 

коэффициентов: сопротивления формы и подъем-

ной силы. Первый из них определяет силу, направ-

ленную против движения стрелы, а второй – дей-

ствующую со стороны воздуха на грань 

наконечника силу, отклоняющую стрелу от прямо-

линейного движения.  

4.1. Коэффициент сопротивления формы 

Полученные численно значения коэффициента 

сопротивления формы приведены в табл. 4. Из неё 

можно сделать вывод о наличии группы из 5 нако-

нечников со значением этого аэродинамического 

коэффициента от 0.122 до 0.131 и группы из 11 

наконечников со значением от 0.161 до 0.221. 

Наконечник №312 со значением коэффициента со-

противления формы 0.146 оказывается между эти-

ми двумя группами (что можно объяснить сломан-

ным основанием у него).  

Бракованные наконечники образуют во второй 

группе подгруппу с самыми большими значениями 

коэффициента сопротивления формы, изменяю-

щимися от 0.178 до 0.221. При этом нижняя гра-

ница для этой группы является размытой, посколь-

ку изогнутость и асимметрия для наконечников 

являются непрерывно изменяющимися характери-

стиками. 

Если исключить бракованные наконечники, то 

по полученным результатам невозможно одно-

значно связать значение коэффициента сопротив-

ления формы с формой наконечника. В частности, 

наиболее часто встречающиеся наконечники с че-

тырехгранным пером и плоским черешком № 44, 

218, 214, 462 и наконечники с шестигранным се-

чением № 351, 187, 529, 312, 221 и 355 образуют 

пересекающееся множество со значением коэффи-

циента сопротивления формы от 0.122 до 0.17. 

Таблица 4 также показывает, что при увеличе-

нии скорости происходит уменьшение коэффици-

ентов сопротивления формы. Из этого можно было 

бы сделать вывод о скоростном интервале, в кото-

ром эти наконечники обладают наилучшей аэро-

динамикой, однако, как будет показано далее, этот 

результат обусловлен учетом части наконечника, 

скрытой креплением.  

4.2. Нормированная сила лобового 

сопротивления 

За наконечником, обтекаемым воздухом, воз-

никает аэродинамический след (рис. 2), который 

отсутствовал при скреплении наконечника с древ-

ком. Для того, чтобы оценить его влияние на ре-

зультаты, была исследована нормированная сила 

лобового сопротивления, действующая на поверх-

ность наконечника до миделевого сечения. При 

разделении на группу из 5 наконечников с низкими 

значениями аэродинамического коэффициента и 

группу из 11 наконечников с высокими исчезла 

разница в значениях между группами, она стала 

сопоставимой с разницей в значениях между эле-

ментами первой группы. Бракованные наконечни-

ки №№ 141, 115, p66, non и 245 продолжили обра-

зовывать подгруппу с самыми большими 

значениями нормированной силы лобового сопро-

тивления, изменяющейся от 0.113 до 0.145. При 

этом наконечники №№ 141 и 115, изогнутые в 

продольном направлении, сдвинулись к наконеч-

никам без видимых дефектов, что объясняется ис-

ключением из рассмотрения бракованной части.  

Важное отличие от выводов, сделанных на ос-

новании значений коэффициентов сопротивления 

формы, состоит в том, что влияние скорости набе-

гающего потока на наиболее вероятное значение 

силы лобового сопротивления оказалось незначи-

тельным, т.е. определить оптимальный скоростной 

режим по значению коэффициента сопротивления 

формы нельзя. 

4.3.Коэффициент подъемной силы 

Таблица 4 показывает, что коэффициент подъ-

емной силы растет с увеличением коэффициента 

Табл. 4. Значения коэффициентов сопротивления формы Cd, нормированной силы лобового сопро-

тивления cd и коэффициента подъемной силы Cl для разных наконечников при скоростях 50 и 100 

м/с (красный цвет оззначает, что сеточная ошибка >30%)  

Нак. № 351 187 114 529 462 312 214 221 355 44 218 non 115 270 p66 245 141 

10
d

C  
50 1.22 1.24 1.28 1.30 1.31 1.46 1.61 1.65 1.69 1.70 1.70 1.78 1.82 1.93 1.99 2.00 2.21 

100 1.07 1.07 1.11 1.12 1.17 1.33 1.45 1.45 1.63 1.54 1.83 1.50 1.49 1.62 1.74 1.72 2.14 

10
d

c  
50 0.78 0.73 0.64 0.93 0.84 1.02 1.03 1.04 0.93 1.29 0.57 1.32 1.20 1.30 1.29 1.45 1.13 

100 0.74 0.66 0.62 0.84 0.83 1.00 1.01 1.05 1.00 1.23 0.77 1.14 1.02 1.16 1.19 1.29 1.11 

3
10

l
C  

50 2 0.3 1 1 3 0.3 1 1 1 1.5 1 2 7 4 2 7 4 

100 6 1 4 3 10 2 5 5 10 5 3 3 30 20 9 20 20 
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сопротивления формы. Причем наибольшего зна-

чения он достигает для наконечников, обозначен-

ных как бракованные. Отметим, что из-за система-

тической ошибки, связанной с разрешением 

расчетной сетки, надежными можно считать зна-

чения коэффициента подъемной силы только для 

этого типа наконечников.  

Поскольку компенсирование силы тяжести 

подъемной силой повышает точность стрельбы, 

потеря кинетической энергии из-за более высокого 

лобового сопротивления для этого типа стрел мо-

жет уравновешиваться повышением точности. 

5. Выводы 

Наконечники разной формы образуют две 

группы с коэффициентом сопротивления формы, 

изменяющимся: от 0.122 до 0.131 для первой груп-

пы и от 0.161 до 0.221 – для второй. При исключе-

нии влияния аэродинамического следа, это деле-

ние не сохраняется, что указывает на его 

неспособность разделять наконечники как состав-

ные части стрелы. 

В группе со значениями коэффициента сопро-

тивления формы от 0.161 до 0.221 бракованные 

наконечники образуют подгруппу с коэффициен-

том сопротивления формы большим 1.78. Граница, 

отделяющая их от других наконечников, не может 

быть точно определена, поскольку ухудшение об-

текаемости наконечника происходит непрерывным 

образом. Исключение вклада аэродинамического 

следа не приводит к пересмотру этого вывода, что 

указывает на возможность использовать коэффи-

циент сопротивления формы для оценки качества 

изготовления наконечников. При этом обнаружен-

ное увеличение значения коэффициента подъем-

ной силы для бракованных наконечников может в 

некоторых случаях означать, что особенности 

стрел, интерпретированные как дефекты, являются 

технологическими решениями, которые за счет 

ухудшения одних характеристик позволяют улуч-

шить другие. 
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