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Представлены результаты исследования в рамках одномодовой потенциальной модели типа 

Лайзера совместного влияния фазового перехода и высокочастотных вибраций на эволю-

цию локализованного и периодического возмущений на межфазной поверхности жидкость-

пар. Описано основное состояние, когда жидкость оттесняется от нагревателя слоем непре-

рывно образующегося пара. На этой движущейся межфазной поверхности развивается не-

устойчивость Рэлея–Тейлора, которая принимает форму проникающих в жидкость «пузы-

рей» пара, скорости которых суммируются с общей скоростью границы раздела и стремятся 

к определенному в настоящем исследовании асимптотическому значению. Обнаружено, что 

развитие возмущений слабо зависит от их выбранного типа (локализованное либо периоди-

ческое возмущения). Показано, что наличие высокочастотных вибраций имеет следствием 

то, что наиболее быстрорастущими на линейной стадии становятся длинноволновые возму-

щения, для которых выше по значению оказывается асимптотическая скорость, характери-

зующую всплытие пузырей пара в жидкости. 
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The article presents the results of a study of the combined effect of phase transition and high-

frequency vibrations on the evolution of localized and periodic disturbances at the liquid-vapor in-

terface. The study was conducted on a single-mode potential model of the Layzer type. The main 

state is described, when the liquid is displaced from the heater by a layer of continuously forming 

vapor. On this moving interface, the Rayleigh-Taylor instability develops, which takes the form of 

vapor ‘bubbles’ penetrating into the liquid, the velocities of which are summed up with the total ve-
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locity of the interface and tend to the asymptotic value determined in this study. The study has 

found that the development of disturbances depends weakly on their selected type (localized or pe-

riodic disturbances). The presence of high-frequency vibrations has the consequence that long-

wave disturbances become most rapidly growing at the linear stage. For these, the asymptotic ve-

locity, characterizing the ascent of vapor bubbles in the liquid, turns out to be higher. 

Keywords: Rayleigh-Taylor instability; phase transition; high-frequency vibrations; single-mode potential 

flow model 
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1. Введение 

При закалке металлов, когда относительно хо-

лодная жидкость контактирует с раскаленным об-

разцом, на поверхности последнего может образо-

вываться паровая пленка, что значительно 

ухудшает теплоотдачу в жидкость. В земных усло-

виях при наличии силы тяжести имеет место не-

устойчивость Релея-Тейлора слоя легкого пара, 

расположенного под объемом тяжелой жидкости. 

Неустойчивость должна разрушать паровую плен-

ку, что весьма желательно для технологических 

процессов. В то же время этому может препят-

ствовать непрерывное парообразование. Так, из 

сравнения скоростей развития возмущений и гене-

рации пара определяется в рамках гидродинамиче-

ской теории [1] минимальный тепловой поток пле-

ночного кипения, который, в частности, из этих 

соображений должен увеличиваться с ростом ин-

тенсивности высокочастотных вибраций [2]. 

Неустойчивость Рэлея–Тейлора является одной 

из фундаментальных гидродинамических неустой-

чивостей. Из экспериментальных данных [3] сле-

дует, что показывающая экспоненциальный рост 

возмущений линейная теория [4] применима, если 

отклонения формы границы раздела от равновес-

ной не превышают величины порядка 0.4 , где   

– длина волны возмущений. Затем неустойчивость 

развивается различным образом в верхнем и ниж-

нем слоях системы. Так, наверх всплывают обра-

зованные легкой средой пузыри, скорости которых 

стремятся к постоянным значениям. Пузыри отде-

лены друг от друга струями тяжелой жидкости, 

находящимися практически в условиях свободного 

падения. Для исследования асимптотической ста-

дии неустойчивости Рэлея–Тейлора эффективно 

применяется одномодовый метод потенциального 

течения [5]. Этот метод позволяет анализировать 

нелинейные стадии развития возмущений, включая 

формирование и динамику пузырей, и широко ис-

пользуется в исследованиях гидродинамических 

неустойчивостей [6, 7]. 

Одномодовый подход полезен и при исследо-

вании задач с абляцией при так называемой абля-

ционной неустойчивости Рэлея–Тейлора, где необ-

ходимо учитывать стабилизирующий эффект 

фазового перехода [8]. В [9, 10] разработана мо-

дификация метода Лайзера [5] для учета абляци-

онных процессов при лазерном воздействии на ма-

териалы. 

Работа многих технологических устройств со-

провождается вибрациями, которые, как известно, 

могут ощутимо влиять на поведение многофазных 

сред из-за неоднородности возникающей инерци-

онной силы. С другой стороны, вибрационное воз-

действие может применяться как простой и эффек-

тивный способ управления гидродинамическими 

режимами, возникающими в технологических 

устройствах. 

Высокочастотные вибрации проявляют себя в 

виде средней вибрационной силы, которая может 

изменять форму межфазных поверхностей [11] ли-

бо влиять на движение включений, взвешенных в 

жидкости [12]. Вибрационное воздействие, частота 

которого сравнима с собственными частотами си-

стемы, может приводить к возникновению пара-

метрического резонанса [13, 14]. Такая неустойчи-

вость может разрушать границы раздела. Порог 

возбуждения параметрической неустойчивости за-

висит от коэффициента затухания, который опре-

деляется в том числе наличием ПАВ [15]. 

Особый интерес представляет влияние вибра-

ций на развитие рэлей-тейлоровской неустойчиво-

сти. Известно [16], что вибрации могут существен-

но модифицировать линейную стадию 

неустойчивости, приводя к изменению инкремен-

тов роста и спектра наиболее опасных возмуще-

ний. В частности, ранее обнаружено, что вибрации 

могут стабилизировать коротковолновые возму-

щения [17–19], одновременно параметрически 

усиливая при слабой диссипации длинноволновую 

составляющую [20,21]. 

Работа [22] исследует динамическую стабили-

зацию абляционной неустойчивости Рэлея–

Тейлора в термоядерном синтезе с тяжёлыми 

ионами, демонстрируя, что путем модуляции уско-

рения можно эффективно подавлять нестабиль-

ность. В [23] экспериментально подтверждается 

аналогичный механизм для ньютоновских жидко-

стей, где границы стабильности определяются ам-

плитудой и частотой модуляции ускорения, что яв-

ляется переформулированием результатов [17–19]. 

Целью настоящей работы является исследова-

ние в рамках потенциальной модели типа Лайзера 

совместного влияния фазового перехода и высоко-
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частотных вибраций на эволюцию локализованно-

го и периодического возмущений на межфазной 

поверхности жидкость-пар. Внимание уделяется 

анализу модификации линейной стадии неустой-

чивости под действием вибраций, а также перехо-

ду к нелинейному режиму. Использование одно-

модового подхода позволяет получить 

аналитические решения для асимптотических ста-

дий развития неустойчивости. 

2. Постановка задачи 

Рассмотрим объем маловязкой жидкости с 

плотностью l
 , прогретый до температуры насы-

щения s
T  и отделенный от поверхности горизон-

тального нагревателя слоем образующегося пара 

(рис. 1). Плотность пара l   считается вели-

чиной много меньшей, чем плотность жидкости. 

На межфазной поверхности жидкость-пар заданы 

коэффициент поверхностного натяжения   и 

удельная теплота парообразования L . Излучение 

считается основным типом теплоотдачи от нагре-

той до температуры h
T  нагревающей поверхности. 

 

O  

s
T T  

h s
T T  

 , ,x y t   

l
  

,    

, L  

,x y  

z  

q  
g  

нагреватель  

жидкость  

пар  

b  

 

Рис. 1. Конфигурация и параметры 

Начало O  декартовой системы координат 

 O; , ,x y z  выберем на поверхности нагревателя, 

направив ось z  вертикально вверх в объем жидко-

сти, а горизонтальные оси x  и y  расположив 

вдоль плоскости нагревателя. 

В несжимаемой жидкости создается поле высо-

кочастотных поступательных вибраций, вызван-

ных колебаниями нагревателя и объемов сред в 

вертикальном направлении с амплитудой скорости 

вибраций b . Постоянная же составляющая уско-

рения силы тяжести задается вектором g . 

Важно понимать, что пар, из-за его малой 

плотности, не создает значительной динамической 

либо гидростатической добавки к давлению. Так 

как пар сжат внешним атмосферным давлением 

0
p , а это без учета гидростатической добавки в 

жидкости, то из сравнения указанного давления с 

передаваемыми в пар колебаниями давления в 

жидкости, определенными из закона Бернулли, 

приходим к критерию несжимаемости пара 

0
2

l

p
b


. 

Из данных табл. 1 амплитуда скорости вибраций b  

должна быть много меньше, чем значение пятна-

дцать метров в секунду. Тогда пар способен участ-

вовать в вибрациях вместе с объемом жидкости и 

поверхностью нагревателя как целое. 

Табл. 1. Размерные параметры для си-

стемы вода-водяной пар 

3

0
101,3 10 Паp    6 -1

2,3 10 Дж кгL    

-2
9,81м сg   2 -1 -1

2,4 10 Вт м К


   

2 -3
9,6 10 кг м

l
    373,15 К

s
T   

1 -3
6,0 10 кг м


   8 -2 -4

5,67 10 Вт м К 
   

2 -1
5,9 10 Н м 

    

Считается, что жидкость прогрета до темпера-

туры насыщения, а, следовательно, перенос тепла 

внутри ее объема не рассматривается. Все погло-

щенное поверхностью жидкости тепло тратится на 

парообразование. В результате пар накапливается 

в паровой пленке под жидкостью. Из требования 

сравнительной однородности теплофизических 

свойств пара и преобладания теплообмена излуче-

нием приходим к двум следующим условиям: 

1h s

s

T T

T


, 

 

 4 4

h s

h s

T T
h

T T








. (1) 

Здесь h  – толщина паровой пленки,   – коэффи-

циент теплопроводности пара и   – постоянная 

Стефана-Больцмана. 

Пусть поверхности нагревателя и жидкости хо-

рошо поглощают тепловую часть спектра, что уже 

отражено в условии (1). Расчеты, выполненные для 

водяного пара (см. табл. 1), показывают, что при 

умеренном перегреве поверхности нагревателя 

h s
T T  порядка ста градусов Кельвина лучистый 

перенос тепла преобладает для слоя пара толщи-

ною много большей, чем один миллиметр. 

Вследствие того, что частота вибраций счита-

ется очень высокой, так что период осцилляций 

намного меньше характерных временных масшта-

бов в системе, допустим осредненный подход [16]. 

Хотя проблема ниже рассматривается как невяз-

кая, некоторая вязкость жидкости необходима, 

чтобы исключить возможность возбуждения пара-

метрической неустойчивости [19]. Вместо рас-

сматриваемой ниже маловязкой воды можно взять 
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одно из масел, также используемых в процессе за-

калки. Параметрический резонанс для поверхност-

ных волн может подавляться фазовым шумом [24]. 

Движение в невязкой жидкости управляется 

уравнениями Лапласа 

0  , (2) 

0   (3) 

для потенциала   скорости ее осредненного тече-

ния, а также потенциала   скорости высокоча-

стотных пульсаций, соответственно. 

В глубине объема жидкости при z   опре-

делено направление его вибраций 

  0z    . (4) 

На межфазной поверхности жидкость-пар, за-

даваемой уравнением 

   , , , , , 0G x y z t z x y t   , 

выполняются кинематическое условие (5), условие 

баланса потоков вещества (6), условие баланса 

нормальных напряжений (7), условие теплового 

баланса (8), а также условие равенства нулю [16] 

потенциала скорости пульсаций (9): 

l

G
G

t







   


, (5) 

l

G G



 


 
     u , (6) 

 
 

 

2 2
2

2 4

div ,

l l

b
g

t

C t


  



  
     

  

n

 (7) 

 4 4

h s
T T

L





 , (8) 

0  . (9) 

Здесь   – положение границы раздела сред,   – 

скорость фазового перехода, u  – скорость пара, 

n  – единичный вектор внешней нормали к грани-

це раздела, а  C t  – некоторая функция времени. 

Динамическим эффектом легкого пара и его вкла-

дом в приведенное давление в условии (7) прене-

брегается, но добавлена вибрационная сила [16]. 

Рассматриваемая выше система (2)–(9) допус-

кает решение в виде слоя в среднем неподвижного 

(из-за прилипания к твердой поверхности нагрева-

теля) пара с толщиной h , которая изменяется по 

линейному закону от момента времени 0t   

 4 4

h s
T T

h t
L






 . (10) 

При этом скорость оттеснения объема жидко-

сти от нагревающей поверхности равна 

 4 4

0

1 1h s

l

T T
U

L 



 

  
  

 
, (11) 

что дает выполненное при z   условие уже для 

возмущенного осредненного решения 

 0
0U z   . 

Соотношения (10) и (11) получены из (5) и (6) 

из требования неподвижности пара 0 u . 

3. Динамическая система 

Чтобы привести проблему к безразмерному ви-

ду, выберем в качестве единицы длины гравитаци-

онно-капиллярную длину 
g l

d g   . В каче-

стве единицы времени используем гравитационно-

капиллярное время 3

g l g
t d   , единицы по-

тенциала скорости течения – 2

g g
d t 

 и единицы 

скорости фазового перехода – 
g g

d t   . 

Задача характеризуется следующими безраз-

мерными параметрами. Это относительная плот-

ность пара 

l




 , 

безразмерная амплитуда скорости вибраций 

g

g

t
B b

d





 , 

а также безразмерный параметр фазового перехода 

 4 4

h s g

g

T T t

L d



 






  . 

Значения безразмерных параметров, вычислен-

ных для системы вода-водяной пар согласно 

табл. 1, представлены в табл. 2. 

Табл. 2. Безразмерные параметры для си-

стемы вода-водяной пар 

4
6,25 10 

   

-1
6,38 м сB b      

 13 4 4 4
2,62 10 К

h s
T T

         

Краевая задача может быть выписана как 

0  , 

0  . 

При z  : 
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  1 0z      , 

  0z    . 

При    , , , , , 0G x y z t z x y t   : 

G
G

t
 


    


, 

 
   

2 2
2

div
2 4

B
n C t

t





     


, 

0  . (12) 

Известно, что отрывающиеся от паровой плен-

ки пузыри могут образовывать упорядоченную 

структуру [25], так что пузыри пара растут в узлах 

квадратной решетки с длиной ребер, равной длине 

волны наиболее быстрорастущих (опасных) воз-

мущений. 

Так, если линеаризовать краевую задачу (12) 

относительно периодического по горизонтальным 

координатам возмущения основного состояния, то 

получается следующее дисперсионное соотноше-

ние: 

2

2
1

2

B
k k k
 

   
 

, (13) 

где k  – волновое число, а   – инкремент роста 

возмущений. 

Волновое число d
k  и инкремент роста d

  

наиболее опасных возмущений находятся из урав-

нения (13) как 

4 2
12

6
d

B B
k

 
 , (14) 

 

  

2

1

4

2 4 2

/ 2

1
12

216

24 12 .

d
B B

B B B




  






  






 (15) 

Согласно рис. 2 величина d
k  уменьшается с ро-

стом интенсивности вибраций B . 

При этом форма границы раздела на начальной 

линейной стадии роста описывается выражением 

 0 cos cos
2

d

d

t

d

F
t x ek yk


     , (16) 

в котором 0
F  – неизвестная начальная амплитуда 

возмущений и учтен фазовый переход. 

Далее в рамках модели типа Лайзера [5] пред-

ставим разложения формы одного из пузырей 

вблизи его вершины, а также потенциалы скорости 

осредненного и пульсационного течений жидко-

сти, соответственно, в следующем виде: 

       2 2

0 1
, ,x y t t t t x y        , (17) 

   

 
 

  01

, , ,

cos cos

1

,
2

dk

d

z t

d

t

x y z t

t
x y e

z

k k








  

  

 
 (18) 

   

 
 

  0

0

1

, , ,

cos cos .
2

dk

d

z

d

t t

x y z t z t

t
x y ek k





   

   

 
 (19) 

Обратим внимание на то, что за начало отсчета 

координаты z  в выражении под экспонентой в 

(18) и (19) выбрано текущее положение вершины 

пузыря по вертикали  0
z t t   . В результате, 

как показано ниже, амплитуды  1
t  и  1

t  до-

стигают насыщения по мере продвижения пузыря, 

когда  0
t  . 

 

0

0.2

0.4

0.6

k d

0 1 2 3 4 5

B  

Рис. 2. Зависимость волнового числа наибо-

лее опасных возмущений от амплитуды 

скорости вибраций 

Разложения в ряды Тейлора для кинематиче-

ской и динамической функций, которые выражают 

соответствующие граничные условия, можно об-

ратить в ноль вблизи вершины пузыря вплоть до 

членов второго порядка малости по горизонталь-

ным координатам x  и y , если выполнены следу-

ющие соотношения для амплитуд  0
t ,  1

t , 

 1
t  и  1

t . Амплитуда  0
t  не входит в ос-

новную систему. Безразмерные параметры   и   

входят в виде своего произведения, которым все-

гда можно пренебречь согласно оценкам в табл. 2. 

Тогда 

 
1

1

1

4
  

4
d d

k k








, (20) 

0

1

d

d
d

t
k


  , (21) 
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1 1

d
2

d 8
d

dk
t

k
 

 
  

 
, (22) 

4 2 3

1 1 1
1

1

21 1

1

1

1
12

d 8

d

4

8
2 .

4 4

d

d

d d

d

d

d

k

kt

k k
k B

k

k

  




 






 
 

 
 

 
 

 



 (23) 

Более общие выражения, включающие ненуле-

вое значение комбинации  , слишком громозд-

ки, чтобы приводить их здесь. 

Заметим, что выбор упорядоченной структуры 

формирования пузырей в виде правильной тре-

угольной решетки приводит к той же самой систе-

ме, что и выше. Если же нужно рассмотреть лока-

лизованное возмущение, то следует взять 

следующие разложения: 

      2

0 1
,r t t t t r       , 

   

   
  0

01

1, ,

,dk z t t

d

r z t

t k e

z

J r








  

   


 

   

   
  0

0

01

, ,

,d z t

d

k t

r z t z t

t k r eJ





  

   


 (24) 

где r  – радиальная координата, а 0
J  – функция 

Бесселя первого рода нулевого порядка. 

Опять же при условии, что комбинация   

равна нулю, приходим к чуть отличной от (20)–

(23) динамической системе (ср. правые части вы-

ражений (23) и (28), где отличия помечены двой-

ным нижним подчеркиванием): 

 
1

1

1

4
  

4
d d

k k








, (25) 

0

1

d

d
d

t
k


  , (26) 

1

1

2

1

d
2

d 8

d

d

k
k

t


 

 
   

 
, (27) 

4 2 3

1 1 1
1

1
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1

1

1
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d 8

d

4

8
2 .

4 4

d

d

d

d d

d

d

k

kt
k

k k
k B

k

  




 






 
 

 
 

 
 

 



 (28) 

В качестве начальных условий для динамиче-

ской системы (20)–(23) либо (25)–(28) можно ис-

пользовать выражения, полученные из рассмотре-

ния линейной стадии роста возмущений (ср. (16) и 

(17)): 

 0 0
0t F   , 

 
2

1 0
0

4

d
k

t F    , 

 1 0
0 d

d

t F
k


    . (29) 

Таким образом, неопределенной остается лишь 

начальная амплитуда 0
F . 

4. Результаты 

Динамические системы (20)–(23) и (25)–(28) 

допускают асимптотические решения с устано-

вившейся постоянной скоростью всплытия пузы-

рей в объеме жидкости  b b
U U t


  . Под 

скоростью всплытия понимается величина 

0
d d

b
U t , которая должна суммироваться с 

общей скоростью движения межфазной поверхно-

сти, равной параметру   (см. (10) и (11)). 

Эволюция скорости вершины пузыря во време-

ни в отсутствие вибраций ( 0B  ) для трех различ-

ных значений начальной амплитуды 0
F , опреде-

ленной как доля длины волны периодического 

возмущения 2
d d

k  : 0.05 (1), 0.1 (2) и 0.2 (3), 

показана на рис. 3. В расчетах использованы фор-

мулы (14), (15) и (29). 

Анализ уравнений показал, что асимптотиче-

ская скорость для периодического возмущения 

2
2

16
1

3

2
d d

d

b

k

U

B
k

k



 

 (30) 

немного отличается от результата для случая лока-

лизованного пузыря 

22

2 4
1 d

d

d

b

kB
k

k
U



 

 . (31) 

Асимптотическое же значение радиуса кривиз-

ны в вершине пузыря ( 1
1 2

b
R   ) в обеих ситуа-

циях 

 
4

b b

d

R R t
k


    . 

Для прочих амплитуд при t   имеем: 

1

b

d

U

k
   , 

1

1
 

d
k

   . 
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Значение же амплитуды 0
  в выражениях для 

потенциала пульсационной скорости (см. (19) и 

(24)) можно без вреда для физического смысла 

принять равным нулю. 

Как следует из рис. 4, эффект высокочастотных 

вибраций повышает асимптотическую скорость 

всплытия пузырей (благодаря уменьшению вели-

чины d
k  с ростом B ). Заметим, что, хотя на ри-

сунке показан вывод только из выражения (30), ре-

зультат для локализованного пузыря (31) 

отличается менее чем на один процент. Фактор же 

фазового перехода слишком незначителен, но все 

же несколько снижает скорость всплытия пузырей. 
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Рис. 3. Эволюция скорости вершины пузыря 

во времени для периодического случая 
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Рис. 4. Зависимость установившейся ско-

рости всплытия пузырей для случая перио-

дического возмущения от амплитуды ско-

рости вибраций 

5. Заключение 

В рамках проведенного исследования была 

изучена совместная роль фазового перехода и вы-

сокочастотных вибраций в развитии неустойчиво-

сти Рэлея–Тейлора на межфазной поверхности 

жидкость-пар. Использование одномодового под-

хода Лайзера позволило аналитически описать 

эволюцию локализованного и периодического 

возмущений, а также определить ключевые пара-

метры, влияющие на асимптотическую динамику 

системы. Основной акцент был сделан на модифи-

кации линейной стадии неустойчивости и переходе 

к нелинейному режиму. 

Применение одномодовой потенциальной мо-

дели течения жидкости обеспечило возможность 

получения замкнутой динамической системы для 

амплитуд возмущений. Анализ линейной стадии 

выявил, что высокочастотные вибрации суще-

ственно изменяют спектр наиболее опасных воз-

мущений, смещая максимум инкремента роста в 

длинноволновую область. 

Важным результатом работы является установ-

ление асимптотической скорости всплытия пузы-

рей пара, которая возрастает для наиболее быстро-

растущих возмущений с ростом интенсивности 

вибраций. Показано, что влияние типа возмущений 

(локализованное или периодическое) на итоговую 

скорость незначительно, что упрощает прогнози-

рование поведения системы в реальных условиях. 

Кроме того, фазовый переход, хотя и слабо, сни-

жает скорость всплытия. 

Полученные результаты согласуются с преды-

дущими исследованиями по динамической стаби-

лизации неустойчивости. Однако в отличие от ра-

бот, фокусирующихся на подавлении 

неустойчивости, в данной статье продемонстриро-

вано усиление длинноволновых мод, что открыва-

ет новые возможности для управления процессами 

теплообмена. 

Практическая значимость исследования заклю-

чается в потенциальном применении результатов 

для оптимизации технологических процессов, та-

ких как закалка металлов. Разрушение паровой 

пленки под действием неустойчивости Рэлея–

Тейлора может улучшить теплоотдачу, а управле-

ние вибрациями позволяет контролировать ско-

рость и структуру формирующихся пузырей. 

Перспективными направлениями дальнейших 

исследований могут стать расширение модели на 

многомодовый случай и экспериментальная вери-

фикация теоретических результатов. Особый инте-

рес представляет изучение комбинированного воз-

действия вибраций и внешних полей (например, 

магнитных) на межфазную динамику, что актуаль-

но для задач энергетики и материаловедения. 

Работа выполнена при финансовой поддержке 

Министерства науки и высшего образования Рос-

сийской Федерации (тема № 121031700169-1). 
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