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Проведено математическое моделирование нестационарной турбулентной термогравитаци-

онной конвекции и теплового поверхностного излучения в замкнутой полости с твердыми 

теплопроводными стенками конечной толщины при наличии источника энергии постоян-

ной температуры. Процесс переноса импульса, массы и энергии описывался системой диф-

ференциальных уравнений в переменных «функция тока – температура – завихренность». 

Краевая задача решена методом конечных разностей на неравномерной сетке. В качестве 

замыкающей модели турбулентности использовалась стандартная k   модель. Проанали-

зировано влияние степени черноты ограждающих поверхностей и фактора нестационарно-

сти на режимы течения и теплоперенос. В результате проведенных исследований получены 

распределения как локальных (изолинии функции тока и температуры), так и интегральных 

(средние радиационное и конвективное числа Нуссельта) характеристик. Показано, что уве-

личение степени черноты ограждающих поверхностей проявляется в изменении структуры 

течения и интенсификации теплопереноса. 
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Mathematical simulation of unsteady turbulent natural convection and thermal surface radiation in 

a closed cavity with solid heat-conducting walls of finite thickness in the presence of a heat source 

of constant temperature has been carried out. The governing equations for the conservation of 

mass, momentum, and energy have been written using a system of partial differential equations in 

terms of stream function, temperature and vorticity. The boundary-value problem has been solved 

by the finite difference method. The effect of turbulence has been modeled using the standard 

k   model. The effects of the surface emissivity and the nonstationary factor on the fluid flow 

and heat transfer have been studied. As a result of the studies, distributions of both local (isolines 

of the stream function and temperature) and integral (average radiative and convective Nusselt 

numbers) characteristics have been obtained. It has been shown that an increase in the surface 

emissivity leads to a modification of flow patterns and the heat transfer enhancement. 
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1. Введение 

Исследования совместных эффектов естествен-

ной конвекции и поверхностного излучения, ввиду 

первостепенной важности в энергетике и строи-

тельстве, бурно развиваются в наше время [1–3]. 

Интерес исследователей к численному моделиро-

ванию данных процессов обусловлен, в первую 

очередь, возможностью определить реальное теп-

ловое состояние исследуемых объектов, в том 

числе в системах-потребителях тепловой энергии. 

Более того, стоящая довольно остро у нас в стране 

проблема теплоэнергосбережения мотивирует 

продолжать исследования в области конвективно-

радиационного теплопереноса в целях повышения 

энергоэффективности объектов промышленного 

или жилого назначения. 

К настоящему времени проведено большое ко-

личество численных и экспериментальных иссле-

дований ламинарных режимов естественной кон-

векции в замкнутых областях с источниками 

энергии [4–6]. Так, например, влияние размеров и 

формы локального тепловыделяющего элемента 

на теплопередачу в квадратной полости детально 

проанализировано в [7]. Сопряженный конвектив-

но-радиационный теплообмен в замкнутом кубе 

численно исследован в [8] методом контрольного 

объема. Установлено, что с ростом коэффициента 

теплопроводности твердых стенок полости суще-

ственно увеличивается роль как радиационного, 

так и конвективного механизмов теплообмена на 

поверхности источника энергии. Однако во мно-

жестве прикладных задач рассматриваются режи-

мы течения, которые характеризуются достаточно 

большими скоростями движения среды в полости, 

либо сама полость имеет большие размеры. В та-

ких задачах естественным образом возникает 

необходимость моделирования турбулентных ре-

жимов переноса массы, импульса и энергии. К 

наиболее высокоточным методам расчета турбу-

лентных течений относятся DNS (прямое числен-

ное моделирование) и LES (метод моделирования 

крупных вихрей). Оба метода требуют существен-

ных вычислительных ресурсов, что несколько 

ограничивает применение данных подходов.  

Самым распространенным методом к исследо-

ванию подобного типа задач на сегодняшний день 

является использование RANS подхода, заключа-

ющегося в применении осредненных по Рейнольд-

су уравнений Навье–Стокса, которые замыкаются 

с помощью различных полуэмпирических моделей 

турбулентности. В работе [9] проведен детальный 

обзор существующих экспериментальных и чис-

ленных научных работ в области турбулентной 

естественной конвекции в замкнутых областях. 

Показано, что исследований, посвященных чис-

ленному анализу сложного теплообмена (конвек-

ция, кондукция и излучение) в областях различной 

геометрии не так много. Связано это, прежде все-

го, с математическими и вычислительными слож-

ностями в описании совместных эффектов рас-

сматриваемых процессов передачи тепла. 

В настоящей работе излагаются результаты ма-

тематического моделирования нестационарных 

турбулентных режимов сопряженной термограви-

тационной конвекции и теплового поверхностного 

излучения в замкнутой области с твердыми стен-

ками, состоящими из материалов с разными теп-

лофизическими свойствами, при наличии источ-

ника энергии. Основной акцент сделан на 

изучении процесса эволюции во времени теплово-

го факела и гидродинамических структур, а также 

на исследовании влияния приведенной степени 

черноты ограждающих конструкций на режимы 

течения и теплообмена в рассматриваемой обла-

сти. 

2. Математическая модель и метод 

решения 

Область решения представляет собой замкну-

тую полость, изображенную на рис. 1. Внутри по-

лости находится ньютоновская диатермичная сре-
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да, которая удовлетворяет приближению Бус-

синеска. Локальный источник энергии расположен 

вдоль нижней стенки. Теплофизические характе-

ристики одной из твердых стенок (4 на рис. 1) со-

ответствуют параметрам стекла (коэффициент 

теплопроводности 4 = 1.15 Вт/(м∙К), приведенная 

степень черноты поверхности стенки 
4 0.9  ) и 

не варьируются в задаче. На внешней границе ле-

вой стенки задаются условия конвективного теп-

лообмена с окружающей средой, а на оставшихся 

внешних границах – условие теплоизоляции. При 

описании радиационной составляющей полного 

теплового потока использовались следующие до-

пущения: рассматривалось только поверхностное 

излучение от источника тепловыделения и твер-

дых стенок и не учитывалось излучение, поступа-

ющее извне.  

 

 
Рис. 1. Область решения: 1 – твердые 

стенки, 2 – воздушная полость, 3 – ис-

точник энергии постоянной температу-

ры, 4 – стеклянная стенка 

 

Для сгущения расчетной сетки к твердым стен-

кам использовалось следующее алгебраическое 

преобразование координат [10]: 
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где κ – параметр сжатия, a, b –начальная и, соот-

ветственно, конечная точки отрезка прямой с 

предполагаемым сгущением. 

Процесс переноса импульса, массы и энергии 

для данной задачи описывается системой нестаци-

онарных уравнений Навье–Стокса. Краевая задача 

сформулирована в безразмерных переменных 

«функция тока – завихренность – температура» с 

использованием преобразования вида (2.1). Си-

стема безразмерных уравнений имеет следующий 

вид: 
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Здесь X, Y – безразмерные физические координа-

ты; ,  –безразмерные координаты в вычисли-

тельной области;  – безразмерное время;  – без-

размерная температура;  – безразмерная функция 

тока  ,  U Y V X      ; U, V – безраз-

мерные составляющие скорости в проекции на оси 

X, Y, соответственно;  – безразмерная завихрен-

ность скорости  V X U Y      ; K – безраз-

мерная кинетическая энергия турбулентности; E – 

безразмерная скорость диссипации кинетической 

энергии турбулентности; 
t  – коэффициент тур-

булентной вязкости; Prt = t/at – турбулентное чис-

ло Прандтля; at – коэффициент турбулентной тем-

пературопроводности;  2Pr a   – число 

Прандтля;  – динамический коэффициент вязко-

сти воздуха, кг/(мс);  – плотность воздуха, кг/м
3
; 

а2 – коэффициент температуропроводности возду-

ха, м
2
/с; аi,2 = аi/а2 – относительный коэффициент 

температуропроводности; g – ускорение свободно-

го падения, м/с
2
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число Рэлея; β – температурный коэффициент 

объемного расширения, 1/К; L – характерный раз-

мер полости, м (см. рис. 1). 

Основываясь на гипотезах Буссинеска и гради-

ентной диффузии имеем, соответственно, следую-

щие соотношения: 
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где 
kP  – слагаемое, характеризующее порождение 

турбулентности за счет сдвиговых напряжений; 

kG  описывает генерацию или диссипацию турбу-

лентной кинетической энергии за счёт выталкива-

ющей силы. Турбулентная вязкость вычислялась 

по формуле Колмогорова – Прандтля 

2

.t

K
c

E
   

Уравнения (2.5) и (2.6) – транспортные уравне-

ния низкорейнольдсовой k   модели турбулент-

ности [10]. Безразмерная координата первого при-

стеночного узла 

4
Ra

1.
Pr

yu U
y Y

Y


 
  


 

Здесь y – расстояние от стенки до ближайшего уз-

ла, u  – динамическая скорость,  – кинематиче-

ский коэффициент вязкости. 

Рекомендуемые эмпирические константы, ис-

пользуемые в данной модели, представлены в таб-

лице 1. 

Таблица 1. Эмпирические константы для 

k– модели турбулентности  

c c1 c2 c3 k  Pr 

0.09 1.44 1.92 0.8 1.0 1.3 1.0 

Начальные условия для сформулированной си-

стемы уравнений (2.2)–(2.7) следующие: 

       

 

, ,0 , ,0 , ,0 , ,0 0,

, ,0 0.5.

K E       

 

     

 
 

Граничные условия имеют следующий вид: 

 на границе  = 0: Bi
X





 
 

 
 (условие 

конвективного теплообмена с окружающей сре-

дой); 

 на границе  = 1+2l/L: 0    (условие 

теплоизоляции); 

 на границе  = 0: 0    (условие 

теплоизоляции); 

 на границе  = 1+2l/L: 0    (усло-

вие теплоизоляции); 

 на поверхности источника энергии: 1  ; 

 на внутренних границах раздела воздух–

стенка, параллельных оси O: 

1 2

1 2

1,2

0, 0,

0,  0, ,

;rad rad

K

E

N Q
Y Y

 

 


 

  

 
    

 

  
 

   

 

 на внутренних границах раздела воздух–

стенка, параллельных оси O: 

1 2

1 2

,2

0, 0,

0, 0, ,

.i rad rad

K

E

N Q
X X

 

 


 

  

 
    

 

  
 

   

 

Здесь  4

hs 2N e

rad hsT L T T   
 

 – радиационно-

кондуктивный параметр;  – постоянная Стефана–

Больцмана, Вт/(м
2
∙К

4
); 1 – коэффициент тепло-

проводности твердых стенок, Вт/(м∙К), 2 – коэф-

фициент теплопроводности воздуха, Вт/(м∙К), 4 – 
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коэффициент теплопроводности стеклянной стен-

ки, Вт/(м∙К), 
,2 2i i   – относительный коэффи-

циент теплопроводности (в зависимости от мате-

риала ограждающей стенки), Bi iL   – число 

Био материала твердой стенки;  – коэффициент 

теплообмена между внешней средой и рассматри-

ваемой областью решения, Вт/(м
2
∙К); 

4  – степень 

черноты стеклянной стенки,   – степень черноты 

ограждающих твердых стенок.  

Для нахождения безразмерной плотности ради-

ационного потока 
radQ  применялся метод решения 

с использованием плотности потока эффективного 

излучения. Данный метод заключается в разреше-

нии двух разностных дифференциальных уравне-

ний (2.8)–(2.9) методом последовательной верхней 

релаксации: 

,

1

,
N

rad k k k i i

i

Q R F R



                                     (2.8) 

 

 

1

4

4

1

1
1 0.5 .

1

N

k k k i i

i

k k

R F R


 







  

 
    

 


                    (2.9) 

Здесь Rk – безразмерная плотность эффективного 

излучения k-й поверхности; Fk–i – угловой коэф-

фициент между поверхностями “k” и “i”; 
k  – 

приведенная степень черноты k-й поверхности; 
e

hsT T   – температурный параметр; k – темпе-

ратура k-й поверхности; N – количество поверхно-

стей. 

Полученная система дифференциальных урав-

нений в частных производных (2.2)–(2.7) решена 

методом конечных разностей. Подробное описа-

ние используемых методов решения можно найти 

в [10]. 

Для валидации разработанного метода решения 

проведено сравнение с экспериментальной рабо-

той [11]. На рис. 2 и 3 представлено сравнение 

профилей температуры и вертикальной компонен-

ты скорости с экспериментом. Разработанный чис-

ленный метод показал достаточно хорошее согла-

сие с экспериментальными данными. 

В таблице 2 представлены значения средних 

радиационного  

2 0.9

2
0.9 hs

l L

rad

rad rad

l L

N
Nu Q d

 





   

и конвективного 
 

2 0.9

2

1

0.9
hs

l L

conv

l L

Nu d
Y

 










 


   

чисел Нуссельта [12] в зависимости от размера 

расчетной сетки. В связи с тем, что уменьшение 

шага разностной сетки отражается на существен-

ном повышении времени счета, по результатам 

численного эксперимента выбрана сетка размер-

ностью 120120 (так как различия в значениях 

среднего конвективного числа Нуссельта для сеток 

120120 и 180180 составило менее 5 %). 

 

 
Рис. 2. Профиль температуры в сечении Y 

= 0.5 при 91.58 10Ra    в сравнении с экс-

периментальными данными [11] 

 

Рис. 3. Профиль вертикальной компоненты 

скорости в сечении Y = 0.5 при 
91.58 10Ra    в сравнении с эксперимен-

тальными данными [11] 

Таблица 2. Средние конвективное и радиа-

ционное числа Нуссельта при 910Ra  , 

6000  , 0.3   в зависимости от раз-

мерности вычислительной сетки 

Размер 

сетки 
Nuconv 

разница, 

%  
Nurad 

разница, 

%  

6060 39.79 – 26.25 – 

120120 50.34 20.95 26.16 0.34 

180180 52.85 4.74 26.10 0.23 
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3. Результаты численного  

моделирования 

Сформулированная краевая задача решалась 

численно при следующих значениях безразмерных 

комплексов: 0 0.9  ; 0    10000; Ra = 10
9
; 

Pr = 0.7; 
1,2 6.8  , Nrad = 390.15. Основное внима-

ние было сосредоточено на исследовании влияния 

приведенной степени черноты   и фактора неста-

ционарности на структуру течения и теплоперенос 

в рассматриваемой области. 

Изолинии функции тока и температуры, отра-

жающие влияние нестационарности процессов пе-

реноса тепла и массы, представлены на рис. 4. В 

начальный момент времени (рис. 4, а) в рассмат-

риваемой полости формируются две конвективные 

ячейки, располагающиеся в области основания. 

Данные вихревые структуры отличаются, в 

первую очередь, направлением циркуляции газа, и 

их появление вызвано несколькими причинами: 

радиационным теплообменом, постоянным подво-

дом тепла от источника тепловыделения и воздей-

ствием окружающей среды посредством кондук-

тивного механизма переноса энергии.  

С течением времени (рис. 4, в) увеличивается 

масштаб правой конвективной ячейки (направле-

ние циркуляции которой соответствует движению 

по часовой стрелке) вследствие формирования в 

области над источником энергии теплового факе-

ла, смещенного ближе к правой стенке. Дальней-

ший рост времени (рис. 4, г – 4, ж) приводит к 

существенному прогреву внутренней части газо-

вой полости и модификации изолиний функции 

тока – значительно увеличивается вихрь, располо-

женный в левой части полости (направление цир-

куляции которого соответствует движению против 

часовой стрелки). 

Представленные распределения изолиний 

функции тока и температуры позволяют просле-

дить за эволюцией термогидродинамических 

структур во времени, что, в конечном итоге, при-

 

 

 

 
Рис. 4. Изолинии функции тока  и температуры  при 0.3  в различные моменты времени 

: а – 5, б – 15, в – 30, г – 150, д – 500, е – 3000, ж – 10000 
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водит к лучшему пониманию происходящих про-

цессов переноса тепла и массы. 

Данное увеличение связано, в первую очередь, 

с охлаждением на границе  = 0 вследствие воз-

действия низкой температуры окружающей среды. 

Также следует отметить более интенсивное про-

никновение фронта пониженной температуры 

извне через стеклянную стенку. Это обусловлено 

её более высокими теплопроводящими свойствами 

по сравнению с остальными ограждающими стен-

ками. 

 
Рис. 5. Изолинии функции тока  и тем-

пературы  при 10000  : а – 0  , б –

0.9   

 

На рис. 5 представлены распределения изоли-

ний функции тока и температуры в зависимости от 

степени черноты ограждающих поверхностей. 

Следует отметить, что случай 0   подразумевает 

рассмотрение только конвективного теплоперено-

са без поверхностного излучения.  

Как уже было отмечено выше, в рассматривае-

мой области формируются две конвективные 

ячейки, одна из которых (меньшей интенсивности) 

располагается в правом верхнем углу полости. 

Увеличение приведенной степени черноты по-

верхностей приводит к существенной трансфор-

мации вихревых структур внутри области реше-

ния. Эта трансформация обусловлена, в первую 

очередь, увеличением размеров основного вихря 

за счет пропорционального уменьшения вихря, 

расположенного в правом верхнем углу. Все это 

приводит к росту интенсивности течения. Под-

тверждением данного факта являются максималь-

ные значения функции тока в ядрах конвективных 

ячеек max max0 0.9
0.029 0.035

  
     . 

 

 
Рис. 6. Профиль температуры  при 

10000   в сечении X = 0.6 в зависимости 

от приведенной степени черноты 

Более того, учет излучательной способности 

поверхностей отражается в существенном повы-

шении не только средней температуры в области 

решения (см. рис. 5), но и локальной температуры 

в верхней части полости (см. рис. 6). В частности, 

увеличение степени черноты ограждающих кон-

струкций с 0 до 0.9 приводит к увеличению сред-

ней температуры во всей области более чем на 

62 %. 

Влияние   на среднее радиационное число 

Нуссельта при Ra = 10
9
 показано на рис. 7. Видно, 

что увеличение приведенной степени черноты по-

верхностей проявляется в интенсификации тепло-

обмена на границе раздела двух сред. Рост   от 

0.3 до 0.9 приводит к увеличению среднего радиа-

ционного числа Нуссельта более чем в 2.4 раза. 

 

 
Рис. 7. Зависимость среднего радиацион-

ного числа Нуссельта на поверхности ис-

точника энергии от времени и приведен-

ной степени черноты 
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4. Заключение 

Проведено математическое моделирование 

турбулентной естественной конвекции и теплового 

поверхностного излучения в замкнутой полости с 

теплопроводными стенками конечной толщины 

при наличии источника энергии. В результате про-

веденных исследований получены различные рас-

пределения интегральных и локальных парамет-

ров, характеризующих течение и теплообмен в 

рассматриваемой области. Моделирование прово-

дилось при следующих значениях безразмерных 

комплексов: 0 0.9  , 0    10000, Ra = 10
9
, 

Pr = 0.7, 
1,2 6.8  , Nrad = 390.15. 

Показано, что с течением времени в результате 

нагрева от источника энергии и охлаждения от ле-

вой теплопроводной стенки в области формируют-

ся две вихревые структуры разной интенсивности. 

Помимо этого, в работе продемонстрирована эво-

люция теплового факела. 

Установлено, что повышение скорости движе-

ния и температуры воздушных масс в области ре-

шения происходит вследствие увеличения степени 

черноты поверхностей ограждающих конструк-

ций. 

Исследование выполнено при финансовой под-

держке РФФИ в рамках научного проекта № 17-

38-50057 «мол_нр». 
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