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Одним из главных инструментов описания температурных фазовых переходов в нематических 

жидких кристаллах является теория Майера–Заупе, в основе которой лежит метод среднего или 

самосогласованного поля. Несмотря на солидный возраст, эта теория не потеряла свою актуаль-

ность и составляет основу статистической термодинамики жидких кристаллов. Несомненным 

плюсом теории Майера–Заупе является то, что она относится к классу точно решаемых моделей 

статистической физики и позволяет вычислить температурные зависимости параметров порядка, 

согласующиеся с экспериментальными данными. Однако даже в самом простом случае одноос-

ного нематического жидкого кристалла полученное в рамках теории Майера–Заупе уравнение 

самосогласования является нелинейным и интегральным, что требует его численного решения. 

Значительно упростить эту модель можно, если использовать известное в теории магнетизма сфе-

рическое приближение. Особенностью этого подхода является то, что встречающиеся в уравне-

нии самосогласования интегралы сводятся к интегралу Пуассона, т.е. вычисляются точно, а само 

это уравнение в результате приобретает простой алгебраический вид. В настоящей работе рас-

сматривается модификация теории Майера–Заупе на случай коллоидной суспензии ферромаг-

нитных углеродных нанотрубок на основе нематического жидкого кристалла с использованием 

сферического приближения. Подробно описан способ получения уравнений ориентационного со-

стояния суспензии. Обсуждаются преимущества и особенности предложенного подхода, а также 

проведено его сравнение с представленными ранее подходами, где использовалось сферическое 

приближение для описания жидких кристаллов и суспензий на их основе.  
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One of the primary tools for describing temperature phase transitions in nematic liquid crystals is 

the Maier-Saupe theory, which is based on the mean-field or self-consistent field method. Despite 

its long history, this theory remains relevant and forms the foundation of the statistical thermody-

namics of liquid crystals. A significant advantage of the Maier-Saupe theory is that it belongs to the 

class of exactly solvable models in statistical physics and allows for the calculation of temperature-

dependent order parameters that align with experimental data. However, even in the simplest case 

of a uniaxial nematic liquid crystal, the self-consistency equation derived within the Maier-Saupe 
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theory is nonlinear and integral, this necessitating numerical solutions. This model can be signifi-

cantly simplified by employing the spherical approximation, a well-known method in the theory of 

magnetism. The key feature of this approach is that the integrals appearing in the self-consistency 

equation are reduced to Poisson integrals, which can be evaluated exactly, and the equation itself 

takes on a simple algebraic form. The present study uses the spherical approximation to consider a 

modification of the Maier-Saupe theory for the case of a colloidal suspension of ferromagnetic car-

bon nanotubes in a nematic liquid crystal. The method for deriving the orientational state equations 

for the suspension is described in detail. The advantages and features of the proposed approach are 

discussed, and a comparison is made with previously presented methods where the spherical ap-

proximation was used to describe liquid crystals and suspensions based on them. 
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1. Введение 

Благодаря своим уникальным физическим свой-

ствам жидкие кристаллы (ЖК) нашли широкое при-

менение в качестве рабочих сред для дисплеев [1], 

световых клапанов, модуляторов в оптоэлектрон-

ных и телекоммуникационных устройствах [2–7]. 

По этой причине актуальным является запрос на со-

здание новых ЖК-матриц с заданными физиче-

скими свойствами. Одним из способов модифика-

ции свойств уже имеющихся ЖК является 

допирование их небольшим количеством различ-

ных наночастиц. Частицы могут влиять на ориента-

ционный порядок нематической среды, что в зави-

симости от материала самих наночастиц позволяет 

усиливать электро- или магнитоориентационный 

отклик матрицы. Одним из популярных и перспек-

тивных примеров примесных частиц, добавляемых 

в ЖК, являются углеродные нанотрубки (УНТ) [8–

11]. Благодаря значительной анизотропии формы 

такие нанотрубки обладают сильной ориентацион-

ной связью с ЖК-матрицей, а наличие аномально 

высокой диамагнитной анизотропии нанотрубок 

существенно понижает управляющую ориентаци-

онной структурой напряженность магнитного поля 

по сравнению с беспримесным ЖК. В свою оче-

редь, внутрь нанотрубки могут быть помещены 

феррочастицы (инкапсулированные УНТ) [12–14], 

или же ферромагнитная примесь размещена на по-

верхности трубки (функционализированные УНТ) 

[15–19]. Следуя [12], такие композитные нано-

трубки будем называть ферромагнитными углерод-

ными нанотрубками (ФУНТ). В дальнейшем суще-

ственным будет являться лишь то, что такие ФУНТ 

обладают магнитным моментом; при этом нет раз-

ницы в том, где располагаются феррочастицы – 

внутри или на поверхности нанотрубки. 

Существенным отличием ФУНТ от обычных 

УНТ является то, что такие частицы обладают 

двумя механизмами взаимодействия с внешним 

магнитным полем – квадрупольным, благодаря 

диамагнитной анизотропии УНТ, и дипольным, за 

счет добавления магнитных частиц. Имеющиеся 

теоретические подходы к описанию ЖК-суспензий 

ФУНТ ограничены лишь описанием индуцирован-

ных магнитным полем переходов Фредерикса в 

рамках континуальной теории [22, 21] и не каса-

ются описания температурных переходов, в том 

числе во внешнем магнитном поле. Таким образом, 

в настоящей работе впервые предложена молеку-

лярно-статистическая модель суспензий ФУНТ в 

нематическом ЖК. За основу модели берутся пред-

ложенные ранее теории среднего поля ферронема-

тиков – высокодисперсных коллоидных суспензий 

анизометричных магнитных частиц в ЖК [22–24] и 

статистическая теория суспензий обычных УНТ в 

ЖК [25–27]. Особенностью рассматриваемой нами 

модели является использование известного в тео-

рии магнетизма сферического приближения [28, 

29]. В этом случае условие единичности векторов, 

характеризующих направления длинных осей мо-

лекул и нанотрубок, не выполняется, т.е. компо-

ненты этих векторов могут принимать любые дей-

ствительные значения. Однако считается, что 

средние значения квадратов векторов ориентации 

молекул ЖК и частиц остаются равными единице – 

сферическая связь. Такой подход позволяет полу-

чить уравнения ориентационного состояния сус-

пензии в простом алгебраическом виде и точно вы-

числить выражение для свободной энергии. Ранее в 

статистической физике ЖК сферическое приближе-

ние использовалось для описания ориентационного 

упорядочения термотропных нематических [30], 

холестерических [31] и смектических [32] ЖК, а 

также смесей нематического ЖК и анизометричных 

частиц [23], в том числе и ферронематиков [24] в 

магнитном поле. Во всех представленных теориях 

результаты, полученные в рамках сферического 

приближения, качественно согласуются с обычной 

теорией среднего поля.  

2. Теоретическая модель 

2.1. Параметры порядка 

Рассмотрим суспензию ФУНТ в нематическом 

ЖК, состоящую из 𝑁𝑛 молекул и 𝑁𝑝 нанотрубок. 

Каждая из компонент представляет собой систему 
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анизометричных палочкообразных частиц, способ-

ных к спонтанному ориентационному упорядоче-

нию. Ориентацию каждой молекулы и примесной 

нанотрубки будем описывать с помощью аналогич-

ных симметричных бесследовых тензоров второго 

ранга  

𝜈𝑖𝑘
(𝛼)

= √
3

2
(𝜈𝛼𝑖𝜈𝛼𝑘 −

1

3
𝝂𝛼

2 𝛿𝑖𝑘),              (1) 

𝑒𝑖𝑘
(𝛽)

= √
3

2
(𝑒𝛽𝑖𝑒𝛽𝑘 −

1

3
𝒆𝛽

2𝛿𝑖𝑘).              (2) 

Здесь и далее по повторяющимся тензорным индек-

сам подразумевается суммирование. Вектор 𝝂𝛼 

направлен вдоль главной (длинной) оси 𝛼-й моле-

кулы нематика (𝛼 = 1, … , 𝑁𝑛), а вектор 𝒆𝛽 – вдоль 

главной (длинной) оси 𝛽-й нанотрубки (𝛽 =

1, … , 𝑁𝑝). В обычной модели среднего поля век-

торы 𝝂𝛼 и 𝒆𝛽 являются единичными. В рассматри-

ваемой нами модели считаем, что эти векторы яв-

ляются единичными лишь в среднем, т.е. 

подчиняются сферической связи [23, 24, 28, 29]: 

〈𝝂𝛼
2 〉 =

1

𝑁𝑛

∑ 𝝂𝛼
2

𝑁𝑛

𝛼=1

= 1,    

〈𝒆𝛽
2〉 =

1

𝑁𝑝

∑ 𝒆𝛽
2

𝑁𝑝

𝛽=1

= 1.                         (3) 

Далее для краткости опустим индексы 𝛼 и 𝛽, отве-

чающие за номер молекулы ЖК и ФУНТ соответ-

ственно. 

Будем рассматривать положительные анизотро-

пии диамагнитной восприимчивости ЖК и УНТ 𝜒𝑎
𝑛 

и 𝜒𝑎
𝑝
 соответственно. Кроме этого, считаем, что 

каждая УНТ обладает постоянным магнитным мо-

ментом 𝝁, жестко связанным с нанотрубкой и сов-

падающим по направлению с ее главной осью 𝒆. Бу-

дем полагать, что молекулы и нанотрубки обладают 

ориентационной связью и в равновесии их главные 

оси нематического порядка совпадают и могут 

быть описаны одним единичным вектором – дирек-

тором 𝒏. Во внешнем магнитном поле 𝑯 = (0, 0, 𝐻) 

длинные оси молекул и нанотрубок будут ориенти-

роваться в направлении поля, которое можно свя-

зать с директором суспензии 𝒏 = (0, 0, 1) как 𝑯 =
𝐻𝒏.  

В результате статистического усреднения мик-

роскопических тензоров ориентации (1) и (2) 

можно получить макроскопические тензоры ориен-

тации компонентов суспензии: 

⟨ν𝑖𝑘⟩ ≡ 𝜂𝑖𝑘 = √
3

2
𝜂 (𝑛𝑖𝑛𝑘 −

1

3
𝛿𝑖𝑘),          (4) 

⟨𝑒𝑖𝑘⟩ ≡ 𝑆𝑖𝑘 = √
3

2
𝑆 (𝑛𝑖𝑛𝑘 −

1

3
𝛿𝑖𝑘),          (5) 

главные оси которых задаются макроскопически 

выделенным направлением – директором 𝒏. В (4) и 

(5) введены скалярные (нематические) параметры 

порядка для ЖК и ФУНТ соответственно 𝜂 и 𝑆. Для 

их определения вычислим свертки тензоров  

𝜂𝑖𝑘𝜂𝑖𝑘 = 𝜂2,   𝜂𝑖𝑘ν𝑖𝑘 = 𝜂 [
3

2
(𝒏𝝂)2 −

1

2
𝝂2], 

𝑆𝑖𝑘𝑆𝑖𝑘 = 𝑆2,   𝑆𝑖𝑘𝑒𝑖𝑘 = 𝑆 [
3

2
(𝒏𝒆)2 −

1

2
𝒆2] 

и воспользуемся выражениями (4) и (5), в резуль-

тате получим 

𝜂 = ⟨
3

2
(𝒏𝝂)2 −

1

2
𝝂2⟩ ,                   (6) 

𝑆 = ⟨
3

2
(𝒏𝒆)2 −

1

2
𝒆2⟩.                   (7) 

Здесь нужно отметить, что в теории Майера – Зау-

епе или обычной модели среднего поля [23, 24] ска-

лярные параметры порядка определяются как ста-

тистическое среднее от вторых полиномов 

Лежандра 𝜂 = ⟨𝑃2(𝒏𝝂)⟩ и 𝑆 = ⟨𝑃2(𝒏𝒆)⟩. Выражения 

(6) и (7) сводятся к полиномам Лежандра, если вы-

полняется условие 𝝂2 = 𝒆2 = 1, когда отсутствует 

сферическая связь.  

Значения 𝜂 и 𝑆 могут меняться от −1/2 до 1 и 

зависят от температуры, внешнего магнитного 

поля, концентрации и геометрических размеров 

примесных ФУНТ. Положительным 𝜂 и 𝑆 отвечает 

нематическое упорядочение суспензии, когда длин-

ные оси ЖК и ФУНТ стремятся ориентироваться в 

направлении директора 𝒏. В предельном случае 

𝜂 = 𝑆 = 1 длинные оси молекул и частиц строго па-

раллельны директору (𝝂 ∥ 𝒏 и 𝒆 ∥ 𝒏). Антинемати-

ческому упорядочению отвечают отрицательные 

значения 𝜂 и 𝑆, когда длинные оси молекул и нано-

трубок ориентируются преимущественно в плоско-

сти ортогональной вектору 𝒏. В случае 𝜂 = 𝑆 =
−1/2 получаем строго 𝝂 ⊥ 𝒏 и 𝒆 ⊥ 𝒏. Нулевые зна-

чения параметров порядка 𝜂 = 𝑆 = 0 отвечают изо-

тропному состоянию, в котором отсутствует какое-

либо упорядочение ЖК и нанотрубок. Нужно отме-

тить, что антинематическое упорядочение наблю-

далось только в смесях ЖК или ЖК и частиц [33–

36], а также индуцировалось внешним полем [37]. 

Лишь относительно недавно были получены ЖК-

система с антинематическим упорядочением [38], 

что открывает перспективы для создания новых 

композитных материалов. Для описания таких си-

стем требуется представить макроскопические тен-

зоры ориентации (4) и (5) в более общей двуосной 

форме записи, как это было сделано, например, в 

работе [27]. 

Так как мы полагаем, что нанотрубки являются 

ферромагнитными, т.е. обладают постоянными 

магнитными моментами, то для описания намагни-

ченности ансамбля ФУНТ во внешнем магнитном 

поле воспользуемся векторным параметром по-

рядка – приведенной намагниченностью 



32 Д. А. Петров, А. В. Манцуров 

𝑴 = 𝑀𝒏.                                  (8) 

Здесь введена величина  

𝑀 = ⟨𝒏𝒆⟩,                                  (9) 

которая определяет дипольную часть намагничен-

ности суспензии – полярный параметр порядка. Ве-

личина 𝑀 может меняться 0 до 1, где 𝑀 = 0 отве-

чает отсутствию намагниченности при 𝑯 = 0, а 

𝑀 = 1 соответствует полностью намагниченному 

состоянию, когда все магнитные моменты ФУНТ 

ориентированы строго в направлении поля.  

2.2. Свободная энергия 

В рамках модели среднего поля общая функция 

распределения молекул и нанотрубок по ориента-

циям их длинных осей 𝑊 может быть представлена 

в виде произведения одночастичных функций рас-

пределения молекул нематика 𝑊𝑛 и примесных ча-

стиц 𝑊𝑝, т.е. 

𝑊 = (𝑊𝑛)𝑁𝑛  (𝑊𝑝)
𝑁𝑝

.                       (10) 

Воспользуемся результатами работ [22, 27] и запи-

шем обезразмеренное выражение для плотности 

свободной энергии суспензии ФУНТ в НЖК в при-

ближении среднего поля: 

ℱ =
𝐹𝑣𝑛

𝜆𝑉
= −

1

2
𝑦𝑛

2𝜂𝑖𝑘𝜂𝑖𝑘 − 

−
1

2
𝑦𝑝

2𝛾2(𝜔𝑝 + 𝜅𝜏)𝑆𝑖𝑘𝑆𝑖𝑘 − 𝑦𝑛𝑦𝑝𝛾𝜔𝜂𝑖𝑘𝑆𝑖𝑘 − 

−𝑦𝑝𝛾(𝑀𝑖ℎ𝑖) −
1

2
√

2

3
ℎ𝑖ℎ𝑘(𝑦𝑛𝜉𝑛𝜂𝑖𝑘 + 𝑦𝑝𝛾𝜉𝑝𝑆𝑖𝑘) + 

+𝑦𝑛𝜏⟨ln 𝑊𝑛⟩ + 𝑦𝑝𝛾𝜏⟨ln 𝑊𝑝⟩.                (11) 

Здесь 𝐹 – размерная свободная энергия Гельм-

гольца; 𝑦𝑝 = 𝑣𝑝𝑁𝑝/𝑉 и 𝑦𝑛 = 𝑣𝑝𝑁𝑝/𝑉 = 1 − 𝑦𝑝 – со-

ответственно объемные доли нанотрубок и ЖК (𝑣𝑛 

и 𝑣𝑝 = 𝜋𝐷𝑝
2𝐿𝑝/4 – объем молекулы ЖК и цилиндри-

ческой нанотрубки соответственно, а 𝐷𝑝 и 𝐿𝑝 – со-

ответственно диаметр и длина нанотрубки); 𝑉 – 

объем системы; ℎ = 𝐻𝜇0𝜇/𝜆 – безразмерное маг-

нитное поле (𝜇0 – магнитная проницаемость ваку-

ума) и введены параметры 𝛾 = 𝑣𝑛/𝑣𝑝, 𝜉𝑛 = 𝜆𝜒𝑎
𝑛/

(𝜇0𝜇2) и 𝜉𝑝 = 𝜆𝜒𝑎
𝑝

/(𝜇0𝜇2). Роль константы сред-

него поля Майера–Заупе здесь играет величина 𝜆 =
𝐴𝑛/𝑣𝑛, где 𝐴𝑛 – энергия взаимодействия молекул 

нематика. Безразмерный параметр 𝜔 = 𝐴/𝐴𝑛 ха-

рактеризует относительную роль энергии ориента-

ционного взаимодействия 𝐴 между нанотрубками и 

молекулами ЖК, а параметр 𝜔𝑝 = 𝐴𝑝/𝐴𝑛 описы-

вает относительную роль энергии взаимодействия 

𝐴𝑝 между УНТ, которая имеет ван-дер-ваальсово 

происхождение. Параметр 𝜅 = 5𝜋𝐷𝑝𝐿𝑝
2 /(16𝑣𝑛) 

учитывает исключенный объем нанотрубок, т.е. их 

стерическое отталкивание в рамках теории Онза-

гера [39] в приближении, что 𝐿𝑝 ≫ 𝐷𝑝. Также здесь 

определена безразмерная температура 𝜏 = 𝑘𝐵𝑇/𝜆 

(𝑘𝐵 – постоянная Больцмана, 𝑇 – абсолютная тем-

пература). 

В выражении (11) первое слагаемое учитывает 

взаимодействие между молекулами нематика. Сле-

дующие два слагаемых учитывают дисперсионное 

притяжение и стерическое отталкивание нанотру-

бок [25–27, 39, 40] соответственно. Четвертое сла-

гаемое в (11) связано с перекрестным эффектом – 

взаимным влиянием ЖК и примесной подсистем. 

При 𝜔 > 0 в отсутствие поля этот вклад минимизи-

руется, когда тензоры макроскопической ориента-

ции 𝜂𝑖𝑘 и 𝑆𝑖𝑘 характеризуются одним директором 𝒏 

(см. определения (4) и (5)), что отвечает планар-

ному сцеплению ФУНТ с ЖК-матрицей. Пятое сла-

гаемое учитывает взаимодействие магнитных мо-

ментов ФУНТ с внешним магнитным полем. 

Шестое и седьмое слагаемые в (11) учитывают вза-

имодействия диамагнитного нематика и нанотру-

бок (без магнитных частиц) с внешним магнитным 

полем соответственно. Последние два слагаемых в 

(11) учитывают ориентационную энтропию моле-

кул и примесных частиц соответственно.  

После вычисления всех сверток тензоров (4) и 

(5) свободная энергии (11) в терминах скалярных и 

полярного параметров порядка примет вид: 

ℱ = −
1

2
𝑦𝑛

2𝜂2 −
1

2
𝑦𝑝

2𝛾2𝑆2(𝜔𝑝 + 𝜅𝜏) − 

−𝑦𝑛𝑦𝑝𝛾𝜔𝜂𝑆 − 

−𝑦𝑝𝛾ℎ𝑀 −
1

3
ℎ2(𝑦𝑛𝜉𝑛𝜂 + 𝑦𝑝𝛾𝜉𝑝𝑆) + 

+𝑦𝑛𝜏⟨ln 𝑊𝑛⟩ + 𝑦𝑝𝛾𝜏⟨ln 𝑊𝑝⟩.     (12) 

2.3. Одночастичные функции 

распределения 

Самосогласованные уравнения для одночастич-

ных функций распределения 𝑊𝑛 и 𝑊𝑝 могут быть 

получены из условия, что плотность свободной 

энергии (12) имеет минимум для всех вариаций, 

удовлетворяющих условиям нормировки  

∫ 𝑊𝑛𝑑𝝂 = ∫ 𝑊𝑝𝑑𝒆 = 1                  (13) 

и условиям сферической связи для молекул ЖК и 

ФУНТ (3), которые можно переписать в виде 

∫ 𝝂2𝑊𝑛𝑑𝝂 = ∫ 𝒆2𝑊𝑝𝑑𝒆 = 1.              (14) 

Составим вспомогательный функционал  

ℱ̃ = ℱ + 𝛬𝑛 [∫ 𝑊𝑛𝑑𝝂 − 1] + 

+𝑦𝑛𝜘𝑛 [∫ 𝝂2𝑊𝑛𝑑𝝂 − 1] + 𝛬𝑝 [∫ 𝑊𝑝𝑑𝒆 − 1] + 
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+𝑦𝑝𝛾𝜘𝑝 [∫ 𝒆2𝑊𝑝𝑑𝒆 − 1] = 0,   (15) 

где 𝛬𝑛, 𝛬𝑝, 𝜘𝑛 и 𝜘𝑝 – неопределенные множители 

Лагранжа. При варьировании нужно учитывать, что 

(12) и вместе с этим, и в (15) входят выражения для 

параметров порядка (6), (7) и (9), которые зависят 

от функций распределения: 

𝜂 = ∫ [
3

2
(𝒏𝝂)2 −

1

2
𝝂2] 𝑊𝑛𝑑𝝂,            (16) 

𝑆 = ∫ [
3

2
(𝒏𝒆)2 −

1

2
𝒆2] 𝑊𝑝𝑑𝒆,             (17) 

𝑀 = ∫(𝒏𝒆)𝑊𝑝𝑑𝒆.                          (18) 

В результате варьирования получим самосогласо-

ванные уравнения: 

ln 𝑊𝑛 =
𝜎𝑛

𝜏
[
3

2
(𝒏𝝂)2 −

1

2
𝝂2] − 

−
𝜘𝑛

𝜏
𝝂2 −

(𝛬𝑛 + 1)

𝑦𝑛𝜏
,               (19) 

ln 𝑊𝑝 =
𝜎𝑝

𝜏
[
3

2
(𝒏𝒆)2 −

1

2
𝒆2] + 

+
ℎ

𝜏
(𝒏𝒆) −

𝜘𝑝

𝜏
𝒆2 −

(𝛬𝑝 + 1)

𝑦𝑝𝛾𝜏
,            (20) 

где введены обозначения: 

𝜎𝑛 = [𝑦𝑛𝜂 + 𝑦𝑝𝛾𝜔𝑆 +
1

3
𝜉𝑛ℎ2] ,            (21) 

𝜎𝑝 = [𝑦𝑝𝛾(𝜔𝑝 + 𝜅𝜏)𝑆 + 𝑦𝑛𝜔𝜂 +
1

3
𝜉𝑝ℎ2] .   (22) 

Множители Лагранжа в (19) и (20) могут быть ис-

ключены с помощью условий нормировки (13). В 

результате уравнения (19) и (20) позволяют запи-

сать нормированные одночастичные функции рас-

пределения молекул ЖК и ФУНТ по ориентациям 

их длинных осей в рамках сферического приближе-

ния: 

𝑊𝑛(𝝂) =
exp {

3𝜎𝑛

2𝜏
(𝒏𝝂)2 − (

𝜎𝑛 + 2𝜘𝑛

2𝜏
) 𝝂2}

𝑍𝑛

,   (23) 

𝑊𝑝(𝒆) =

=
exp {

3𝜎𝑝

2𝜏
(𝒏𝒆)2 +

ℎ
𝜏

(𝒏𝒆) − (
𝜎𝑝 + 2𝜘𝑝

2𝜏
) 𝒆2}

𝑍𝑝

.    (24) 

Здесь введены обозначения для интегралов: 

𝑍𝑛 = ∫ exp {
3𝜎𝑛

2𝜏
(𝒏𝝂)2 − (

𝜎𝑛 + 2𝜘𝑛

2𝜏
) 𝝂2} 𝑑𝝂,   (25) 

𝑍𝑝 = ∫ exp {
3𝜎𝑝

2𝜏
(𝒏𝒆)2 +

ℎ

𝜏
(𝒏𝒆) − 

− (
𝜎𝑝 + 2𝜘𝑝

2𝜏
) 𝒆2} 𝑑𝒆.                      (26) 

2.4. Получение уравнения ориентационного 

состояния. Первый способ 

Как уже отмечалось, в сферическом приближе-

нии нет ограничений на длину векторов ориента-

ции выделенных осей ЖК и ФУНТ, поэтому в де-

картовой системе координат все компоненты 

векторов 𝝂 и 𝒆 могут принимать любые действи-

тельные значения. Таким образом, возникающие в 

(25) и (26) интегралы вычисляются по двум форму-

лам: 

∫ exp{−𝑎𝑥2} 𝑑𝑥

+∞

−∞

= √
𝜋

𝑎
,               (27) 

∫ exp{−𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥} 𝑑𝑥

+∞

−∞

= exp {
𝑏2

4𝑎
} √

𝜋

𝑎
,   (28) 

где 𝑎 > 0.  

В результате интегрирования (25) и (26) полу-

чим 

𝑍𝑛 =
2𝜋𝜏

2𝜘𝑛 + 𝜎𝑛
√

𝜋𝜏

𝜘𝑛 − 𝜎𝑛

,               (29) 

𝑍𝑝 =
2𝜋𝜏

2𝜘𝑝 + 𝜎𝑝
√

𝜋𝜏

𝜘𝑝 − 𝜎𝑝

exp {
ℎ2

4𝜏(𝜘𝑝 − 𝜎𝑝) 
} . (30) 

Перейдем к нахождению уравнений для пара-

метров порядка системы (16)–(18). Встречающиеся 

в этих выражениях интегралы также легко вычис-

ляются по формулам: 

∫ 𝑥2 exp{−𝑎𝑥2} 𝑑𝑥

+∞

−∞

=
1

2𝑎
√

𝜋

𝑎
,            (31) 

∫ 𝑥 exp{−𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥} 𝑑𝑥

+∞

−∞

= 

=
𝑏

𝑎
√

𝜋

𝑎
exp {

𝑏2

4𝑎
},                    (32) 

∫ 𝑥2exp{−𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥} 𝑑𝑥

+∞

−∞

= 

=
(𝑏2 + 2𝑎)

4𝑎2
√

𝜋

𝑎
exp {

𝑏2

4𝑎
},            (33) 

где 𝑎 > 0.  

После интегрирования (16)–(18), используя вы-

численные выражения (29) и (30), можно записать: 

𝜂 =
3

2

𝜏

(𝜘𝑛 − 𝜎𝑛)
−

1

2
,                     (34) 

1

3
(2𝑆 + 1) =

1

4

ℎ2

(𝜘𝑝 − 𝜎𝑝)
2 +

1

2

𝜏

(𝜘𝑝 − 𝜎𝑝)
,   (35) 

𝑀 =
1

2

ℎ

(𝜘𝑝 − 𝜎𝑝)
.                       (36) 
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Воспользуемся теперь условиями сферической 

связи (14) и найдем дополнительную пару уравне-

ний для множителей Лагранжа 𝜘𝑛 и 𝜘𝑝: 

1

2

𝜏

(𝜘𝑛 − 𝜎𝑛)
+ 2

𝜏

(2𝜘𝑛 + 𝜎𝑛)
= 1,         (37) 

ℎ2

4(𝜘𝑝 − 𝜎𝑝)
2 +

1

2

𝜏

(𝜘𝑝 − 𝜎𝑝)
+ 

+2
𝜏

(2𝜘𝑝 + 𝜎𝑝)
= 1.       (38) 

Решая совместно пары уравнений (34) и (35), а 

также (37) и (38), находим лагранжевы множители: 

𝜘𝑛 = 𝜎𝑛 +
3𝜏

2(2𝜂 + 1)
,                   (39) 

𝜘𝑝 =
3𝜏

2(1 − 𝑆)
−

1

2
𝜎𝑝.                   (40) 

Исключив найденные множители из (34)–(36), в 

результате переходим к следующей системе урав-

нений ориентационного состояния суспензии 

ФУНТ в ЖК в рамках сферического приближения 

3𝜂𝜏 − 𝜎𝑛(1 − 𝜂)(2𝜂 + 1) = 0,            (41) 

3𝑆𝜏 − 𝜎𝑝(1 − 𝑆)(2𝑆 + 1) = 𝑀ℎ(1 − 𝑆),    (42) 

𝑀 =
1

3

ℎ(1 − 𝑆)

𝜏 − 𝜎𝑝(1 − 𝑆)
.                    (43) 

Эта система уравнений имеет простой алгебраиче-

ский вид и позволяет определить температурные, 

концентрационные и полевые зависимости пара-

метров порядка системы, а также намагниченность 

ансамбля ФУНТ. В пределе низких температур эти 

уравнения дают правильные асимптотические зна-

чения для параметров порядка. При 𝜏 = 0, ℎ = 0 и 

положительных 𝜔 (планарное сцепление ФУНТ и 

молекул ЖК) получаем 𝜂 = 𝑆 = 1 или 𝜂 = 𝑆 =
−1/2. В беспримесном ЖК, когда объемная доля 

УНТ 𝑦𝑝 = 0, получаем уравнение 

3𝜂𝜏 − 𝜎𝑛(1 − 𝜂)(2𝜂 + 1) = 0,            (44) 

которое совпадает с тем, что получено в ра-

боте [30]. 

2.5. Получение уравнения ориентационного 

состояния. Второй способ 

Уравнения ориентационного равновесия и мно-

жители Лагранжа можно также определить из усло-

вий минимума свободной энергии (12): 

𝜕ℱ

𝜕𝜂
=

𝜕ℱ

𝜕𝑆
=

𝜕ℱ

𝜕𝜘𝑛

=
𝜕ℱ

𝜕𝜘𝑝

= 0.              (45) 

Для этого вычислим энтропийные вклады в свобод-

ной энергии (12) с помощью найденных функции 

распределения (23) и (24): 

⟨ln 𝑊𝑛⟩ = ∫ 𝑊𝑛 ln 𝑊𝑛 𝑑𝝂 =
𝜎𝑛

𝜏
𝜂 −

𝜘𝑛

𝜏
− ln 𝑍𝑛 , (46) 

⟨ln 𝑊𝑝⟩ = ∫ 𝑊𝑝 ln 𝑊𝑝 𝑑𝒆 =
𝜎𝑝

𝜏
𝑆 +

ℎ

𝜏
𝑀 − 

−
𝜘𝑝

𝜏
− ln 𝑍𝑝 ,                        (47) 

где интегралы 𝑍𝑛 и 𝑍𝑝 уже вычислены (см. выраже-

ния (29) и (30)). После подстановки (46) и (47) в (12) 

запишем  

ℱ =
1

2
𝑦𝑛

2𝜂2 +
1

2
𝑦𝑝

2𝛾2𝑆2(𝜔𝑝 + 𝜅𝜏) + 

+𝑦𝑛𝑦𝑝𝛾𝜔𝜂𝑆 − 𝑦𝑛𝜘𝑛 − 

−𝑦𝑝𝛾𝜘𝑝 − 𝑦𝑛𝜏 ln 𝑍𝑛 − 𝑦𝑝𝛾𝜏 ln 𝑍𝑝 .    (48) 

Условия минимума свободной энергии (48) поз-

воляют получить те же выражения для множителей 

Лагранжа (39) и (40), а также уравнения для скаляр-

ных параметров порядка (41) и (42). Дипольная 

часть приведенной намагниченности суспензии 𝑀 

(полярный параметр порядка) должна быть полу-

чена путем усреднения величины (𝒏𝒆) (см. выраже-

ние (18)) с найденной функцией распределения 

(24). Намагниченность всей суспензии может быть 

найдена с помощью термодинамического соотно-

шения  

𝓜 =
1

𝑉

𝜕𝐹

𝜕𝑯
.                              (49) 

3. Обсуждение 

Предложенный нами первый способ получения 

уравнений ориентационного состояния, основыва-

ющийся на нахождении одночастичных функций 

распределения, с помощью которых далее вычисля-

ются все необходимые средние, является более про-

стым и менее трудоемким, чем второй способ, где 

нужно минимизировать свободную энергию (48). 

Действительно, уравнения (34) и (37) сразу позво-

ляют определить множитель Лагранжа 𝜘𝑛 и первое 

уравнение для параметра порядка ЖК (41). Вторая 

пара уравнений (35) и (38) без труда позволяет вы-

разить второй множитель Лагранжа и после его ис-

ключения получить уравнения для параметров по-

рядка ФУНТ (42) и (43). При минимизации 

свободной энергии (45) получаются более громозд-

кие уравнения, которые гораздо сложнее для преоб-

разований, нахождения и исключения множителей 

Лагранжа. 

Ранее для беспримесных нематических [30], хо-

лестерических [31] и смектических [32] ЖК, а 

также ЖК-суспензий анизометричных частиц [23], 

в том числе и магнитных [24], использовался тре-

тий способ получения уравнений ориентационного 

состояния. Этот способ основан на записи гамиль-

тониана системы в приближении среднего поля. С 
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помощью этого гамильтониана вычисляется стати-

стический интеграл, записывается выражение для 

свободной энергии, которое далее минимизируется 

по параметрам порядка и множителям Лагранжа. В 

этом смысле такой подход похож на рассмотрен-

ный нами второй способ получения уравнений ори-

ентационного состояния и обладает теми же недо-

статками. Значительного упрощения в этом 

способе можно добиться, если с помощью гамиль-

тониана среднего поля записать одночастичные 

псевдопотенциалы молекулы ЖК и частиц. Это 

позволит найти функции распределения, с помо-

щью которых можно вычислить все необходимые 

средние, как в рассматриваемом нами первом спо-

собе получения уравнений ориентационного состо-

яния. 

4. Заключение 

В работе предложена молекулярно-статистиче-

ская модель суспензии ФУНТ в нематическом ЖК. 

Использовано известное в теории магнетизма сфе-

рическое приближение, позволяющее получить си-

стему уравнений самосогласования в простой ал-

гебраической форме в отличие от обычной модели 

среднего поля, где уравнения самосогласования яв-

ляются нелинейными и интегральными. Это, несо-

мненно, является преимуществом предложенного 

нами подхода. Рассматриваемая модель среднего 

поля может быть обобщена на случай двуосного 

ориентационного упорядочения ЖК-суспензий на-

ночастиц [27], что позволит описать ориентацион-

ные состояния системы, минуя решение системы 

нелинейных интегральных уравнений. 

Работа выполнена при частичной финансовой 

поддержке Министерства науки и высшего образо-

вания Российской Федерации (проект № FSNF-

2024-0001). 
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