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Представлены результаты исследования структуры ламинарного конвективного погранич-
ного слоя возле нагретой границы раздела однородной жидкости и пористой среды Бринк-
мана, насыщенной той же жидкостью. Граница раздела однородно нагрета и поддерживает-
ся при постоянной температуре. В предположении степенной зависимости проницаемости 
от продольной координаты получено автомодельное представление уравнений конвекции 
жидкости в смежных средах в приближении пограничного слоя и рассчитаны профили ско-
рости и температуры при различных параметрах жидкости, интенсивности нагрева и свой-
ствах пористой среды. Показано, что максимум скорости течения всегда располагается в 
однородной жидкости. Найденные автомодельные решения для поля скорости и температу-
ры у границы раздела сред малочувствительны к изменению интенсивности нагрева и пара-
метров пористой среды. Приведены зависимости автомодельной скорости в характерных 
точках: в максимуме и на границе раздела. Скорость течения с высокой точностью пропор-
циональна температуре границы. Основным управляющим параметров задачи является чис-
ло Прандтля, рост которого приводит к снижению скорости течения в обеих средах и увели-
чению ширины вязкого пограничного слоя. 
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We consider a structure of laminar convective boundary layer near the heated interface between the 
homogeneous liquid and Brinkman porous medium is saturated with the same liquid. The interface 
is heated uniformly. It has the constant temperature. We get the self-similar form of the convection 
equations in the boundary layer approximation. Also, we assume the power-law dependence of the 
medium permeability on the longitudinal coordinate. The self-similar profiles of the velocity and 
temperature in the both media are calculated with the different values of the liquid parameters, heat 
intensity and porous media properties. The velocity maximum always places in the uniform liquid 
layer. The self-similar solutions for velocity and temperature have a weak dependence on the heat-
ing intensity and porous medium parameters. Therefore, the obtained solution can be considered as 
universal in the first approximation. The dependencies of flow velocity on the control parameters 
in characteristic points are obtained. They are maximum velocity position and the interface be-
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tween media. The flow velocity is almost proportional to the interface temperature. The main con-
trol parameter is the Prandtl number. Its’ growth leads to the flow deceleration and viscous bound-
ary layer expansion. 
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1. Введение 

Задачи о взаимодействии смежных потоков 
жидкости имеют широкий спектр приложений. В 
частности, они могут быть применены к описанию 
движения жидкостей в фильтрах, топливных ячей-
ках, тепломассообмена в процессе сушки материа-
лов, распространения загрязнений в грунтовых во-
дах и поверхностных водоёмах, транспорта 
лекарств и питательных веществ в тканях организ-
мов [1, 2]. Сложная структура перечисленных си-
стем обуславливает широкий спектр возможных 
физических явлений. 

Особенности течения в гидродинамических си-
стемах, которые включают смежные области пори-
стой среды и однородной жидкости, активно ис-
следовались ранее различными авторами. 
Классической может быть названа задача о движе-
нии несжимаемой вязкой жидкости в плоском 
слое, ограниченном твёрдой границей сверху и 
бесконечным слоем пористой среды – снизу, при 
наличии продольного градиента давления [2]. 

Течение в пористой среде может быть описано, 
в зависимости от свойств среды, скорости течения 
и вызывающих его сил, моделью Дарси [2, 3], хо-
рошо подходящей для сред с низкой проницаемо-
стью, или моделью Бринкмана, более актуальной 
при высокой пористости и проницаемости [2, 4], с 
применением соответствующих той или иной мо-
дели граничных условий [5–7]. В работе [8] пока-
зано, что несмотря на возможность согласования 
стационарных профилей скорости течения в смеж-
ных средах путём подбора эмпирических парамет-
ров, входящих в граничные условия, пороги 
устойчивости течений и механизмы потери устой-
чивости в модели Дарси и Бринкмана кардинально 
различаются. 

Важные результаты в описании взаимодействия 
смежных течений были получены при использова-
нии приближения пограничного слоя, расположе-
ного на границе раздела двух разнородных обла-
стей [9–12]. Взаимодействие потока однородной 
жидкости с фильтрационным течением также мо-
жет быть описано в приближении пограничного 
слоя. Основной особенностью такой постановки 
являются ненулевое значение скорости течения на 
границе и увлечение жидкости в пористом слое 
внешним потоком. 

Модель Дарси не содержит дифференциально-
го уравнения для скорости, поэтому не допускает 
формирования вязкого пограничного слоя в тече-
нии. С её помощью тем не менее возможно описа-
ние теплопередачи или диффузии молекулярных 
примесей в жидкостях [2, 13–15]. Напротив, мо-
дель Бринкмана допускает существование вязкого 
пограничного слоя [15, 16]. В рамках такого под-
хода ранее были изучены, в частности, темпера-
турные пограничные слои в смежных пористых 
средах с различными параметрами [17]. В работе 
[18] представлено описание изотермического по-
граничного слоя на границе жидкости и пористой 
среды Бринкмана при наличии внешнего вынуж-
денного течения. 

В настоящей работе исследуется структура по-
ля скорости в конвективном пограничном слое 
возле нагретой границы между однородной жид-
костью и пористой средой Бринкмана, насыщен-
ной той же жидкостью. Рассматривается влияние 
температуры границы и проницаемости пористой 
среды на структуру тепловых и динамических по-
граничных слоёв в однородной жидкости и пори-
стой среде, а также на скорость возникающего 
конвективного течения. 

2. Постановка задачи 

2.1. Геометрия системы 

 
Рис. 1. Геометрия задачи и схематическая 
структура пограничных слоёв 
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В работе исследуется структура стационарного 
свободноконвективного течения, которое развива-
ется вблизи нагретой вертикальной границы одно-
родной жидкости и пористой среды, поддерживае-
мой при постоянной температуре, в поле тяжести 
(рис. 1). Температура в обеих средах на удалении 
от границы одинакова и принята за начало отсчёта. 
Вынужденное течение вдали от границы раздела, а 
также поперечные градиенты давления в системе 
отсутствуют. 

2.2. Уравнения движения 

Исходная полная система уравнений гидроди-
намики описываемой задачи включает уравнения 
Навье−Стокса для внешнего течения и уравнения 
Бринкмана для пористой среды [8, 18], а также 
уравнения теплопроводности для обеих сред. Вы-
бор модели Бринкмана обусловливается её более 
высокой физической достоверностью по сравне-
нию с моделью Дарси, поскольку последняя до-
пускает только однородный профиль скорости и 
формирование вязкого пограничного слоя в рам-
ках модели Дарси невозможно [2]. Кроме того, 
модель Бринкмана и соответствующие ей гранич-
ные условия могут быть получены путём осредне-
ния уравнений Навье–Стокса на микроскопиче-
ском уровне в отличие от условий для закона 
Дарси [6, 7, 19]. 

Уравнения для однородной жидкости: 
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уравнения для пористой среды: 
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где v = {u(x,y), w(x,y), 0} – скорость течения жид-
кости (поле скорости предполагается двумерным), 
P – давление, T – температура, φ, K – пористость и 
проницаемость пористой среды, соответственно; ρ, 
ν, χ, β0 – плотность, кинематическая вязкость, тем-
пературопроводность и коэффициент объёмного 
теплового расширения, жидкости, соответственно; 
g – ускорение силы тяжести, γ – единичный вектор, 
направленный вдоль оси x. Индекс p обозначает 
величины, относящиеся к пористой среде. Для 
упрощения описания принято, что пористая среда 
находится в тепловом равновесии с жидкостью, и 
температуропроводности сред совпадают. В урав-
нение Бринкмана для пористой среды (см. (2.2)) 

помимо диссипативного слагаемого с эффективной 
вязкостью, определяемой как νeff = ν/φ [6, 7], вхо-
дит сила сопротивления Дарси, пропорциональная 
скорости. 

На границе раздела y = 0 поставлены условия 
на скорость, температуру, нормальные и касатель-
ные вязкие напряжения [6, 7]: 
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где β – эмпирический параметр, определяемый 
свойствами пористой матрицы и геометрией пор 
на микроуровне, а Θ – температура, поддерживае-
мая на границе раздела сред. 

Задача замыкается условиями на удалении от 
границы раздела: 
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3. Автомодельные уравнения 

3.1. Приближение пограничного слоя 

Для описания течения вблизи нагретой границы 
раздела используется стандартное приближение 
Прандтля [9], поскольку основное изменение ско-
рости и температуры в описываемой системе про-
исходит в поперечном направлении в пределах 
тонкой области с характерной шириной δ. Таким 
образом, рассматриваемая в настоящей работе за-
дача по постановке и структуре близка известной 
задаче Польгаузена о конвективном факеле возле 
нагретой пластины [9, 20]. 

Приближение Прандтля с учётом предполагае-
мой стационарности течения приводит уравнения 
(2.1) и (2.2) к следующему виду: 
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Соответственно, условия на границе раздела (2.3) в 
приближении пограничного слоя с учётом того, 
что продольный градиент давления отсутствует, 
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поскольку течение возникает только благодаря 
конвекции, и вдали от границы скорость жидкости 
равна нулю в обеих средах, принимают вид 
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Вид граничных условий (2.4) не изменяется. 

3.2. Автомодельная форма уравнений 

Основываясь на известных результатах и под-
ходах теории пограничного слоя, дальнейший ана-
лиз задачи удобно производить в терминах функ-
ции тока с использованием автомодельных 
преобразований. Введение функции тока сокраща-
ет число уравнений, поскольку уравнение нераз-
рывности удовлетворяется тождественно, и модель 
(3.1), (3.2) принимает вид 
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Условия на границе раздела записываются следу-
ющим образом: 
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На удалении от границы раздела температура и 
производные функции тока стремятся к нулю: 
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Наконец, модель (3.4)–(3.7) допускает автомо-
дельное преобразование координат, которое удоб-
но провести одновременно с обезразмериванием 
задачи. Выбор автомодельной координаты, функ-
ции тока и температуры в форме 

(, ), ( ),fBx y Ax gTα βξ ψ ξ ξ= Θ==  (3.8) 

где f, g – новые неизвестные функции, обеспечива-
ет автомодельное преобразование, единое для обе-
их сред ввиду линейности граничных условий. Од-
нако для уравнений в пористой среде оно 
оказывается применимым только при задании сте-
пенной зависимости проницаемости от продольной 
координаты 
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Последовательное применение преобразований 
(3.8) к задаче (3.4)–(3.7) однозначно определяет 
показатели степени и масштабные множители 
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Уравнения для автомодельных функций f и g 
принимают окончательный вид 
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где введены безразмерные управляющие парамет-
ры: число Прандтля Pr = ν/χ, число Рэлея 
Ra = 9gβ0Θδ

3/νχ, и аналог числа Дарси Da0 = K0/δ
3/2. 

Условия на границе раздела ξ = 0: 
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условия вдали от границы: 
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Условие для смешанных производных функции 
тока удовлетворяется тождественно. Полученные 
уравнения (3.11) по структуре совпадают с запи-
сью задачи Польгаузена [20], за исключением чис-
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ловых коэффициентов и дополнительного слагае-
мого, описывающего силу сопротивления в пори-
стой среде. 

3.3. Метод решения задачи 

Полученная краевая задача для автомодельных 
функций скорости и температуры решается чис-
ленно методом установления [21]. В уравнения 
(3.11) введено фиктивное время τ: 
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т.е. предполагается, что задача (3.11) является ста-
ционарным пределом системы параболических 
уравнений (3.14). Решение полученной задачи реа-
лизовано посредством конечно-разностного алго-
ритма, основанного на методе тридиагональной 
прогонки. Для его реализации введена новая неиз-
вестная функция u = f’, так что исходное уравнение 
третьего порядка относительно функции f перепи-
сывается в виде уравнения второго порядка отно-
сительно u. 

В качестве начального приближения задаются 
значения скорости течения и температуры во всей 
системе, близкие к нулю. Последующее установ-
ление стационарного режима в расчёте обеспечи-
вается поддержанием постоянной температуры на 
границе раздела. После вычисления следующих 
приближений для u и g в обеих средах методом 
трапеций интегрируются уравнения для функции 
тока f: 
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Последовательное применение граничных условий 
(3.12), задающих непрерывность f и u и скачок 
производной u’ в точке ξ = 0, позволяет реализо-
вать сходящийся самосогласованный итерацион-
ный процесс, который повторяется до достижения 
заданной относительной точности решения. 

Численный алгоритм реализован в виде про-
граммы на языке FORTRAN-90. Расчёт произво-
дится на отрезке [–10, 10]. Возможность перехода 
от бесконечных пределов к конечным обусловлена 
экспоненциальным приближением решений к ну-
лю вдали от границы раздела [9]. Величина шага 
интегрирования составляет 0.01, и вся область рас-

чёта разбита на 2000 интервалов. Относительная 
точность решения, по достижении которой пре-
кращаются итерации, задана на уровне 10–9, время 
выполнения каждого расчёта при этом составляет 
около 7 ч на компьютере с центральным процессо-
ром Intel® Core™ i7-2600 с тактовой частотой 3.4 
ГГц, и при использовании настроек компилятора, 
которые обеспечивают максимальную оптимиза-
цию скорости исполнения программы. 

Рис. 2 иллюстрирует сходимость итерационно-
го процесса для расчёта со значениями параметров 
Ra = 103, Da0 = 10–4, Pr = 1, φ = 0.5 и β = 0. Приве-
дена зависимость максимума автомодельной ско-
рости от номера итерации. 
 

 
Рис. 2. Демонстрация сходимости 
итерационного процесса. Зависимость 
максимального значения функции скорости 
f’(ξ) от номера итерации 

 
Ниже представлены результаты расчётов 

структуры конвективного факела при различных 
значениях управляющих параметров Ra, Da0, β и 
фиксированном значении пористости φ = 0.5 и 
числа Прандтля Pr = 1. 

4. Структура конвективного факела 

4.1. Профиль скорости и температуры 

На рис. 3 показаны рассчитанные поперечные 
профили функций g и f’. На графиках представлено 
по пять наложенных друг на друга кривых, полу-
ченных для Pr = 1, β = 0 и следующих пар значе-
ний управляющих параметров: 

1. Ra = 102, Da0 = 10–3; 
2. Ra = 103, Da0 = 10–2; 
3. Ra = 103, Da0 = 10–3; 
4. Ra = 103, Da0 = 10–4; 
5. Ra = 104, Da0 = 10–3. 

Из рисунков хорошо видно, что различие профи-
лей течения и температуры относительно невели-
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ко. Из структуры амплитудных множителей A и B 
(3.10) следует также, что основным управляющим 
физическим параметром задачи является темпера-
тура границы, а продольная скорость течения про-
порциональна Θ1/2. Тем не менее изменения про-
ницаемости пористой среды оказывают 
выраженное влияние на скорость фильтрации и 
толщину динамического пограничного слоя в по-
ристой среде (левая половина графиков на рис. 4). 
Изменения скорости фильтрации вызывают неко-
торые изменения в автомодельной зависимости 
температуры (рис. 3), тогда как автомодельная 
температура однородной жидкости не зависит от 
параметров системы. 
 

 
а 

 

 
б 

Рис. 3. Профили автомодельных решений 
для различных значений Ra и Da0: а – 
температура g(ξ); б – скорость f’(ξ) 
 

Качественно структура пограничного слоя со-
гласуется с результатами задачи Польгаузена, по-
скольку уравнения модели подчиняются тем же ав-
томодельным преобразованиям: толщина 
пограничного слоя в обеих средах возрастает как 
x1/4, а максимальная скорость течения жидкости 
пропорциональна x1/2. Максимум скорости локали-
зован в однородной жидкости вблизи границы раз-
дела. При этом толщина динамического погранич-
ного слоя в пределах пористой среды оказывается 
существенно меньше, чем в однородной жидкости, 
тогда как толщина тепловых слоёв совпадает. 

4.2. Влияние параметров модели на структуру 
конвективного факела 

На основе проделанных расчётов проанализи-
рованы зависимости толщины динамических и 
тепловых пограничных слоёв, а также значения ав-
томодельной функции скорости f’ в характерных 
точках – на границе раздела сред и в точке макси-
мума. Толщина пограничных слоёв определяется 
условиями 
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где ξmax – положение максимума автомодельной 
скорости. Рис. 4 и 5 иллюстрируют полученные за-
висимости значений скорости и толщин погранич-
ных слоёв от управляющих параметров задачи. На 
рис. 4 зафиксировано значение Da0 = 10–3, а на 
рис. 5 – Ra = 103. 

Видно, что толщина тепловых пограничных 
слоёв, динамического пограничного слоя в одно-
родной жидкости, максимум автомодельного про-
филя скорости и его положение слабо зависят от 
управляющих параметров Ra и Da0. В то же время 
динамический пограничный слой в пористой среде 
обладает высокой чувствительностью к их измене-
нию, что связано с большим вкладом силы сопро-
тивления Дарси в уравнение Бринкмана. 

Значение автомодельной скорости непосред-
ственно на границе раздела также чувствительно к 
изменению чисел Рэлея и Дарси ввиду того, что 
оба параметра входят в автомодельное граничное 
условие для скачка касательной компоненты тен-
зора вязких напряжений (3.12). Вычисленные зна-
чения толщины пограничного слоя согласуются с 
известными результатами для задачи Польгаузена 
[9, 20] при Pr ≈ 1. 

Увеличение числа Прандтля приводит к значи-
тельному снижению максимальной скорости тече-
ния и изменению толщины пограничных слоёв. 
Однако подробное исследование влияния Pr на те-
чение в рассматриваемой системе остаётся пред-
метом дальнейшего изучения. 
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Рис. 4. Зависимости характеристик структуры 
конвективного факела у нагретой границы жид-
кости и пористой среды от числа Рэлея при фик-
сированном значении Da0 = 10–3: а – толщина по-
граничных слоёв; б – автомодельная скорость на 
границе раздела и в точке максимума 

Рис. 5. Зависимости характеристик структуры 
конвективного факела у нагретой границы жид-
кости и пористой среды от числа Дарси при фик-
сированном значении Ra = 103: а – толщина по-
граничных слоёв; б – автомодельная скорость на 
границе раздела и в точке максимума 

5. Заключение 

В целом представленные результаты соответ-
ствуют общим сведениям из теории пограничного 
слоя. Толщина пограничных слоёв убывает по ме-
ре роста интенсивности течения, за исключением 
динамического слоя в пористой среде, формирова-
ние которого вызвано совместным действием кон-
вективного и гидродинамического механизмов – 
течение возникает благодаря неоднородности тем-

пературы и увлечению жидкости течением во 
внешнем слое. 

Выявленные зависимости структуры течения от 
параметров пористой среды свидетельствуют о 
значимости учёта течения в пористой среде в зада-
чах, где требуется описание переноса импульса че-
рез границу раздела в системах смежных сред. Во-
прос о влиянии фильтрационного течения на поток 
тепла через границу раздела на данном этапе ис-
следований остаётся открытым, поскольку в рас-
смотренной постановке прямой теплообмен между 



56 И. В. Тюлькина, К. Б. Циберкин 

смежными средами исключается. Детальный ана-
лиз теплопереноса в приближении пограничного 
слоя может быть получен при исследовании кон-
вективного факела над локализованным (точеч-
ным) источником тепла, расположенным на грани-
це раздела двух сред. 

Представленные в [18] и настоящей работе ре-
зультаты показывают, что для исследования моде-
лей тепломассопереноса в смежных средах в при-
ближении пограничного слоя необходимо 
использовать те же автомодельные преобразова-
ния, что и при описании течений в однородных си-
стемах [9, 10, 20]. Таким образом, анализ течения 
над локализованным источником может быть вы-
полнен путём применения уже известных резуль-
татов для двумерного и трёхмерного конвективно-
го факела [22–24], при задании степенно́й 
зависимости проницаемости среды от продольной 
координаты, определяемой автомодельными пре-
образованиями полей скорости и температуры. 
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