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Статья служит введением к проблематике, обсуждаемой в следующих статьях. Рассматривается 

гипотеза интеграции, предполагающая, что адекватное решение философской проблемы должно 

одновременно давать ответ и на онтологические, и на эпистемологические вопросы. Указанная 

проблема описывается спекулятивно, а также путем обращения к дилемме П. Бенацеррафа, кроме 

того, иллюстрируется на примере сравнения классической и интуиционистской математик и ин-

терпретации понятия компьютерного доказательства. Демонстрируется, что адекватная филосо-

фия математики должна одновременно учитывать онтологические и эпистемологические аспекты 

математики и математической практики. 
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The paper serves as an introduction to the issues discussed in the following articles. It raises the problem 

(challenge) of integration, according to which an adequate solution of a philosophical problem should 

simultaneously be an answer to both ontological and epistemological questions. This problem is described 

speculatively and by referring to P. Benacerraf’s dilemma. In addition, the problem is illustrated by com-

paring classical and intuitionistic mathematics and also through interpretation of the concept of computer 

proof. The paper demonstrates that adequate philosophy of mathematics must simultaneously take into 

account the ontological and epistemological aspects of mathematics and mathematical practice. 
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13 мая 2022 г. в рамках Международной науч-

ной конференции «uAnalytiCon-2022: Абстракт-

ные объекты» (13–14 мая 2022 г., Уральский фе-

деральный университет, г. Екатеринбург) про-

шел круглый стол «Математические объекты, 

структуры и доказательства». Тема круглого 

стола представляла собой попытку рассмотре-

ния взаимосвязей между понятиями математи-

ческого объекта, математической структуры и 

математического доказательства. Одна из ос-

новных гипотез, обсуждавшихся в ходе дискус-

сии, состоит в том, что указанные понятия пло-
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дотворнее (а возможно, и правильнее) исследо-

вать без отрыва друг от друга. Хотя понятия ма-

тематического объекта и структуры относятся, 

скорее, к онтологическим вопросам математики, 

а понятие математического доказательства — к 

эпистемологическим вопросам, вряд ли такое 

«дисциплинарное» деление в философии мате-

матики соответствует сущностному делению в 

самой математике. С одной стороны, если дока-

зательство является средством получения мате-

матического знания или же средством обоснова-

ния математических утверждений, то, скажем 

так, границы доказательства являются граница-

ми математически существующего (существу-

ющего с достаточной степенью математического 

обоснования). С другой стороны, если матема-

тические объекты и структуры обладают опре-

деленными характеристиками, то эти характери-

стики определяют способы получения знания о 

них. Например, если математические объекты и 

структуры являются чувственно воспринимае-

мыми, то доказательство может оказаться чем-то 

подобным эксперименту в естественных науках 

если не по степени обоснования (результаты 

экспериментов вряд ли могут быть признаны 

аподиктичными), то хотя бы по связи с некото-

рым чувственным созерцанием. 

Обсуждаемую гипотезу можно представить в 

виде вызова (или проблемы) интеграции. Для 

начала посмотрим на этот вызов сугубо спеку-

лятивно. В различных областях философии воз-

никают сходные проблемы, а решение этих про-

блем в одной области накладывает ограничения 

на возможные решения в других. Суть пробле-

мы интеграции состоит в том, чтобы дать не 

только адекватные и обоснованные ответы на 

онтологические и эпистемологические вопросы 

разных областей философского знания, но и 

дать их таким образом, чтобы они согласовыва-

лись друг с другом. Для достижения определен-

ных целей философского исследования можно 

прийти к очень интересной онтологии, которая 

будет решать конкретную проблему за счет по-

стулирования некоторого вида сущностей. Тем 

не менее такое решение может оказаться неже-

________________________________________ 
 Термин заимствован из [Peacocke C., 1999], которая ил-

люстрируется с помощью дилеммы П. Бенацеррафа 

[Benacerraf P., 1973], но касается не столько философии 

математики, сколько практически любой проблемы фило-

софии. 

лательным по той причине, что у нас может не 

быть возможности построить соответствующую 

этой онтологии эпистемологию. Другими сло-

вами, сущности для решения этой проблемы мы 

постулируем, но вот объяснить то, каким обра-

зом эти сущности познаются, не сможем. Такое 

решение вряд ли можно назвать приемлемым. 

Возможна и обратная ситуация. Мы сначала 

придумаем адекватную эпистемологию, а потом 

попытаемся построить соответствующую ей он-

тологию. Однако и в этом случае существует ве-

роятность того, что мы столкнемся с непреодо-

лимыми трудностями. В частности, наша эпи-

стемология будет описывать познавательные 

способности, для которых необходимые нам 

сущности окажутся вне досягаемости. 

Если обратиться к более конкретным инкар-

нациям проблемы интеграции, то лучше всего 

коротко рассмотреть дилемму П. Бенацеррафа 

[Benacerraf P., 1973]. Дилемма демонстрирует 

следующее: адекватная философия математики 

должна сочетать в себе и онтологическую, и 

эпистемологическую части. Соответственно, в 

статье П. Бенацеррафа, в которой он представил 

эту дилемму, можно условно выделить два 

фрагмента: (1) формулировка онтологии и уни-

фицированного объяснения языка математики в 

ущерб эпистемологии; (2) формулировка эпи-

стемологии в ущерб унифицированному объяс-

нению языка. 

В первом фрагменте рассматривается пози-

ция математического платонизма, согласно ко-

торому математические объекты представляют 

собой абстрактные сущности. Абстрактные 

сущности «населяют» отдельный мир, не рас-

полагаются в пространстве и времени (напри-

мер, как физические вещи) и не участвуют в 

причинно-следственных отношениях. Такая 

концепция математических объектов позволяет 

использовать достаточно традиционный подход 

к объяснению языка математики — теорию ис-

тины А. Тарского [Tarski A., 1935, 1944]. В 

этом объяснении индивидные константы и ин-

дивидные переменные обозначают внеязыко-

вые объекты, существующие независимо от го-

ворящих агентов. Ключевое преимущество ис-

пользования теории истины А. Тарского для 

объяснения языка математики заключается в 

том, что в этом случае мы имеем унифициро-

ванное объяснение языка, не отличающееся по 

своей форме и базовым понятиям (у 
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А. Тарского понятие истины определяется че-

рез понятия обозначения и выполнимости) от 

(фрагмента) обыденного языка и языка есте-

ственных наук. Однако платонистская концеп-

ция математических объектов вызывает значи-

тельные эпистемологические трудности, т.к. не 

позволяет обращаться ни к каузальной теории 

знания [Goldman A.I., 1967], ни к релайабилиз-

му [Goldman A.I., 1975], а другие эпистемоло-

гические теории (например, обращающиеся к 

понятию математической интуиции) в настоя-

щее время (особенно после натурализации эпи-

стемологии в работах У.В.О. Куайна 

[Quine W.V.O., 1969]) вряд ли могут рассмат-

риваться как серьезные и обоснованные кон-

цепции. Более того, то же самое затруднение 

может быть переформулировано через понятия 

математического убеждения и математического 

факта без обращения к какой-либо конкретной 

эпистемологической концепции [Field H., 1989, 

p. 227–281]. 

Во втором фрагменте рассматриваются по-

пытки сформулировать философию математики 

исходя из эпистемологии. То есть сначала фор-

мулируется адекватная эпистемология, утвер-

ждающая, к примеру, что истинность математи-

ческих утверждений зависит не от существую-

щих объектов особого рода, а от доказательств 

или построений. В частности, такую позицию 

развивали, интуиционисты [Heyting A., 1956] и 

конструктивисты [Марков А.А., 1954, 1972]. В 

этом случае признаются существующими только 

те математические объекты, которые «создают-

ся» умом работающего математика, или объек-

ты, для которых можно задать процедуру по-

строения. Соответственно, обращение к теории 

истины А. Тарского для объяснения языка мате-

матики уже не представляется возможным, т.к. 

никакие внеязыковые сущности, независимые от 

говорящих агентов, просто не предполагаются в 

качестве значений языковых выражений. Для 

объяснения языка математики в таком случае 

можно сформулировать верификационистскую 

или теоретико-доказательную семантику. По-

следняя, правда, приведет к тому, что объясне-

ние математического языка уже не будет анало-

гично объяснению (фрагмента) обыденного язы-

ка или языка естественных наук. 

Получается, дилемма П. Бенацеррафа созда-

ет затруднительную ситуацию в философии ма-

тематики, в рамках которой мы можем иметь 

либо платонистскую онтологию и унифициро-

ванное объяснение языка математики, либо 

адекватную эпистемологию. Выбор одной из 

сторон этой дилеммы зачастую делается в 

ущерб другой стороне. Однако нельзя сказать, 

что дилемма П. Бенацеррафа вовсе не имеет 

решения; скорее, ее следует рассматривать как 

трудное испытание, задачу или вызов 

[Linnebo Ø., 2006]. Несколько иначе рассматри-

ваемый вызов интеграции можно представить 

как ситуацию, в которой «[м]ы должны совме-

стить адекватную концепцию того, в чем за-

ключается истинность утверждений данного 

вида, с убедительной концепцией того, как мы 

можем знать эти утверждения, когда мы их 

[действительно] знаем» [Peacocke C., 1999, 

p. 1]. Иными словами, мы можем понимать, в 

чем состоит истинность утверждений некото-

рой области философии, но при этом не пони-

мать, каким образом мы в принципе имеем 

убеждение в содержании этих утверждений, 

или мы можем понимать, каким образом у нас 

сформировались убеждения в содержании не-

которых утверждений, но при этом мы не мо-

жем ясно описать их условия истинности. 

Обратимся теперь к тому, каким образом в 

обсуждаемой гипотезе о взаимосвязи понятий 

математического объекта, структуры и доказа-

тельства могут влиять друг на друга. Наиболее 

очевидным примером, иллюстрирующим взаи-

моотношения между математическими объекта-

ми (будь они чем-то самостоятельным или лишь 

частями некоторых структур) и доказательства-

ми, является различие между классической ма-

тематикой и интуиционистской (и частью кон-

структивистской). Например, Л.Э.Я. Брауэр вы-

делает два акта интуиционизма [Brouwer L.E.J., 

1981, p. 4–8]. Согласно первому акту интуицио-

низма, математика является безъязыковой дея-

тельностью ума, а память и восприятие движе-

ния времени порождают натуральные числа. 

Второй же акт иллюстрирует то, что существует 

два способа создания новых сущностей, осно-

ванных на свободном выборе, порождающем 

бесконечные последовательности уже признан-

ных объектов, что, в свою очередь, устанавлива-

ет существование интуиционистского контину-

ума, в некоторых аспектах отличающегося от 

континуума в классической математике. Однако 

адекватно сравнить классическое и интуицио-

нистское понятие континуума весьма затрудни-

тельно по той причине, что интуиционистские 

действительные числа обладают отличными от 
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классических действительных чисел свойствами. 

Поскольку интуиционисты признают только по-

тенциальную бесконечность, допустимыми ока-

зываются только такие бесконечные объекты, 

которые могут быть порождены «пошагово». 

Согласно Л.Э.Я. Брауэру, бесконечные последо-

вательности конечных объектов (например, 

натуральных чисел) представляют собой после-

довательности, порожденные свободной волей. 

Такая последовательность может быть либо 

всюду определенной («законоподобной», 

например, последовательность нулей или воз-

растающие обычным образом последовательно-

сти четных чисел, простых чисел или натураль-

ных чисел), либо недетерминированной («безза-

конной», например, последовательность резуль-

татов броска кубика, когда заранее неизвестно, 

какое значение выпадет на любом отдельно взя-

том шаге). Для любой недетерминированной 

(«беззаконной») последовательности известен 

только ее начальный фрагмент, сама же такая 

последовательность не завершена, т.к. число ее 

элементов зависит от свободной воли создающе-

го субъекта (своего рода трансцендентального 

субъекта [Atten M. van, 2004, 2007]. Более того, 

любая детерминированная последовательность в 

любой момент в соответствии со свободной во-

лей создающего субъекта может быть превра-

щена в недетерминированную, а всякое действи-

тельное число представляется как такая после-

довательность выбора (или свободно становя-

щаяся последовательность). Такие последова-

тельности выбора обосновывают введение акси-

ом непрерывности, благодаря которым выводят-

ся утверждения, являющиеся ложными в клас-

сической математике. Соответственно, понятие 

континуума в интуиционизме не является лишь 

ослаблением классического понятия континуу-

ма; эти два понятия «схватывают» сходные, но 

разные феномены. 

Таким образом, особый подход к понятию 

доказательства в интуиционизме (интуицио-

нистское понятие доказательства является более 

________________________________________ 
 Различие проявляется, например, в том, что некоторые 

классически истинные утверждения о классическом кон-

тинууме являются интуиционистски ложными или имеют 

неопределенное истинностное значение, тогда как неко-

торые интуиционистские утверждения об интуиционист-

ском континууме оказываются классически ложными. 

Сходство же состоит в том, что некоторые утверждения о 

континууме являются истинными как с классической, так 

и с интуиционистской точек зрения. 

строгим по сравнению с классическим и пред-

полагает только прямые формы) вместе с опре-

деленными эпистемически мотивированными 

концепциями в конечном счете приводит к тому, 

что онтологии формулируемых математических 

теорий оказываются отличными от онтологий 

теорий классической математики. При этом раз-

личие между объектами двух «типов» онтологий 

математических теорий проявляется не столько 

в разных истинностных значениях математиче-

ских утверждений, сколько в природе объектов 

этих онтологий. 

Еще одним примером возможного влияния 

понятия «доказательство» на предмет математи-

ки и природу математических объектов являют-

ся некоторые попытки интерпретации компью-

терных доказательств. Обычно под доказатель-

ством понимают обозримую и поддающуюся 

формализации конструкцию, целью которой яв-

ляется достижение убежденности [Tymoczko T., 

1979, p. 59]. Вычислительная техника при дока-

зательстве теорем зачастую используется для 

решения различного рода сложных в комбина-

торном отношении задач. Такие доказательства 

предполагают перебор разных комбинаций и их 

последовательную проверку, а самым знамени-

тым компьютерным доказательством является, 

конечно же, доказательство теоремы о четырех 

красках [Appel K., Haken W., 1977; Appel K. 

et al., 1977]. Для отдельного человека, имеющего 

ограниченную продолжительность жизни и 

ограниченные умственные возможности, прове-

рить компьютерную часть доказательства не-

возможно. Таким образом, у компьютерных до-

казательств отсутствует одна важная черта — 

обозримость. Компьютерное доказательство не-

возможно обозреть, как невозможно по-

нять/проверить каждый отдельно взятый шаг 

этого доказательства. В каком смысле такие 

конструкции могут вообще считаться математи-

ческими доказательствами? 

По мнению Т. Тимошко [Tymoczko T., 1979], 

компьютерные доказательства сближаются с ре-

зультатами экспериментальных наук. Подобно 

тому как в рамках эксперимента или даже серии 

связанных экспериментов невозможно учесть 

все изменения параметров, так невозможно и 

обозреть каждый шаг компьютерного доказа-

тельства. Так как Т. Тимошко является последо-

вателем фаллибилистской философии матема-

тики И. Лакатоса, он предлагает пересмотреть 

статус математики, а также понятия доказатель-
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ства и теоремы. По его мнению, математика не 

является чистой и априорной дисциплиной, 

предметом которой выступает нечто сугубо вне-

эмпирическое, а результаты математического 

исследования не являются аподиктическими, как 

это традиционно считается. Математика, по его 

мнению, схожа с эмпирическими науками; ре-

зультаты математического исследования пред-

ставляют собой вероятностные истины, которые 

со временем пересматриваются, а доказатель-

ства сродни эксперименту. Видимо, и математи-

ческие объекты в таком случае следует пони-

мать не как особый род вечных объектов, распо-

лагающихся в идеальном мире, а скорее, как не-

что изменчивое, преходящее и бренное. 

Однако компьютерные доказательства (в 

частности, доказательство теоремы о четырех 

красках) можно интерпретировать и другим об-

разом, например вслед за С. Шэнкером 

[Shanker S., 1987]. В его витгенштейнианской 

интерпретации доказательство представляет со-

бой особые грамматические конструкции, кото-

рые определяют правила употребления симво-

лов математического языка. Если доказательство 

не является обозримым, то мы, изучая его, не 

можем понять правило. Тем самым мы не спо-

собны правильно употреблять соответствующие 

математические символы и делать значимые 

утверждения. В этом случае приходится гово-

рить об отсутствии понимания отдельных мате-

матических результатов или даже целых разде-

лов математики, в которых такие необозримые 

доказательства занимают центральное место. 

Вероятно, эту витгенштейнианскую мысль мож-

но продолжить в духе П. Теллера [Teller P., 

1980], выделяя «человеческую» математику (до-

ступную для понимания ограниченными суще-

ствами) и собственно математику. При таком 

подходе предметом «человеческой» математики 

являются математические объекты, доступные 

человеческому познанию с помощью человече-

ских математических доказательств, какими бы 

они ни были. Это математические объекты, ко-

торые можно обозначить как человеческие мате-

матические объекты. И кто знает, что за матема-

тические объекты скрываются за границами че-

ловеческого понимания, за границами человече-

ских доказательств? 

Таким образом, изменение понятия доказа-

тельства, возникновение новых видов и форм 

доказательств приводит к изменению понимания 

предмета математики и математических объек-

тов. Однако нельзя утверждать, что эти измене-

ния однонаправленны. Рассмотренный в начале 

статьи вызов (или проблема) интеграции пред-

полагает, что не только эпистемология опреде-

ляет или ограничивает онтологию, но и наобо-

рот: влияние может осуществляться на эписте-

мологию со стороны онтологии, а при построе-

нии адекватной философии математики следует 

учитывать оба полюса философского исследо-

вания. Этому и некоторым другим связанным 

вопросам посвящены приведенные далее статьи. 
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