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Полугруппа всех бинарных отношений на множестве 
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Аннотация. Рассматриваются свойства полугруппы R(X) всех бинарных отношений 

на непустом множестве X с операцией композиции бинарных отношений. Доказано, 

что в терминах полугруппы R(X) выражается вся информация о бинарных отношениях 

на X. Описаны изоморфизмы между полугруппами R(X) и R(Y) для произвольных мно-

жеств X и Y. Получена абстрактная характеризация полугрупп R(X). 

Ключевые слова: бинарное отношение; полугруппа бинарных отношений; полугруп-

повая характеризация. 
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Введение 

Исследуется полугруппа R(X) всех бинарных отношений на произвольном непу-

стом множестве X относительно операции композиции бинарных отношений.  

Полугруппа S(X) преобразований произвольного множества X играет важную роль 

в современной математике. Хорошо известен аналог теоремы Кэли о группах: любая по-

лугруппа A изоморфна подполугруппе сдвигов полугруппы S(A{1}). По теореме Шрей-

ера–Мальцева любой изоморфизм полугрупп S(X) и S(Y) порождается биекцией мно-

жеств X и Y (см. [1, с. 27]). Если X – топологическое пространство, то через S(X) обозна-

чается полугруппа всех непрерывных преобразований пространства X. Полугруппам 

S(X) непрерывных преобразований топологических пространств X посвящена большая 

обзорная статья Мейджила [2]).  

Бинарное отношение – одно из центральных понятий теоретико-множественной 

математики. Систематизация понятий и обозначений теории бинарных отношений дана 

Риге [3]. История развития понятия бинарного отношения затронута во введении к мо-

нографии [4]. Полугруппы R(X) рассматривались разными математиками, в частности   

В. В. Вагнером [5] в рамках его теории полугрупп частичных преобразований (т. е. од-

нозначных бинарных отношений на множестве). Изучение некоторых алгебраических 

свойств (делимость, регулярность, главные идеалы) полугрупп R(X) осуществлено в ра-

боте К. А. Зарецкого [6]. Полугруппы непрерывных бинарных отношений на топологи-

ческих пространствах исследовались в работах [7–9].  

Целью нашей статьи является доказательство теорем 1–3 о полугруппах бинарных 

отношений. 

1. Методы 

1.1. Исходные понятия 

Бинарным отношением между множествами A и B называется произвольное под-

множество  прямого произведения A×B={(a, b): aA, bB}; вместо (a, b) будем пи-

сать ab. 

Бинарное отношение между одинаковыми множествами A=B называется бинарным 

отношением на множестве A.  

Пусть даны бинарные отношения A×B и σB×C.  

Важнейшим является понятие композиции σA×C бинарных отношений  и σ: 

aA cC 

𝑎(σρ)𝑐 ⇔ ∃𝑏𝐵(𝑎ρ𝑏 & 𝑏σ𝑐). 

Композиция бинарных отношений ассоциативна там, где определена.  
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Бинарное отношение –1BA, b–1a  ab, называется обратным к отношению 

AB. Отображение →–1 является биекцией множества всех бинарных отношений 

между A и B на множество всех бинарных отношений между B и A.  

Бинарное отношение  на множестве X является подмножеством прямой степени 

X2=XX и элементом булеана B(X×X). Отношение равенства на множестве X обознача-

ется 1X. Пустое отношение будем обозначать, как и пустое множество, через . 

Образом подмножества A множества X при бинарном отношении  называется 

множество A=(A)={bY: aA ab}Y. Областью определения бинарного отношения 

 называется множество D()=Y–1=–1(Y). Множеством значений (образом) бинарного 

отношения  будет множество R()=X=D(–1). Отметим, что для любого бинарного от-

ношения  между множествами X и Y  

ρ =∪𝑎∈𝑋 ({𝑎} × ρ({𝑎})) =  ∪𝑏∈𝑌 (ρ−1({𝑏}) × {𝑏}). 

Включение , объединение  и пересечение  бинарных отношений суть 

теоретико-множественные включение, объединение и пересечение  и  на булеане 

B(X×Y) множества X×Y. 

Бинарное отношение  между множествами X и Y называется: 

всюду определенным, если D()=X (т. е. 1X  –1); 

однозначным, если aX b1, b2Y (ab1 & ab2  b1=b2) (
–1  1Y); 

инъективным, если a1, a2X bY (a1b  a2b  a1=a2) (
–1  1X); 

сюръективным, когда R()=Y, т. е. 1Y  –1;  

биективным (биекцией или взаимно однозначным соответствием), когда оно 

всюду определено, однозначно, инъективно и сюръективно (–1=1X и –1=1Y). 

Всюду определенное однозначное бинарное отношение между множествами X и Y 

называется функциональным, функцией или отображением (X→Y). 

Всюду определенные бинарные отношения называют также многозначными функ-

циями, а однозначные бинарные отношения – частичными функциями. Отображения 

множества в себя называются еще преобразованиями этого множества. 

Для любого бинарного отношения  между A и B имеем: 

 всюду определено  –1 сюръективно;  

 однозначно  –1 инъективно.  

1.2. Арифметика бинарных отношений 

Пусть даны произвольные бинарные отношения , ,  между множествами X и Y, 

бинарные отношения ,  между множествами Y и Z, бинарное отношение  между мно-

жествами Z и U.  

Легко видеть, что для указанных бинарных отношений и любых множеств A, B  X 

верна  

Лемма 1. Имеют место следующие свойства бинарных отношений: 

1) (–1)–1=,   –1; 

2) ()–1=–1–1; 

3) ()=(); 

4) 1X =, 1Y=, ==; 

5) =      –1  –1; 

6) (   &   )   ; 

7) ()=(), =; 

8) =, =; 



Е. М. Вечтомов, А. А. Мамаев 

8 

9) ()=, ()=; 

10) ()–1=–1–1, ()–1=–1–1; 

11)       ,       ; 

12) ()  , ()  . 

13) (AB)=AB, (AB)  AB; 

14) A()=AA, A()  AA; 

15) A()=(A). 

Бинарное отношение  на множестве X назовем полным отношением, если 

=D()R(). Полными отношениями на непустом множестве X служат константные 

отображения x: X→{x}, xX. Константные отображения x=X{x} являются минималь-

ными элементами упорядоченного множества всех полных всюду определенных бинар-

ных отношений на X, рассматриваемого с отношением включения  бинарных отноше-

ний.  

Любое подмножество A множества X служит областью определения и множеством 

значений полного бинарного отношения AAR(X).  

Для любого элемента x произвольного непустого множества X положим           

x=(x)
-1={x}X – коконстантное отношение на X. Коконстантные отношения на мно-

жестве X также являются полными отношениями на X.  

Легко видеть, что имеет место  

Лемма 2. Если a, bX, то  

π𝑎π𝑏 =  ⇔ 𝑎 ≠ 𝑏; π𝑎π𝑏 = 𝑋 × 𝑋 ≠  ⇔ 𝑎 = 𝑏. 

2. Результаты 

2.1. Алгебраические свойства полугруппы R(X) 

Напомним некоторые полугрупповые понятия.  

Полугруппой называется непустое множество с определенной на нем одной ассоци-

ативной бинарной операцией. Пусть SS,  – произвольная мультипликативно записан-

ная полугруппа. Ассоциативность означает, что на S выполняется тождество (xy)z=x(yz). 

Как обычно, часто пишем xy вместо xy. Любая полугруппа удовлетворяет обобщенному 

закону ассоциативности: произведение конечного числа элементов полугруппы, взятых 

в фиксированном порядке, не зависит от расстановки скобок.  

Элемент 1 (элемент 0) полугруппы S называется ее единицей (нулем), если 1s=s1=s 

(0s=s0=0) для всех sS.  

Полугруппа S называется полугруппой левых нулей (правых нулей), если S удовле-

творяет тождеству xy=x (xy=y соответственно). Элемент e полугруппы S называется ле-

вым нулем (правым нулем) в S, если es=e (se=e) для любого элемента sS.  

Левым идеалом полугруппы S называется любое ее непустое подмножество I, для 

которого SI={si: sS, iI}  I. Симметричным образом определяется понятие правого 

идеала полугруппы. Подмножество полугруппы называется идеалом, если оно является 

ее левым и правым идеалом одновременно.  

Рассмотрим полугруппу S с нулем 0 и ее элемент a. Множество Annl a={sS: sa=0} 

– левый аннулятор элемента a, множество Annr a={sS: as=0} – правый аннулятор эле-

мента a. Получаем левый идеал Annl a и правый идеал Annr a в полугруппе S.  

Обозначение. Пусть R(X) – полугруппа всех бинарных отношений на непустом 

множестве X с операцией композиции бинарных отношений. Полугруппа R(X) имеет 

единицу – тождественное отображение 1=1X множества X и нуль – пустое отношение . 

Можно считать также R()={}.  
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Сформулируем некоторые важнейшие свойства полугруппы R(X).  

Лемма 3. Для любых ненулевых бинарных отношений , R(X) имеют место сле-

дующие соотношения: 

1. =  R()D()=. 

2. D()  D()  Annl   Annl . 

3. D()=D()  Annl =Annl . 

4. D()=X  Annl ={}. 

5. R()  R()  Annr   Annr . 

6. R()=R()  Annr =Annr . 

7. R()=X  Annr ={}.  

Доказательство. Соотношение 1 вытекает из определений, а остальные соотноше-

ния леммы 3 следуют из соотношения 1.  

Определение. Будем говорить, что некоторое предложение о бинарных отноше-

ниях на непустом множестве X имеет полугрупповую характеризацию, если оно выража-

ется на языке полугруппы R(X).  

Рассмотрим на множестве R(X) два отношения эквивалентности D и R:  

ρD ⇔ 𝐷() = 𝐷() и R ⇔ 𝑅() = 𝑅() при всех , ∈ 𝑅(𝑋). 

Зададим на фактор-множестве R(X)/D отношение порядка , полагая  

[ρ]D ≤ [σ]D ⇔ 𝐷(ρ) ⊆ 𝐷(σ) для любых , ∈ 𝑅(𝑋).  

Аналогичным образом определим порядок  на фактор-множестве R(X)/R. По лемме 3 

порядки  на R(X)/D и на R(X)/R заданы корректно и упорядоченные множества 

R(X)/D,  и R(X)/R,  имеют полугрупповую характеризацию. 

В силу сказанного, упорядоченные множества R(X)/D,  и R(X)/R,  изоморфны 

булеану B(X), . 

Поэтому, в силу соотношений 4 и 7 леммы 3, верно 

Предложение 1. Бинарные отношения вида a и a, aX, суть в точности всюду 

определенные бинарные отношения с минимальным множеством значений и сюръек-

тивные бинарные отношения с минимальной областью определения, соответственно, 

т. е. они характеризуются полугруппой R(X). 

Обозначим через c(X) и coc(X) – соответственно – полугруппу всех константных 

отображений множества X и полугруппу всех коконстантных отношений на множестве 

X. Заметим, что c(X)–1=coc(X). 

Из предложения 1 следует 

Предложение 2. Полугруппы c(X) и coc(X) допускают полугрупповую характери-

зацию. 

Предложение 3. Для любого ненулевого бинарного отношения R(X) выполня-

ются следующие соотношения: 

1)  – однозначное  c(X)  c(X); 

2)  – инъективное  coc(X)  coc(X); 

3)  – биекция   – обратимый элемент полугруппы R(X). 

Доказательство прямо следует из определений указанных понятий.  

Замечание 1. Отметим, что предложение 1 играет ключевую роль в полугрупповой 

характеризации утверждений о бинарных отношениях. В силу предложения 1 можно 

отождествить элементы a произвольного непустого множества X с константными отоб-

ражениями aR(X): aa для всех aX; также возможно отождествление aa. Так, вме-

сто выражения "элементы a и b полугруппы R(X)" допустимо писать "элементы a и b 

множества X", что доступнее и нагляднее.  
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Следующие три утверждения очевидны.  

Лемма 4. Для любых R(X) и a, bX имеем  

𝑎𝑏 ⇔ 𝑎ρ𝑏 ≠ . 

Лемма 5. Для любых , R(X) имеем  

   ⇔ ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋 (𝑎ρ𝑏 ≠  ⇒ 𝑎σ𝑏 ≠ ). 

Лемма 6. Для любых a, bX верно равенство ab={(a, b)}.  

Замечание 2. Лемма 4 показывает, что принадлежность упорядоченной пары (a, b) 

элементов множества X отношению R(X) имеет полугрупповую характеризацию. В 

свою очередь, лемма 5 дает полугрупповую характеризацию отношению включения  

на множестве R(X). Леммы 5 и 6 также доказывают полугрупповую характеризуемость 

всякого бинарного отношения  на произвольном множестве X.  

Принимая во внимание замечание 2, получаем один из основных результатов ра-

боты. 

Теорема 1. Для любого непустого множества X все элементы, подмножества и 

подполугруппы полугруппы R(X) имеют полугрупповую характеризацию, т. е. определя-

ются в терминах полугруппы R(X).  

Иллюстрацией теоремы 1 служат леммы 2–6 и предложения 1–3.  

2.2. Некоторые подполугруппы полугруппы R(X) 

Дадим полугрупповые характеризации для следующих подполугрупп полу-

группы R(X): 

DR(X) – полугруппа всех всюду определенных бинарных отношений на множе-

стве X; 

IR(X) – полугруппа всех сюръективных бинарных отношений на множестве X; 

FDR(X) – полугруппа всех всюду определенных полных бинарных отношений на 

множестве X;  

S(X) – полугруппа всех отображений X→X (преобразований множества X).  

Предложение 8. Для произвольного непустого множества X справедливы следую-

щие утверждения: 

(1) DR(X)={R(X): Annl ={}}; 

(2) IR(X)={R(X): Annr ={}}; 

(3) FDR(X)={DR(X): DR(X)={}}; 

(4) S(X)={DR(X): c(X)c(X)}; 

(5) c(X) – это в точности множество всех правых нулей полугруппы S(X); 

(6) coc(X) – это в точности множество левых нулей полугруппы всех инъективных 

сюръективных бинарных отношений на множестве X. 

Доказательство. (1) Вытекает из соотношения 4 леммы 3. 

(2) Вытекает из соотношения 7 леммы 3.  

(3) Ясно, что элементы FDR(X) являются правыми нулями полугруппы DR(X). 

Обратно, предположим, что бинарное отношение DR(X) не является полным. Это зна-

чит, что найдутся такие элементы aD() и bR(), что (ab). Тогда a, так как 

bR(a).  

(4) Следует из соотношения 1) предложения 3. 

(5) Следует из равенства c(X)=S(X)FDR(X) и утверждения (3). 

(6) Двойственно утверждению (5), поскольку полугруппа coc(X) антиизоморфна 

полугруппе c(X).  
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Замечание 3. Можно дать полугрупповую характеризацию полугруппы FR(X) все-

возможных полных бинарных отношений на множестве X как FR(X)={FDR(Y): YX}, 

а также двойственных полугруппам FDR(X) и S(X) полугрупп, соответственно, всех пол-

ных сюръективных и всех инъективных сюръективных бинарных отношений на множе-

стве X.  

2.3. Изоморфизмы полугрупп бинарных отношений 

Для любой биекции  множества X на множество Y зададим отображение 

: R(X)→R(Y) формулой  

∀𝑓 ∈ 𝑅(𝑋) αφ(𝑓) = φ−1𝑓φ. 

Ясно, что  будет изоморфизмом полугруппы R(X) на полугруппу R(Y), называемым 

индуцированным изоморфизмом, порожденным биекцией . При этом, как легко видеть, 

разные (неравные) биекции  индуцируют разные изоморфизмы .  

Теорема 2. Для любых непустых множеств X и Y всякий изоморфизм полугруппы 

R(X) на полугруппу R(Y) является индуцированным.  

Доказательство. Пусть  – произвольный изоморфизм полугруппы R(X) на полу-

группу R(Y). По предложению 1 изоморфизм  устанавливает биективное соответствие 

между множеством {x: xX} константных отображений полугруппы R(X) и множеством 

{y: yY} константных отображений полугруппы R(Y), а также между множествами 

{x: xX} и {y: yY} коконстантных отношений полугрупп R(X) и R(Y).  

Зададим биекцию : X→Y формулой  

(𝑥) = 𝑦 ⇔ α(𝑥) = 𝑦 для любых 𝑥 ∈ 𝑋 и 𝑦 ∈ 𝑌. 

Покажем, что (a)=(a) для всех aX. Действительно, если aX и (a)=d для 

элемента dY, то по лемме 4  

𝑎
𝑎 ≠  ⇒ φ(𝑎)

𝑑 = (𝑎)(𝑎) ≠  ⇔ (𝑎) = 𝑑. 

Докажем равенство ()=() для любого R(X). Пусть c, dY и (a)=c, (b)=d 

для подходящих a, bX. Тогда (a)=c и (b)=d. На основании леммы 4 имеем:  

𝑐()𝑑 ⇔ 𝑐()𝑑 ≠  ⇔ (𝑎)()(𝑏) = (𝑎
𝑏) ≠  ⇔ 

⇔ 𝑎
𝑏 ≠  ⇔ 𝑎𝑏 ⇔ 𝑐(−1)𝑑 ⇔ 𝑐()𝑑. 

Следовательно, =. Теорема доказана. 

2.4. Абстрактная характеризация полугруппы R(X) 

Мы даем следующую абстрактную характеризацию полугруппы R(X) всех бинар-

ных отношений на множестве X, имеющем не менее двух элементов. 

Теорема 3. Произвольная полугруппа S с нулем 0 изоморфна полугруппе R(X) для 

некоторого множества мощности  2 тогда и только тогда, когда она удовлетворяет 

следующим условиям: 

1) в S существуют непересекающиеся подполугруппы A правых нулей и B левых ну-

лей; 

2) a, cA b, dB (ba=dc  a=c  b=d); 

3) имеется взаимно однозначное отображение ': A→B, такое, что 

∀𝑎 ∈ 𝐴 ∀𝑏 ∈ 𝐵 (𝑎𝑏 ≠ 0 ⇔ 𝑏 = 𝑎′); 

4) r, sS a, cA (arsc'  0  eA are'esc'  0); 
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5) r, sS a, c, eA (are'  0  esc'  0  are'esc'  0); 

6) r, sS (aA bB (arb  0  asb  0)  r=s); 

7) T  BA sS (aAbB (baT  asb  0).  

Доказательство. Докажем сначала, что полугруппа S=R(X) при неодноэлементном 

непустом множестве X удовлетворяет сформулированным условиям 1)–7). Положим 

A={x: xX} и B={x: xX}. Ясно, что A есть полугруппа правых нулей, а B – полугруппа 

левых нулей и AB=. Для любых x, yX имеем xy={(x, y)} по лемме 6 и y
x= при 

xy и y
x=XX при x=y по лемме 2. Поэтому в полугруппе R(X) выполняются условия 

1)–3). 

Выполнение условий 4)–7) в R(X) проверяется непосредственно. 

В самом деле, пусть даны бинарные отношения r=, s= на X и a=x, c=y для эле-

ментов x, yX. Тогда 

𝑥
𝑦 ≠  ⇔ 𝑥()𝑦 ⇔ ∃𝑧 ∈ 𝑋(𝑥𝑧  𝑧𝑦) ⇔ ∃𝑧 ∈ 𝑋 𝑥

𝑧𝑧
𝑦 ≠ , 

что доказывает 4). Если еще e=z при zX, то, в силу 4), имеем 

𝑥
𝑧 ≠   𝑧

𝑦 ≠  ⇒ 𝑥
𝑧 ≠  ⇒ 𝑥

𝑧𝑧
𝑦 ≠ , 

что доказывает 5). 

Условия 6) и 7) вытекают из определения бинарного отношения.  

Обратно, пусть дана полугруппа S с нулем 0, обладающая свойствами 1)–7). Дока-

жем, что полугруппа S изоморфна полугруппе R(A), где A – полугруппа правых нулей из 

условия 1).  

Каждому элементу rS сопоставим бинарное отношение (r) на множестве A:  

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 (𝑥(𝑟)𝑦 ⇔ 𝑥𝑟𝑦′ ≠ 0). 

При этом, как легко видеть, (a)=a и (b)=c при cA и b=c'. Условия 2), 3), 6) и 7) 

обеспечивают взаимную однозначность отображения : S→R(A).  

Остается показать, что биекция  будет полугрупповым гомоморфизмом, т. е. 

(rs)=(r)(s) для любых r, sS. Возьмем произвольные элементы a, cA. По определе-

нию отображения  и условиям 4) и 5) имеем 

𝑎(𝑟𝑠)𝑐 ⇔ 𝑎𝑟𝑠𝑐′ ≠ 0 ⇔ ∃𝑒 ∈ 𝐴 𝑎𝑟𝑒′𝑒𝑠𝑐′ ≠ 0 ⇔ 

⇔ ∃𝑒 ∈ 𝐴 (𝑎𝑟𝑒′ ≠ 0 & 𝑒𝑠𝑐′ ≠ 0) ⇔ ∃𝑒 ∈ 𝐴 (𝑎(𝑟)𝑒  𝑒(𝑠)𝑐) ⇔ 𝑎((𝑟)(𝑠))𝑐. 

Теорема доказана. 

Приведем пример, показывающий, что условие 7) не выводится из остальных усло-

вий теоремы 3. 

Пример. Возьмем любое неодноэлементное непустое множество X и рассмотрим 

следующее подмножество S полугруппы R(X): 

𝑆 = {π𝑥: 𝑥 ∈ 𝑋} ∪ {π𝑥: 𝑥 ∈ 𝑋} ∪ {𝑥𝑦: 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋} ∪ {, 1𝑋 , 𝑋 × 𝑋}. 

Ясно, что S является подполугруппой полугруппы R(X), имеет нуль  и единицу 1X, удо-

влетворяет условиям 1)–6) теоремы 3. Но в полугруппе S не выполняется условие 7), по-

скольку S не содержит двухэлементные бинарные отношения {(x, y), (y, x)} при xy в X. 

3. Обсуждение 

Теорема 2 является дискретным аналогом теоремы 1 работы [7]. В свете теоремы 2 

нашу теорему 1 можно уточнить, добавив в ее формулировку слова "с точностью до би-

ективных преобразований множества X".  
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Для любого отображения fS(X) и любых элементов a, bX имеем: a f=b  f(a)=b. 

Поэтому всякий изоморфизм полугруппы S(X) на полугруппу S(Y) индуцирован подхо-

дящей биекцией  множества X на множество Y. Тем самым мы получаем указанную в 

начале статьи теорему Шрейера–Мальцева. Кроме того, в силу теоремы 2, все изомор-

физмы полугрупп S(X) и S(Y) однозначно продолжаются до изоморфизмов полугрупп 

R(X) и R(Y).  

Данная нами абстрактная характеризация полугрупп R(X) может показаться не-

сколько искусственной, но она продиктована и мотивирована конкретным устройством 

полугрупп бинарных отношений. По аналогии с приведенным примером можно обосно-

вать логическую независимость каждого из условий 2), 4)–6) в формулировке теоремы 3.  

4. Заключение 

Нами получены следующие важные результаты о полугруппе R(X) всех бинарных 

отношений на произвольном множестве X. Теорема 1 показывает, что на алгебраическом 

языке полугруппы R(X) можно выразить любой факт о бинарных отношениях на множе-

стве X. В теореме 2 описаны все изоморфизмы полугрупп R(X) и R(Y). В теореме 3 дана 

абстрактная характеризация полугрупп R(X). 
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Аннотация. Рассмотрена начально-краевая задача для системы уравнений электроди-

намики в квазистационарном приближении применительно к немагнитному проводя-

щему телу, находящемуся под слоем диэлектрика. Предполагается, что проводник и 

диэлектрик могут быть неоднородными по своим, соответственно, проводящим и ди-

электрическим свойствам. Электромагнитное поле создается сторонним током, проте-

кающим в ограниченной области, располагающейся в среде, внешней по отношению 

к проводнику и диэлектрическому слою; внешняя среда не обладает никакими элек-

трическими и магнитными свойствами. На границах раздела сред предполагаются вы-

полненными обычные условия сопряжения: тангенциальные компоненты напряжен-

ностей должны быть непрерывны; кроме того, на границах непроводящих сред 

должна быть непрерывна нормальная компонента электрической индукции. 

Начально-краевая задача рассмотрена в классической постановке: напряженности 

электрического и магнитного поля предполагаются гладкими функциями, удовлетво-

ряющими уравнениям и граничным условиям в обычном (не обобщенном) смысле. 

При выполнении определенных условий, касающихся связности областей, занятых 

проводником, диэлектриком и сторонним током, а также гладкости границ этих обла-

стей, доказана единственность решения поставленной начально-краевой задачи. 

Также выполнен вывод системы интегро-дифференциальных уравнений, равносиль-

ной исследуемой начально-краевой задаче; ядра интегральных операторов этой си-

стемы имеют слабую особенность. Полученные результаты актуальны для задач вих-

ретоковой дефектоскопии и толщинометрии. 

Ключевые слова: начальные условия; условия сопряжения; уравнения Максвелла; 

квазистационарное приближение; асимптотика; интегральный оператор; объемный 

потенциал; потенциал простого слоя. 
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Abstract. An initial-boundary value problem for a system of the equations of electrodynam-

ics in a quasi-stationary approximation is considered for the case of a nonmagnetic conductive 

body, which is covered with a dielectric layer. It is assumed, that the conductor and the die-

lectric can be inhomogeneous in their conductive and dielectric properties, respectively. An 

electromagnetic field is induced by an external current, flowing in a limited area, located in 

a media, which external to the conductor and the dielectric layer; the external media has not 

any electrical and magnetic properties. At the boundaries of media, the usual conditions of 

conjugation must be satisfied: the tangential components of the tensions must be continuous; 

in addition, the normal component of the electrical induction must be continuous at the bound-

aries between non-conductive media. The initial-boundary value problem is considered in the 

classical formulation: the tensions of the electric and magnetic fields mast be smooth func-

tions, that satisfy equations and boundary conditions in the usual (not generalized) sense. 

Under certain assumption about the connectivity of the region with conductor, dielectric and 

foreign current, as well as the smoothness of the boundaries of these regions, the uniqueness 

of solution for the considered initial-boundary value problem is proved. Also a system of 

integro-differential equations, which equivalent to the considered initial-boundary value 

problem, is derived; kernels of integral operators in this system have a weak singularity. The 

results are interest for the problems of eddy current flaw detection and thickness measure-

ment. 
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Введение 

Начально-краевые задачи электродинамики применительно к проводящим телам, а 

также к различным пространственным комбинациям проводников и изоляторов, имеют 

существенное прикладное значение для описания нестационарных процессов в радио-

технике, электротехнике и неразрушающем контроле. Уравнения электродинамики в ин-

тегро-дифференциальной форме более удобны, чем обычные, дифференциальные урав-

нения Максвелла. На интегро-дифференциальные уравнения распространяются теоремы 

общего характера о существовании и единственности решения, а также о сходимости 
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различных численных методов, доказанные для широкого класса интегральных уравне-

ний. В интегро-дифференциальных уравнениях условия сопряжения на границе раздела 

сред оказываются учтенными автоматически; поэтому при решении интегро-дифферен-

циальных уравнений исчезает необходимость отдельного согласования решений в двух 

пространственных областях с общей границей. Кроме того, если интегро-дифференци-

альные уравнения составлены для какого-либо ограниченного рассеивающего тела, рас-

полагающегося в неограниченной однородной среде, то достаточно решить интегро-диф-

ференциальные уравнения для области, занятой рассеивающим телом, и для ее границы: 

поле снаружи рассеивающего тела вычисляется непосредственным интегрированием по 

объему тела и его поверхности. Эти обстоятельства указывают на актуальность вывода и 

исследования интегро-дифференциальных уравнений электродинамики для различных 

комбинаций проводников и диэлектриков. 

Ранее были получены и исследованы интегро-дифференциальные уравнения элек-

тродинамики для нестационарного электромагнитного поля в неферромагнитном про-

воднике [1–4]. Однако вывод этих уравнений не предполагал квазистационарность, ти-

пичную для вихретоковых методов неразрушающего контроля. Кроме того, были полу-

чены и в различных аспектах исследованы интегро-дифференциальные уравнения для 

квазистационарного электромагнитного поля в однородном проводнике [5], в бездефект-

ном проводнике [6], в тонких проводящих оболочках [7–10], а также в объемном провод-

нике, содержащем дефект в виде полости [11]. Однако для вихретоковой толщинометрии 

не меньший интерес представляет собой случай неферромагнитного проводника, нахо-

дящегося под диэлектрическим слоем – в представленной работе получена соответству-

ющая система интегро-дифференциальных уравнений. 

1. Постановка начально-краевой задачи 

Предположим, что проводящее тело вместе с покрывающим его диэлектрическим 

слоем занимает ограниченную область Ω1 в трехмерном пространстве ℝ3; само по себе 

проводящее тело, без диэлектрика, занимает ограниченную область Ω; Ω̅ ⊂ Ω1 (здесь и 

далее черта сверху над обозначением множества означает замыкание этого множества; 

границу точечного множества будем обозначать символом 𝜕 перед обозначением множе-

ства). Ненулевой сторонний ток занимает область 𝑇; 𝑇̅ ∩ Ω̅1 = ∅. ∂Ω, ∂Ω1 и ∂𝑇 представ-

ляют собой поверхности Ляпунова; ∂Ω  и ∂Ω1  гомеоморфны сфере, ∂𝑇  гомеоморфна 

тору. Область ℝ3\(𝑇̅ ∪ Ω̅1) коротко обозначим, как Ω0 (рис. 1). 

 
Рис. 1. Взаимное расположение проводника с диэлектрическим слоем и  

области стороннего тока 
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Также будем предполагать, что удельная электропроводность 𝛾 проводника и отно-

сительная диэлектрическая проницаемость 𝜀 диэлектрического слоя не зависят от вре-

мени 𝑡, но могут зависеть от пространственных координат 𝒓 = (𝑥𝟏, 𝑥𝟐, 𝑥𝟑). Функция 𝛾(𝒓) 

непрерывно дифференцируема в Ω и вместе со своими частными производными допус-

кает непрерывное продолжение на ∂Ω . Функция 𝜀(𝒓)  непрерывно дифференцируема в 

Ω1\Ω̅ и вместе со своими частными производными допускает непрерывное продолжение 

на ∂Ω и ∂Ω1. Кроме того, inf𝛾(𝒓) > 𝟎 на Ω и inf𝜀(𝒓) > 𝟏 на Ω1\Ω̅ (то есть, с учетом всех 

возможных продолжений 𝛾(𝒓) и 𝜀(𝒓) на границы областей, проводник нигде не теряет 

своих проводящих свойств, а диэлектрик – своих поляризационных свойств). Будем счи-

тать, что среда, внешняя по отношению к проводнику с диэлектрическим слоем, не об-

ладает проводящими и поляризационными свойствами: 𝛾(𝒓) ≡ 0 и 𝜀(𝒓) ≡ 1 (см. рис 1). 

Кроме того, тела и среды, фигурирующие в задаче, не обладают магнитными свойствами 

(то есть, относительная магнитная проницаемость равна 1 во всем пространстве). 

Будем предполагать, что плотность стороннего тока  𝑱(𝒓, 𝑡)  является векторной 

функцией, при любом 𝑡 ∈ [0, +∞)  непрерывно дифференцируемой в 𝑇̅  по простран-

ственным координатам. Также предположим, что при 𝑡 ∈ [0, +∞) функция 𝑱(𝒓, 𝑡) диффе-

ренцируема по времени относительно равномерной нормы в 𝑇̅:  

 lim
Δ𝑡→0

‖
𝑱(𝒓,𝑡+Δ𝑡)−𝑱(𝒓,𝑡) 

Δ𝑡
− 𝑱̇(𝒓, 𝑡)‖

∞
= lim

Δ𝑡→0
( max

𝒓∈𝑇̅
|

𝑱(𝒓,𝑡+Δ𝑡)−𝑱(𝒓,𝑡) 

Δ𝑡
− 𝑱̇(𝒓, 𝑡)|) = 0, 

где точка над функцией обозначает производную по времени. Заметим, что такой харак-

тер дифференцируемости имеет место, если, например,  𝑱(𝒓, 𝑡) непрерывно дифференци-

руема по совокупности переменных (𝒓, 𝑡) при 𝒓 ∈ 𝑇̅ и 𝑡 ∈ [0, +∞). 

Кроме того, div𝑱(𝒓, 𝑡) ≡ 0 в 𝑇 и 𝐽𝑛 = 0 на ∂𝑇 (𝒏 – единичный вектор внешней нор-

мали к ∂𝑇; вектором, фигурирующим в индексе, обозначается проекция на его направле-

ние). В точках, внешних по отношению к 𝑇, 𝑱(𝒓, 𝑡) ≡ 𝟎 (𝟎 – обозначение нулевого век-

тора). 

Неизвестными в рассматриваемой начально-краевой задаче являются напряженно-

сти электрического и магнитного поля: 𝑬(𝒓, 𝑡) и 𝑯(𝒓, 𝑡), соответственно. 𝑬(𝒓, 𝑡) и 𝑯(𝒓, 𝑡) 

удовлетворяют системе уравнений Максвелла в квазистационарном приближении. Опре-

делим функциональные классы для постановки задачи. 

Так как во всем пространстве ℝ3 отсутствуют какие-либо магнетики, силовые ли-

нии магнитного поля не испытывают никаких преломлений [12]. То есть, 𝑯 как функция 

пространственных координат непрерывна во всем ℝ3 – это обстоятельство, по существу, 

является граничным условием для 𝑯 на всех поверхностях раздела в рассматриваемой 

начально-краевой задаче. Производные 𝑯 по пространственным координатам могут тер-

петь разрывы только на границе токовых областей [6]. Помимо стороннего тока в области 

𝑇, ток проводимости (вихревой ток) также индуцируется в области Ω − его плотность 

равна 𝛾(𝒓)𝑬(𝒓, 𝑡). Следовательно, в постановке задачи будем предполагать, что 𝑯 явля-

ется непрерывно дифференцируемой векторной функцией пространственных координат 

в Ω, ℝ3\(𝑇̅ ∪ Ω̅) и 𝑇. В перечисленных областях [12]: 

 {
div𝑯 = 0

rot𝑯 = 𝛾(𝒓)𝑬 + 𝑱(𝒓, 𝑡)
, (1.1) 

где учтено, что 𝛾(𝒓) ≡ 0  в точках, внешних по отношению к Ω , а 𝑱(𝒓, 𝑡) ≡ 𝟎  в точках, 

внешних по отношению к 𝑇. Также в системе уравнений (1.1) учтено, что в предположе-

ниях квазистационарного приближения магнитное поле может создаваться исключи-

тельно токами проводимости: токи смещения пренебрежимо малы [12].  

Напряженность электрического поля 𝑬, создаваемого переменным током в области 
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𝑇, при отсутствии рассеивающих тел в пространстве выражается по известным форму-

лам через объемный векторный потенциал от 𝑱(𝒓, 𝑡)  – это напряженность первичного 

электрического поля [6]; она представляет собой непрерывно дифференцируемую в ℝ3 

векторную функцию пространственных координат. Появление проводящего тела с ди-

электрическим слоем в Ω1 равносильно наличию объемных вторичных источников поля 

в Ω и Ω1\Ω̅, а также поверхностных вторичных источников на ∂Ω и ∂Ω1 – последние мо-

гут привести к нарушению непрерывности 𝑬 [6]. То есть, только на  ∂Ω и ∂Ω1 следует 

допускать появление разрывов у 𝑬 (разрывов, которые не распространяются с течением 

времени на другие точки пространства, так как в квазистационарном приближении от-

сутствует явление распространения электромагнитного поля, отсутствуют электромаг-

нитные волны). Таким образом, 𝑬  как функция пространственных координат должна 

быть непрерывно дифференцируемой в Ω, Ω1\Ω̅ и ℝ3\Ω̅1, а также непрерывно продол-

жаемой на ∂Ω и ∂Ω1 изнутри и снаружи; но для каждой из указанных поверхностей ре-

зультаты непрерывных продолжений изнутри и снаружи могут оказаться разными. 

В областях Ω1\Ω̅  и ℝ3\Ω̅1  напряженность электрического поля 𝑬  удовлетворяет 

следующей системе уравнений [12]: 

 {
div(ε(𝒓)𝑬) = 0

rot𝑬 = −μ0𝑯̇
, (1.2) 

где учтено, что 𝜀(𝒓) ≡ 1 в точках, внешних по отношению к Ω1; 𝜇0 – магнитная постоян-

ная. 

Для проводящей области Ω  в уравнении с дивергенцией нет необходимости: оно 

непосредственно вытекает из уравнения для ротора 𝑯 в (1.1). Поэтому из всех уравнений 

для 𝑬 применительно к области Ω остается только то уравнение, которое содержит ротор 

𝑬 [5]: 

 rot𝑬 = −μ0𝑯̇. (1.3) 

На ∂Ω1, как на границе двух непроводящих сред, должны быть выполнены следу-

ющие условия сопряжения [12]: 

 {
𝜀int𝐸𝜈1,int = 𝐸𝜈1,ext

[𝑬int × 𝝂𝟏] = [𝑬ext × 𝝂𝟏]
, (1.4) 

где "int" и "ext" − обозначение, соответственно, пределов изнутри и снаружи; 𝝂1 – еди-

ничный вектор внешней нормали к ∂Ω1. Первое условие в (1.4) означает непрерывность 

нормальных компонент индукции электрического поля, второе – непрерывность каса-

тельных компонент напряженности электрического поля при пересечении ∂Ω1. 

На ∂Ω1, как на границе проводника и диэлектрика, должно быть выполнено только 

условие непрерывности касательной составляющей напряженности [5]: 

 [𝑬int × 𝝂] = [𝑬ext × 𝝂], (1.5) 

где 𝝂 – единичный вектор внешней нормали к ∂Ω. 

Кроме того, поверхность раздела проводника и диэлектрика предполагается элек-

тронейтральной, что приводит к следующему интегральному равенству для 𝑬 [5, 12]: 

 ∮ 𝜀ext(𝒓)𝐸𝜈,ext(𝒓, 𝑡)
𝜕Ω

𝑑𝑆 = 0, (1.6) 

где 𝑑𝑆 – элемент площади. 

На бесконечности 𝑬 и 𝑯 должны иметь следующую асимптотику [11, 12]: 
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 {
𝐸 = 𝑂(1 𝑟2⁄ ), 𝑟 → +∞  

𝐻 = 𝑂(1 𝑟2⁄ ), 𝑟 → +∞  
. (1.7)  

Наибольший интерес для практики представляет распределение в пространстве и 

динамика 𝑬, а не 𝑯: электрическое поле внутри проводника определяет глубину проник-

новения вихревых токов; поле снаружи проводника определяет ток, создаваемый на из-

мерительном витке. Поэтому из начально-краевой задачи электродинамики принято раз-

личными способами 𝑯 исключать, и сводить задачу к нахождению 𝑬 [13]. Это приводит 

к дифференцированию 𝑬 по времени, но только в объеме проводника (то есть, в области 

Ω). Поэтому, несмотря на то обстоятельство, что в изначальной системе уравнений для 

квазистационарного приближения фигурирует 𝑯̇, в постановке задачи потребуем диффе-

ренцируемость по времени только от 𝑬, причем только в Ω, и начальные условия поста-

вим только для 𝑬 в Ω: ниже будет показано, что это гарантирует и дифференцируемость 

𝑯 по времени, и единственность решения рассматриваемой начально-краевой задачи. 

Будем предполагать, что при 𝑡 ∈ [0, +∞) 𝑬 должна быть непрерывно дифференци-

руема по времени относительно равномерной нормы в Ω̅: 

lim
Δ𝑡→0

‖
𝑬(𝒓,𝑡+Δ𝑡)−𝑬(𝒓,𝑡) 

Δ𝑡
− 𝑬̇(𝒓, 𝑡)‖

∞
= lim

Δ𝑡→0
( sup

𝒓∈Ω
|

𝑬(𝒓,𝑡+Δ𝑡)−𝑬(𝒓,𝑡) 

Δ𝑡
− 𝑬̇(𝒓, 𝑡)|) = 0, 

где использовано обозначение точной верхней грани, а не максимума, потому что на ∂Ω 

напряженность 𝑬, строго говоря, не определена: она допускает непрерывное продолже-

ние на ∂Ω изнутри области, но также допускает продолжение и снаружи – ни одно из этих 

продолжений не является определяющим для 𝑬 на ∂Ω. 

Кроме того, как было отмечено выше, в Ω должны быть заданы начальные условия 

для 𝑬: 

 𝑬(𝒓, 0) = 𝑬𝟎(𝒓). (1.8) 

Из второго уравнения (1.1) получается, как следствие, условие соленоидальности 

плотности вихревого тока в Ω: 

 div(γ(𝒓)𝑬) = 0. (1.9) 

Также из второго уравнения (1.1) и условия непрерывности 𝑯 вытекает следующее 

условие для 𝑬 на ∂Ω [5]: 

 𝐸ν,int = 0. (1.10) 

Очевидно, начальные условия (1.8) должны удовлетворять (1.9) и (1.10), чтобы по-

становка задачи не была внутренне противоречивой. 

2. Единственность решения начально-краевой задачи 

Докажем, что начально-краевая задача (1.1)–(1.8) в выбранном функциональном 

классе имеет не более одного решения. Заметим, что при условии непрерывности нор-

мальных компонент 𝛾𝑬  и 𝑱   на ∂Ω  и ∂𝑇 , напряженность 𝑯 , непрерывная во всем про-

странстве, а также непрерывно дифференцируемая в Ω , ℝ3\(𝑇̅ ∪ Ω̅)  и 𝑇 , определяется 

системой уравнений (1.1) и предельным условием (1.7) однозначно, через ротор от объ-

емного векторного потенциала [14]: 

 𝑯(𝒓, 𝑡) = rot (∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝛾(𝒓′)𝑬(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
Ω

+ ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝑱(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
𝑇

), (2.1) 

где 𝐺(𝑅) = 1 (4𝜋𝑅)⁄ , 𝑑𝑉 − элемент объема. 
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   Примем следующие обозначения: 𝑪 − пространство векторных функций, непре-

рывных на множестве, указанном в скобках после 𝑪; 𝑳2 – пространство векторных полей, 

квадратично суммируемых на множестве, указанном в скобках после 𝑳2. 

Лемма 1. Для любой ограниченной области Θ напряженность магнитного поля 𝑯, 

определяемая равенством (2.1), при 𝑡 ∈ [0, +∞) дифференцируема по времени относи-

тельно равномерной нормы в Θ̅. Кроме того, 𝑯 дифференцируема относительно средне-

квадратичной нормы в ℝ3. 

Доказательство. Производные по пространственным переменным от первого и от 

второго объемного потенциала в правой части (2.1) представляют собой линейные непре-

рывные операторы, действующие, соответственно, из 𝑪(Ω̅) в 𝑪(Θ̅) и из 𝑪(𝑇̅) в 𝑪(Θ̅) [15]. 

Тогда таким же свойством непрерывности обладает ротор от суммы этих объемных по-

тенциалов. Следовательно, дифференцируемость 𝑬  и 𝑱  по 𝑡  относительно равномерной 

нормы в Ω̅ и 𝑇̅ влечет за собой дифференцируемость 𝑯 по 𝑡 относительно равномерной 

нормы в Θ̅ (а также перестановочность ротора от интегралов в (2.1) с дифференцирова-

нием по времени). 

Кроме того, производные по пространственным переменным от объемных потен-

циалов в (2.1) представляют собой линейные непрерывные операторы, действующие из 

𝑪(Ω̅)  в 𝑳2(ℝ3)  и из 𝑪(𝑇̅)  в 𝑳2(ℝ3)  [15]. Из этого следует, что 𝑯  дифференцируема по 𝑡 

относительно среднеквадратичной нормы в ℝ3. Лемма доказана. 

Лемма 2. Любое решение (𝑬(𝒓, 𝑡), 𝑯(𝒓, 𝑡)) начально-краевой задачи (1.1)–(1.8) удо-

влетворяет следующему равенству: 

 
𝜇0

2
(∫ 𝑯𝟐(𝒓, 𝑡)𝑑𝑉

ℝ3 )
̇

= − ∫ 𝛾(𝒓)𝑬𝟐(𝒓, 𝑡)𝑑𝑉
Ω

− ∫ 𝑱(𝒓, 𝑡)𝑬(𝒓, 𝑡)𝑑𝑉
𝑇

. (2.2) 

Доказательство. Из уравнений с роторами в (1.1)–(1.3) следует, что для любого ре-

шения рассматриваемой начально-краевой задачи справедливо следующее равенство: 

𝜇0𝑯(𝒓, 𝑡)𝑯̇(𝒓, 𝑡) = 𝑬(𝒓, 𝑡)rot𝑯(𝒓, 𝑡)  −  𝑯(𝒓, 𝑡)rot𝑬(𝒓, 𝑡)  −  𝛾(𝒓)𝑬2(𝒓, 𝑡)  − 

 −𝑱(𝒓, 𝑡)𝑬(𝒓, 𝑡). (2.3) 

Проинтегрируем полученное равенство по ℝ3. Прежде чем проинтегрировать ле-

вую часть (2.3), заметим, что интеграл по ℝ3 от произведения функций определяет ска-

лярное произведение в 𝑳2(ℝ3), а 𝑯, в силу леммы 1, дифференцируемо по времени отно-

сительно нормы в 𝑳2(ℝ3). Тогда, в силу свойств скалярного произведения, 

 𝜇0 ∫ 𝑯(𝒓, 𝑡)𝑯̇(𝒓, 𝑡)𝑑𝑉
ℝ3 = 𝜇0〈𝑯(𝑡), 𝑯̇(𝑡)〉 =

𝜇0

𝟐
(〈𝑯(𝑡), 𝑯̇(𝑡)〉 + 〈𝑯̇(𝑡), 𝑯(𝑡)〉) = 

 =
𝜇0

𝟐
〈𝑯(𝑡), 𝑯(𝑡)〉̇ =

𝜇0

𝟐
(∫ 𝑯𝟐(𝒓, 𝑡)𝑑𝑉

ℝ3 )
̇

, 

где треугольными скобками обозначено скалярное произведение в 𝑳2(ℝ3). 

Интегралы от третьего и четвертого слагаемого в правой части (2.3): 

 − ∫ 𝛾(𝒓)𝑬2(𝒓, 𝑡)𝑑𝑉
ℝ3  −  ∫ 𝑱(𝒓, 𝑡)𝑬(𝒓, 𝑡)𝑑𝑉

ℝ3  =  ∫ 𝛾(𝒓)𝑬2(𝒓, 𝑡)𝑑𝑉
Ω

− ∫ 𝑱(𝒓, 𝑡)𝑬(𝒓, 𝑡)𝑑𝑉
𝑇

, 

где учтено, в каких областях 𝛾 и 𝑱 могут быть ненулевыми. 

Интеграл от первого и второго слагаемого в (2.3) сначала возьмем по шару 𝑂𝑅  с 

центром в начале координат и с радиусом 𝑅 достаточно большим, чтобы Ω̅ и 𝑇̅ включа-

лись в 𝑂𝑅. Применим теорему Остроградского–Гаусса к областям Ω, 𝑇, Ω1\Ω̅ и 𝑂𝑅\(𝑇̅ ∪
Ω̅1): 

∫ (𝑬(𝒓, 𝑡)rot𝑯(𝒓, 𝑡)  −  𝑯(𝒓, 𝑡)rot𝑬(𝒓, 𝑡))𝑑𝑉
𝑂𝑅

= ∫ div[𝑯(𝒓, 𝑡) × 𝑬(𝒓, 𝑡)]𝑑𝑉
𝑂𝑅

= 
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 = ∮ [𝑯int(𝒓, 𝑡) × 𝑬int(𝒓, 𝑡)]𝝂(𝒓)𝑑𝑆
∂Ω

+ ∮ [𝑯int(𝒓, 𝑡) × 𝑬int(𝒓, 𝑡)]𝝂1(𝒓)𝑑𝑆
∂Ω1

− 

 − ∮ [𝑯ext(𝒓, 𝑡) × 𝑬ext(𝒓, 𝑡)]𝝂(𝒓)𝑑𝑆
∂Ω

+ ∮ [𝑯int(𝒓, 𝑡) × 𝑬int(𝒓, 𝑡)]𝒏(𝒓)𝑑𝑆
∂𝑇

+ 

 + ∮ [𝑯int(𝒓, 𝑡) × 𝑬int(𝒓, 𝑡)]𝒆𝒓𝑑𝑆
∂𝑂𝑅

− ∮ [𝑯ext(𝒓, 𝑡) × 𝑬ext(𝒓, 𝑡)]𝝂1(𝒓)𝑑𝑆
∂Ω1

− 

 − ∮ [𝑯ext(𝒓, 𝑡) × 𝑬ext(𝒓, 𝑡)]𝒏(𝒓)𝑑𝑆
∂𝑇

, 

где 𝒆𝒓 = 𝒓 𝑟⁄    − внешняя нормаль к сфере ∂𝑂𝑅 . Теорема Остроградского–Гаусса была 

применена к нескольким областям. И в знаках перед поверхностными интегралами 

учтено, что каждый из векторов 𝝂, 𝝂1 и 𝒏 для одной из этих областей является внешним, 

и еще для одной − внутренним. В получившемся выражении, в смешанных произведе-

ниях под знаками поверхностных интегралов, по существу, участвуют только касатель-

ные компоненты 𝑬 и 𝑯 (перпендикулярные нормальному вектору к поверхности). В силу 

граничных условий для 𝑬 и 𝑯, эти компоненты непрерывны при пересечении поверхно-

сти. Следовательно, все поверхностные интегралы в полученном выражении, кроме ин-

теграла по ∂𝑂𝑅, взаимно уничтожаются. Поверхностный интеграл по ∂𝑂𝑅, в силу усло-

вия (1.7), стремится к нулю при 𝑅 → +∞.  

Таким образом, 

 ∫ (𝑬(𝒓, 𝑡)rot𝑯(𝒓, 𝑡)  −  𝑯(𝒓, 𝑡)rot𝑬(𝒓, 𝑡))𝑑𝑉
ℝ3 = 𝟎, 

из чего следует (2.2). Лемма доказана. 

Теорема 1. Начально-краевая задача (1.1) – (1.8) имеет не более одного решения. 

Доказательство. Для доказательства единственности решения рассматриваемой 

начально-краевой задачи необходимо и достаточно показать, что соответствующая одно-

родная задача имеет только нулевое решение. В случае однородной начально-краевой за-

дачи 𝑬𝟎(𝒓) ≡ 𝟎  в Ω  и для любого 𝑡 ∈ [0, +∞)  𝑱(𝒓, 𝑡) ≡ 𝟎  в 𝑇 . Тогда, в силу (2.1), 

𝑯(𝒓, 0) ≡ 𝟎 в ℝ3; а в силу (2.2), 

 
𝜇0

2
(∫ 𝑯𝟐(𝒓, 𝑡)𝑑𝑉

ℝ3 )
̇

= − ∫ 𝛾(𝒓)𝑬𝟐(𝒓, 𝑡)𝑑𝑉
Ω

. (2.4) 

С учетом знака 𝛾, из полученного равенства следует, что ∫ 𝑯𝟐(𝒓, 𝑡)𝑑𝑉
ℝ3  – невозрас-

тающая функция времени. При этом, ∫ 𝑯𝟐(𝒓, 0)𝑑𝑉
ℝ3 = 0. Следовательно, при любом 𝑡 ∈

[0, +∞) ∫ 𝑯𝟐(𝒓, 𝑡)𝑑𝑉
ℝ3 = 0 и 𝑯(𝒓, 𝑡) ≡ 𝟎 в ℝ3.Отсюда, в силу (2.4), в свою очередь сле-

дует, что при любом 𝑡 ∈ [0, +∞) ∫ 𝛾(𝒓)𝑬𝟐(𝒓, 𝑡)𝑑𝑉
Ω

= 0 и 𝑬(𝒓, 𝑡) ≡ 𝟎 в Ω. Осталось до-

казать, что 𝑬(𝒓, 𝑡) ≡ 𝟎 в областях Ω1\Ω̅ и ℝ3\Ω̅1. 

В силу (1.2), в указанных областях rot𝑬(𝒓, 𝑡) = 𝟎. Далее в доказательстве теоремы 

мы не будем указывать зависимость 𝑬 от 𝑡: дифференцирования или интегрирования по 

времени не будет; при этом, все рассуждения и выводы будут применимы к любому кон-

кретному 𝑡 ∈ [0, +∞). Таким образом, 𝑬(𝒓) можно представить, как −grad𝜑(𝒓) [14], где 

потенциал 𝜑(𝒓) дважды непрерывно дифференцируем в Ω1\Ω̅ и ℝ3\Ω̅1 и, вместе с про-

изводными первого порядка, допускает непрерывное продолжение на ∂Ω  снаружи, а 

также на ∂Ω1 изнутри и снаружи. 

Потенциал 𝜑 в каждой из указанных областей определен с точностью до постоян-

ного слагаемого. С учетом (1.7), первые производные 𝜑 на бесконечности имеют асимп-

тотику 𝑂(1 𝑟2⁄ ); тогда постоянное слагаемое в ℝ3\Ω̅1 можно выбрать так, чтобы сам по-

тенциал 𝜑 на бесконечности имел асимптотику 𝑂(1 𝑟⁄ ) – будем считать, что такой выбор 

постоянного слагаемого выполнен: 
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 𝜑 = 𝑂(1 𝑟⁄ ), 𝑟 → +∞, (2.5) 

 grad𝜑 = 𝑂(1 𝑟2⁄ ), 𝑟 → +∞. (2.6) 

Кроме того, в силу (1.4), касательная компонента grad𝜑 непрерывно меняется при 

пересечении ∂Ω1 . Следовательно, предельные значения потенциала на ∂Ω1  изнутри и 

снаружи (то есть, 𝜑int и 𝜑ext) могут отличаться только на постоянную величину − будем 

считать, что выбор постоянного слагаемого для 𝜑  в Ω1\Ω̅  таков, что 𝜑int  и 𝜑ext  друг 

другу равны: 

 𝜑int = 𝜑ext. (2.7) 

Применим к векторному полю 𝜀𝜑grad𝜑 в области 𝑂𝑅\Ω̅ теорему Остроградского–

Гаусса: 

 ∫ div(𝜀(𝒓)𝜑(𝒓)grad𝜑(𝒓))𝑑𝑉
𝑂𝑅\Ω̅

= ∮ 𝜀int(𝒓)𝜑int(𝒓)
𝜕𝜑(𝒓)

𝜕𝜈1
𝑑𝑆

∂Ω1
+ 

 − ∮ 𝜀ext(𝒓)𝜑ext(𝒓)
𝜕𝜑(𝒓)

𝜕𝜈
𝑑𝑆

∂Ω
+ ∮ 𝜑(𝒓)

𝜕𝜑(𝒓)

𝜕𝑟
𝑑𝑆

∂𝑂𝑅
 −  ∮ 𝜑ext(𝒓)

𝜕𝜑(𝒓)

𝜕𝜈1
𝑑𝑆

∂Ω1
, (2.8) 

где учтено, что в точках, внешних по отношению к Ω1, 𝜀(𝒓) ≡ 1. Интегралы по ∂Ω1 в по-

лученном выражении взаимно уничтожаются вследствие (1.4) и (2.7): 

 ∮ 𝜀int(𝒓)𝜑int(𝒓)
𝜕𝜑(𝒓)

𝜕𝜈1
𝑑𝑆

∂Ω1
− ∮ 𝜑ext(𝒓)

𝜕𝜑(𝒓)

𝜕𝜈1
𝑑𝑆

∂Ω1
=  

 = ∮ 𝜑int(𝒓)(𝜀int𝐸𝜈1,int − 𝐸𝜈1,𝑒𝑥t)𝑑𝑆
∂Ω1

= 0. 

В силу (1.5), касательная компонента 𝑬 непрерывно меняется при пересечении ∂Ω. 

Однако 𝑬(𝒓) ≡ 𝟎  в области Ω  и 𝑬 = − grad𝜑  в области Ω1\Ω̅ . Следовательно, предель-

ное значение касательной компоненты grad𝜑 на ∂Ω равно нулевому вектору, и 𝜑 прини-

мает на ∂Ω постоянное значение. Тогда, в силу (1.6), 

 ∮ 𝜀ext(𝒓)𝜑ext(𝒓)
𝜕𝜑(𝒓)

𝜕𝜈
𝑑𝑆

∂Ω
= 𝜑ext ∮ 𝜀ext(𝒓)

𝜕𝜑(𝒓)

𝜕𝜈
𝑑𝑆

∂Ω
= 𝜑ext ∮ 𝜀ext(𝒓)𝐸𝜈,ext(𝒓)

𝜕Ω
𝑑𝑆 = 0. 

Таким образом, из всех слагаемых в правой части (2.8) остается только интеграл по 

∂𝑂𝑅. С другой стороны, в силу (1.2), 

 div(𝜀(𝒓)𝜑(𝒓)grad𝜑(𝒓)) = 𝜑(𝒓)div(𝜀(𝒓)grad𝜑(𝒓)) + 𝜀(𝒓)(grad𝜑(𝒓))
2

= 

 = − 𝜑(𝒓)div(𝜀(𝒓)𝑬(𝒓)) + 𝜀(𝒓)(grad𝜑(𝒓))
2

= 𝜀(𝒓)𝑬𝟐(𝒓). 

Следовательно, равенство (2.8) можно представить в следующем виде: 

 ∫ 𝜀(𝒓)𝑬𝟐(𝒓)𝑑𝑉
𝑂𝑅\Ω̅

= ∮ 𝜑(𝒓)
𝜕𝜑(𝒓)

𝜕𝑟
𝑑𝑆

∂𝑂𝑅
. 

Вследствие (2.5) и (2.6), поверхностный интеграл, получившийся в правой части 

данного равенства, стремится к нулю при 𝑅 → +∞ . Тогда ∫ 𝜀(𝒓)𝑬𝟐(𝒓)𝑑𝑉
ℝ3\Ω̅

= 0 , и 

𝑬(𝒓) ≡ 𝟎 в областях Ω1\Ω̅ и ℝ3\Ω̅1. Теорема доказана. 

3. Вывод системы интегро-дифференциальных уравнений 

Уравнения с роторами в (1.2) и (1.3), а также выражение для 𝑯 (2.1), позволяют ис-

ключить 𝑯 из рассматриваемой начально-краевой задачи. Из (1.2), (1.3) и (2.1) следует, 

что в областях Ω, Ω1\Ω̅ и ℝ3\Ω̅1 

 rot (𝑬(𝒓, 𝑡) + μ0 ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝛾(𝒓′)𝑬̇(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
Ω

+ μ0 ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝑱̇(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
𝑇

) = 𝟎. 

Таким образом, в перечисленных областях 𝑬 допускает следующее представление: 
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𝑬(𝒓, 𝑡) = −μ0 ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝛾(𝒓′)𝑬̇(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
Ω

− μ0 ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝑱̇(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
𝑇

 −  

 − grad𝜑(𝒓, 𝑡), (3.1) 

где потенциал 𝜑(𝒓, 𝑡)  как функция пространственных координат дважды непрерывно 

дифференцируем в Ω, Ω1\Ω̅ и ℝ3\Ω̅1 и, вместе с производными первого порядка, допус-

кает непрерывное продолжение на ∂Ω и ∂Ω1 изнутри и снаружи. 

Заметим, что первое и второе слагаемые в правой части (3.1) соленоидальны; дока-

жем это для первого слагаемого: 

 div ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝛾(𝒓′)𝑬̇(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
Ω

= (div ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝛾(𝒓′)𝑬(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
Ω

)
̇

. (3.2) 

Воспользуемся (1.9) и (1.10): 

div ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝛾(𝒓′)𝑬(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
Ω

= ∫ grad𝒓(𝐺(|𝒓 − 𝒓′|))𝛾(𝒓′)𝑬(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
Ω

= 

 = − ∫ grad𝒓′(𝐺(|𝒓 − 𝒓′|))𝛾(𝒓′)𝑬(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
Ω

= 

= − ∫ div𝒓′(𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝛾(𝒓′)𝑬(𝒓′, 𝑡))𝑑𝑉′
Ω

+ ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)div(𝛾(𝒓′)𝑬(𝒓′, 𝑡))𝑑𝑉′
Ω

= 

= − ∮ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝛾(𝒓′)𝐸ν,int(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑆′
𝜕Ω

+ ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)div(𝛾(𝒓′)𝑬(𝒓′, 𝑡))𝑑𝑉′
Ω

= 0, 

что означает равенство нулю производной по времени в (3.2). Доказательство соленои-

дальности второго слагаемого в (3.1) – аналогичное (только следует воспользоваться со-

леноидальностью 𝑱 и равенством нулю 𝐽𝑛 на ∂𝑇). 

Таким образом, в силу (3.1), div𝑬 = −∆𝜑. Тогда из (1.9) следует, что в области Ω 

 ∆𝜑 = grad𝛾(𝒓) ∙ 𝑬(𝒓, 𝑡) 𝛾(𝒓)⁄ . (3.3) 

Из (1.2) следует, что в области Ω1\Ω̅ 

 ∆𝜑 = grad𝜀(𝒓) ∙ 𝑬(𝒓, 𝑡) 𝜀(𝒓)⁄ . (3.4) 

Также из (1.2) следует, что в области ℝ3\Ω̅1 

 ∆𝜑 = 0. (3.5) 

Решение (3.3)–(3.5) следует искать в виде суммы объемных потенциалов от правых 

частей (3.3) и (3.4) в областях Ω и Ω1\Ω̅, а также поверхностных потенциалов простого 

слоя от вторичных источников, распределенных на ∂Ω и ∂Ω1 [6]:  

 𝜑(r,t) = − ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|) grad𝛾(𝒓′) ∙ 𝑬(𝒓′, 𝑡) 𝛾(𝒓′)⁄ 𝑑𝑉′
Ω

− 

− ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|) grad𝜀(𝒓′) ∙ 𝑬(𝒓′, 𝑡) 𝜀(𝒓′)⁄ 𝑑𝑉′
Ω1\Ω̅

+ ∮ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝜎(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑆′
∂Ω

+ 

 + ∮ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝜎1(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑆′
∂Ω1

, 

где 𝜎 и 𝜎1 – поверхностные плотности вторичных источников, соответственно, на ∂Ω и 

∂Ω1. 

Тогда, в силу (3.1),  

𝑬(𝒓, 𝑡) = −μ0 ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝛾(𝒓′)𝑬̇(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
Ω

− μ0 ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝑱̇(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
𝑇

+  

 +grad ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|) grad𝛾(𝒓′) ∙ 𝑬(𝒓′, 𝑡) 𝛾(𝒓′)⁄ 𝑑𝑉′
Ω

+ 

 +grad ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|) grad𝜀(𝒓′) ∙ 𝑬(𝒓′, 𝑡) 𝜀(𝒓′)⁄ 𝑑𝑉′
Ω1\Ω̅

− 

 −grad ∮ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝜎(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑆′
∂Ω

− grad ∮ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝜎1(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑆′
∂Ω1

. (3.6) 

Объемные потенциалы представляют собой функции пространственных координат, 
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непрерывно дифференцируемые во всем пространстве [15]. Поэтому выполнения усло-

вий для нормальных компонент в (1.4) и (1.10) можно добиться только за счет поверх-

ностных потенциалов простого слоя. Для предельных значений нормальной производной 

потенциала простого слоя на ∂Ω1 выполняются следующие равенства: 

 (
𝜕

𝜕𝜈1
∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝜎1(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑆′

∂Ω1
)

𝑖𝑛𝑡
𝑒𝑥𝑡

= ∫
𝜕𝐺(|𝒓−𝒓′|)

𝜕𝜈1
𝜎1(𝒓, 𝑡)𝑑𝑆′

∂Ω1
±

1

2
𝜎1(𝒓, 𝑡), 

где обозначение нормальной производной за знаком интеграла указывает на ее предель-

ное значение, а под знаком интеграла – на прямое значение. Аналогичные равенства спра-

ведливы для нормальной производной потенциала простого слоя на ∂Ω. 

Тогда из (3.6) и (1.4) следует, что на ∂Ω1 должно выполняться следующее уравне-

ние: 

𝜎1(𝒓, 𝑡) + 𝜆(𝒓) ∫
𝜕𝐺(|𝒓−𝒓′|)

𝜕𝜈1
𝜎1(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑆′

∂Ω1
+ 𝜆(𝒓)

𝜕

𝜕𝜈1
∮ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝜎(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑆′

∂Ω
+ 

 +𝜆(𝒓)μ0 ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝛾(𝒓′)𝑬̇(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
Ω

+ 𝜆(𝒓)μ0 ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝑱̇(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
𝑇

− 

 −𝜆(𝒓)
𝜕

𝜕𝜈1
∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|) grad𝛾(𝒓′) ∙ 𝑬(𝒓′, 𝑡) 𝛾(𝒓′)⁄ 𝑑𝑉′

Ω
− 

 −𝜆(𝒓)
𝜕

𝜕𝜈1
∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|) grad𝜀(𝒓′) ∙ 𝑬(𝒓′, 𝑡) 𝜀(𝒓′)⁄ 𝑑𝑉′

Ω1\Ω̅
= 0, (3.7) 

где 𝜆 = 2 (𝜀int − 1) (𝜀int + 1)⁄ . 

Кроме того, из (3.6) и (1.10) следует, что на ∂Ω должно выполняться такое уравне-

ние: 

 𝜎(𝒓, 𝑡) + 2 ∫
𝜕𝐺(|𝒓−𝒓′|)

𝜕ν
𝜎(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑆′

∂Ω
+ 2

𝜕

𝜕ν
∮ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝜎1(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑆′

∂Ω1
+ 

 +2μ0 ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝛾(𝒓′)𝑬̇(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
Ω

+ 2μ0 ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝑱̇(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
𝑇

− 

 −2
𝜕

𝜕𝜈
∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|) grad𝛾(𝒓′) ∙ 𝑬(𝒓′, 𝑡) 𝛾(𝒓′)⁄ 𝑑𝑉′

Ω
− 

 −2
𝜕

𝜕𝜈
∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|) grad𝜀(𝒓′) ∙ 𝑬(𝒓′, 𝑡) 𝜀(𝒓′)⁄ 𝑑𝑉′

Ω1\Ω̅
= 0. (3.8) 

Условие (1.6) равносильно следующему: 

 ∮ 𝜀ext(𝒓)σ(𝒓, 𝑡)
𝜕Ω

𝑑𝑆 = 0. (3.9) 

Заметим, что без условия (3.9) решение 𝜎  интегрального уравнение (3.8) определя-

лось бы не однозначно, а с точностью до прибавления любого равновесного распределе-

ния вторичных источников на ∂Ω [16]; условие (3.9) эту неоднозначность устраняет. 

Заметим также, что ядра интегро-дифференциальных операторов, используемых в 

(2.1), (3.6)–(3.8), имеют слабую особенность, что распространяет на них действие теорем, 

касающихся полной непрерывности [15]. 

Отдельного обоснования требует то обстоятельство, что для напряженности 𝑬, удо-

влетворяющей уравнениям (3.6)–(3.8), выполняется условие на бесконечности из (1.7) 

(выполнение всех остальных уравнений и условий в (1.1)–(1.7) непосредственно выте-

кает из свойств объемных и поверхностных потенциалов [15], из проведенных рассуж-

дений). Первое и второе слагаемое в правой части (3.6) представляют собой объемные 

потенциалы (эти потенциалы – не под градиентом). В общем случае, для объемного по-

тенциала гарантирована только асимптотика 𝑂(1 𝑟⁄ ) при 𝑟 → +∞. Тем не менее, для лю-

бого решения (3.6)–(3.8) условие на бесконечности (1.7) оказывается выполненным. 

Теорема 2. Если 𝑬(𝒓, 𝑡) удовлетворяет системе уравнений (3.6)–(3.8) в области 𝛺, 

то 
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 ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝛾(𝒓′)𝑬̇(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
Ω

+ ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝑱̇(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
𝑇

= 𝑂(1 𝑟2⁄ ), 𝑟 → +∞.   

Доказательство. Если напряженность 𝑬(𝒓, 𝑡)  удовлетворяет системе уравнений 

(3.6)–(3.8), то для нее, как следствие, выполняются условия (1.9) и (1.10): векторная функ-

ция 𝛾𝑬 соленоидальна в Ω; нормальная компонента 𝑬 на ∂Ω равна нулю. Аналогичными 

свойствами обладает 𝑱 в области 𝑇 (для 𝑱 указанные свойства не вытекают из (3.6)–(3.8), 

а изначально наличествуют в постановке задачи). Примем следующее обозначение: 

 𝒖(𝒓, 𝑡) = {

𝛾(𝒓)𝑬̇(𝒓, 𝑡), 𝒓 ∈ Ω 

𝟎, 𝒓 ∈ ℝ3\(𝑇̅ ∪ Ω̅)

𝑱̇(𝒓′, 𝑡), 𝒓 ∈ 𝑇

. 

Выберем 𝑅 достаточно большим, чтобы Ω̅ и 𝑇̅ включались в 𝑂𝑅. Тогда 

 ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝛾(𝒓′)𝑬̇(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
Ω

+ ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝑱̇(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
𝑇

= ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝒖(𝒓, 𝑡)𝑑𝑉′
𝑂𝑅

.  

Рассмотрим 𝜂-усреднение векторной функции 𝒖(𝒓, 𝑡) по Соболеву [15]: 

 𝒖𝜂(𝒓, 𝑡) = ∫ 𝜔𝜂(|𝒓 − 𝒓′|)𝒖(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
𝑂𝑅

, 

где 𝜔𝜂 – "шапочка" с носителем радиуса 𝜂. При любом 𝑡 ∈ [0, +∞) 𝒖𝜂(𝒓, 𝑡)  представляет 

собой бесконечно гладкую векторную функцию пространственных координат; кроме 

того, при достаточно малых 𝜂 𝒖𝜂(𝒓, 𝑡) финитна в 𝑂𝑅. Векторная функция 𝒖(𝒓, 𝑡) является 

пределом в 𝑳2(𝑂𝑅) от 𝒖𝜂(𝒓, 𝑡) при 𝜂 → +0 [15]. 

Найдем дивергенцию от 𝒖𝜂(𝒓, 𝑡): 

 div𝒖𝜂(𝒓, 𝑡) = div ∫ 𝜔𝜂(|𝒓 − 𝒓′|)𝒖(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
𝑂𝑅

= ∫ grad𝒓 (𝜔𝜂(|𝒓 − 𝒓′|)) 𝒖(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
𝑂𝑅

= 

 = ∫ grad𝒓 (𝜔𝜂(|𝒓 − 𝒓′|)) 𝛾(𝒓′)𝑬̇(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
Ω

+ ∫ grad𝒓 (𝜔𝜂(|𝒓 − 𝒓′|)) 𝑱̇(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
𝑇

= 

 = (∫ grad𝒓 (𝜔𝜂(|𝒓 − 𝒓′|)) 𝛾(𝒓′)𝑬(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
Ω

+ ∫ grad𝒓 (𝜔𝜂(|𝒓 − 𝒓′|)) 𝑱(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
𝑇

)
̇

. 

Интегралы-слагаемые, получившиеся под знаком производной по времени, равны 

нулю. Докажем это для первого интеграла: 

 ∫ grad𝒓 (𝜔𝜂(|𝒓 − 𝒓′|)) 𝛾(𝒓′)𝑬(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
Ω

= − ∫ grad𝒓′ (𝜔𝜂(|𝒓 − 𝒓′|)) 𝛾(𝒓′)𝑬(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
Ω

= 

 = − ∫ div𝒓′ (𝜔𝜂(|𝒓 − 𝒓′|)𝛾(𝒓′)𝑬(𝒓′, 𝑡)) 𝑑𝑉′
Ω

+ ∫ 𝜔𝜂(|𝒓 − 𝒓′|)div𝒓′(𝛾(𝒓′)𝑬(𝒓′, 𝑡))𝑑𝑉′
Ω

= 

 = − ∮ 𝜔𝜂(|𝒓 − 𝒓′|)𝛾(𝒓′)𝐸ν,int(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑆′
∂Ω

+ ∫ 𝜔𝜂(|𝒓 − 𝒓′|)div𝒓′(𝛾(𝒓′)𝑬(𝒓′, 𝑡))𝑑𝑉′
Ω

= 0. 

Для второго интеграла равенство нулю доказывается аналогично. 

Таким образом, 𝒖(𝒓, 𝑡) может быть представлена, как предел в 𝑳2(𝑂𝑅) последова-

тельности бесконечно гладких, соленоидальных и финитных в 𝑂𝑅 векторных функций. 

Из этого следует [17], что 𝒖(𝒓, 𝑡) = rot𝒗(𝒓, 𝑡), где 𝒗(𝒓, 𝑡) – векторная функция, квадра-

тично суммируемая в 𝑂𝑅  вместе со своими обобщенными производными по Соболеву 

первого порядка и, кроме того, [𝒆𝒓 × 𝒗(𝒓, 𝑡)] = 𝟎 на 𝜕𝑂𝑅. Тогда 

 ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝒖(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
𝑂𝑅

= ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)rot𝒓′𝒗(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
𝑂𝑅

= 

 = ∫ rot𝒓′(𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝒗(𝒓′, 𝑡))𝑑𝑉′
𝑂𝑅

− ∫ [grad𝒓′𝐺(|𝒓 − 𝒓′|) × 𝒗(𝒓′, 𝑡)]𝑑𝑉′
𝑂𝑅

= 

 = ∮ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)[𝒆𝒓 × 𝒗(𝒓′, 𝑡)]𝑑𝑆
𝜕𝑂𝑅

+ ∫ [grad𝒓𝐺(|𝒓 − 𝒓′|) × 𝒗(𝒓′, 𝑡)]𝑑𝑉′ =
𝑂𝑅

 

 = rot ∫ 𝐺(|𝒓 − 𝒓′|)𝒗(𝒓′, 𝑡)𝑑𝑉′
𝑂𝑅

. 
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Каждая из компонент ротора представляет собой разность производных первого по-

рядка, а для производных первого порядка от объемного потенциала асимптотика 

𝑂(1 𝑟2⁄ ) гарантирована. Теорема доказана. 

Из доказанной теоремы следует, что система интегро-дифференциальных уравне-

ний (2.1), (3.6)–(3.8), дополненная интегральным условием (3.9) и начальными услови-

ями (1.8), эквивалентна начально-краевой задаче (1.1)–(1.8). 

Заключение 

Представляется актуальным обобщение полученных результатов на ферромагнит-

ные проводящие тела под диэлектрическим слоем, а также на проводящие тела с неглад-

кими границами. 

Для вывода интегро-дифференциальных уравнений применительно к случаю де-

фектного ферромагнитного проводника может быть использован метод, связанный с вве-

дением дополнительных вторичных источников на границе раздела сред, обладающих 

разными магнитными свойствами [5, 6, 18, 19]. 

Однако также возможно применение иного подхода, не связанного с использова-

нием поверхностных потенциалов [20]. В рамках такого подхода уже были получены объ-

емные интегро-дифференциальные уравнения для постоянного магнитного поля в де-

фектных магнетиках (причем из магнитостатики на квазистационарный случай многие 

результаты могут быть перенесены без изменений). Кроме того, были получены конкрет-

ные неравенства для норм обратных операторов, разрешающих указанные интегро-диф-

ференциальные уравнения. 

Обобщение интегро-дифференциальных уравнений на области с негладкими гра-

ницами представляется возможным при достаточно подробной классификации точек не-

гладкости, допускаемых в модели: тогда в функциональных классах, выбираемых для по-

становки задачи, следует указать асимптотическое поведение решения вблизи точек не-

гладкости, определить класс (степень) суммируемости решения [21, 22]. 

Все перечисленное станет предметом дальнейших исследований. 
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Аннотация. В работе впервые предложен модифицированный метод вырождения ин-

тегрального ядра для решения интегральных уравнений Фредгольма второго рода. 

Идея заключается в том, чтобы интегральное ядро разложить в ряд Тейлора по одной 

переменной x, а не по двум переменным x, s как в классическом методе. Разложение 

ядра в ряд проводится в средней точке отрезка интегрирования, что уменьшает модули 

элементов матрицы C, а также область невырожденности для матрицы I–λC. Исполь-

зуется система степенных базисных функций на отрезке интегрирования. Получены 

три теоремы для достаточных условий корректности предложенного алгоритма мето-

дом вырождения интегрального ядра. Введено определение факториальной нормы Че-

бышева вектор-функции. Факториальная норма для системы частных производных 

интегрального ядра по переменной x и параметр λ входят в неравенство третьей тео-

ремы – достаточное условие корректности алгоритма. Предложенный в работе чис-

ленный алгоритм тестировался на трех интегральных уравнениях Фредгольма с яд-

рами с экспоненциальным ростом или с периодическим изменением знака ядра. Чис-

ленные решения совпадают с точными решениями в 15 значащих знаках в равномер-

ной метрике. 

Ключевые слова: уравнения Фредгольма; численные метод; интегральные уравне-

ния; матричный метод. 
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Abstract. The work for the first time proposed a modified method of degeneration of the 

integral nucleus to solve the integrated equations of Fredgolm of the second kind. The idea is 

to put the integral core in a series of Taylor along one variable x, and not in two variables x, 

s as in the classical method. The decomposition of the nucleus in the row is carried out at the 

middle point of the integration segment, which reduces the modules of the elements of the 

matrix C, as well as the area of disaster for the I – λC matrix. The system of degree basic 

functions is used at the integration segment. Three theorems are offered for sufficient condi-

tions for the correctness of the proposed algorithm by the degeneration of the integral nucleus. 

The definition of the factorial norm of Chebyshev Vector-functions has been introduced. The 

factual norm for the system of private derivatives of the integral nucleus on the variable x and 

the parameter λ are included in the inequality of the third theorem – a sufficient condition for 

the correctness of the algorithm. The numerical algorithm proposed in the work was tested 

on three integral equations of Fredgolm with nuclei with exponential growth or with a peri-

odic change in the sign of the nucleus. Numerical solutions coincide with accurate solutions 

in 15 significant signs in a uniform metric. 

Keywords:  Fredgolm equations; numerical methods; integral equations; matrix method. 
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Введение 

Методы решения интегральных уравнений Фредгольма и Вольтерры подробно опи-

саны в работе [1]. Прямые методы [1, стр. 135] и проекционные методы [1, стр. 139]. В работе 

[2] для решения интегральных уравнений Фредгольма используются сплайны обобщенного 

вида, интегральное ядро может быть непрерывным, гладким или дважды дифференцируе-

мым на квадрате. Благодаря второму порядку аппроксимации интегрального ядра ( )2hO  

требуется большое число интервалов аппроксимации. В работах [3, 4] предложен метод 

подбора подобластей на базе полиномов Канторовича для решения уравнения Фред-

гольма второго рода, а также рассматривается специальный вариант метода коллокации 

на базе полиномов Бернштейна для решения уравнений Фредгольма второго рода, при-

ведены оценки корректности алгоритмов. В работе [5] применен метод коллокации для 

решения интегрального уравнения Вольтерры второго рода с использованием многочле-

нов Чебышева и Лежандра, произведение интегрального ядра на приближенное решение 

раскладывается в частичную сумму по системе многочленов Чебышева или многочленов 

Лежандра. Достигнута минимальная норма Чебышева для невязки задачи 10-13. В работе 



Численное решение уравнений Фредгольма с двойной точностью… 

33 

[6] решается система интегральных уравнений методом коллокации с узлами многочле-

нов Чебышева первого и второго рода, получены теоретические оценки для корректности 

алгоритма. В работе [7] предложен метод решении системы нелинейных интегральных 

уравнений сверточного типа с монотонно выпуклой нелинейностью. В работе [8] пред-

ложен обобщенный метод Петрова–Галеркина для решения системы линейных инте-

гральных уравнений Фредгольма второго рода. 

В работе [9] методом замены интеграла с квадратурной интегральной формулой с 

двенадцатым порядком погрешности получено табличное решение линейного интеграль-

ного уравнения с двойной точностью. В данной работе, как и в работах [2–8] решение 

имеет функциональный вид, но использованы более простые координатные степенные 

функции. Метод получил название модифицированного метода вырождения интеграль-

ного ядра для решения линейного интегрального уравнения Фредгольма второго рода. 

Для достаточно гладкого интегрального ядра по переменной x можно использовать всего 

двадцать базисных функций и тридцать интервалов интегрирования в квадратурных фор-

мулах для достижения двойной точности решения. То есть, во всех примерах норма Че-

бышева невязки решения равна 10-15, единственный недостаток алгоритма заключается в 

явном знании формул для частных производных ядра по переменной x. Алгоритм тести-

ровался на примерах с экспоненциальным изменением интегрального ядра или с перио-

дическим изменением знака ядра. Доказаны 3 теоремы (достаточные условия существо-

вания и единственности численного решения задачи (1) алгоритмом (2)–(7)). Получен-

ный алгоритм вместе с известными методами благодаря простоте и высокой точности 

решения поможет решать интегральные уравнения Фредгольма второго рода с доста-

точно гладкими интегральными ядрами. 

Постановка задачи 

Рассмотрим интегральное уравнение Фредгольма второго рода [1, стр.135] 

)1(.],[],[),(),()(),()( babasxxfdssysxKxy
b

a

=−   

В уравнении (1) параметр λ, интегральное ядро ],[],[),( 2 babaLsxK    и правая 

часть – функция )(xf заданы. Неизвестная функция должна быть интегрируема с квад-

ратом на отрезке [a, b] ],[)( 2 baLxy  . Пусть также частные производные ядра по пере-

менной x непрерывны на квадрате nibabaCsxK i
x ,0],,[],[),()( = . 

Известен прямой метод решения интегрального уравнения (1) методом вырожден-

ного ядра [1, стр. 135], который заключается в том, чтобы интегральное ядро разложить 

в ряд по переменным x, s. То есть, заменить интегральное ядро полиномом двух перемен-

ных, как, например, в задаче 29.11 [1, стр. 138]. А затем решить уравнение (1) методом 

замены ядра. В классическом методе требуется две системы базисных линейно незави-

симых функций   n
ii

n

ii xBxA
11

)(,)(
==

. По одной из систем раскладывается решение, а ядро 

представляется суммой попарных произведений функций по одной из каждой системы 

[1, стр. 138]. Чтобы из интегрального ядра ),( sxK  произвольного вида получить полином 

по двум переменным необходимо разложить ядро в ряд Тейлора по переменным x, s. В 

этом идея традиционного подхода решения уравнения (1) методом замены интегрального 

ядра. 

Модифицируем известный метод. В данном случае понадобится одна система ли-

нейно-независимых функций   ],[,)(
0

baxxA
n

ii 
=

 . Будем рассматривать симметричную 
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Идея модифицированного метода вырождения ядра заключается в том, чтобы раз-

ложить ядро ),( sxK по первой переменной x в центре отрезка .,,
2

dydxycx
ba

c =+=
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=
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В формуле (2) обозначим ],[,,0),(),()( basnisqscK i
i
x == . Разложим решение )(xy

на отрезке [a ,b] в сумму    

i

n

i
i DyAxfxy )()()(

0


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+=  .                                                            (3)                  

В формуле (3) niDi ,0, = – называется   вектором коэффициентов разложения ре-

шения по базисным функциям n
i

i
i yyA

0
)(

=
= .  

Подставим разложения (2), (3) в уравнение Фредгольма второго рода (1).  
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Если ввести обозначения в системе из n уравнений (4) 
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то получим систему линейных алгебраических уравнений относительно неизвестных 

njD j ,0, = : 

.,0,
0

, nifDCD i

n

j
jjii ==− 

=

                                               (6) 

Систему уравнений (6) можно переписать в матричном виде (7): 

( ) ( ) .,,0,
1

0
, fCIDfDCInifDCD i

n

j
jjii

−

=

−==−==−                     (7) 

Обратная матрица ( ) 1−
− CI    в программе вычислялась библиотекой Msimsl на 

языке Fortran. Где: матричные элементы jiС ,  и коэффициенты правой части (6) можно 

записать в виде  
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Во-первых. В формулах (8) переменная ],[ hhy − изменяет знак и принимает абсо-

лютное значение меньшее, чем переменная x на отрезке [a, b], поэтому элементы мат-

рицы jiС , по модулю будут меньше чем, если использовать систему базисных функций

  ],[,)(
0

hhyyyA
n

i

i
i −=

=
  вместо системы функций   ],[,)(

0
baxxxA

n

i

i
i =

=
  (в работе [1, 

стр. 137]). Это уменьшит норму матрицы С  и расширит область невырожденности мат-

рицы CI − , то есть расширит область существования обратной матрицы ( ) 1−
− CI  . 

Во-вторых. Базисные функции  n
i

i
i yyA

0
)(

=
=   степенного вида не только входят 

множителями в разложение в ряд Тейлора (2) интегрального ядра ),( sxK  по переменной 

x, но также обеспечивают корректность СЛАУ (4). 

В-третьих. Решение (3) является функцией-полиномом степени n, которое можно 

сравнить с точным решением в каждой точке отрезка ],[ bax  в отличие от работы [9], 

где решение ищется в табличном виде (вектора) на узлах сетки. 

В-четвертых. В работе [9, стр. 11] приведена интегральная квадратурная формула 

(9) для вычисления определенного интеграла с двенадцатым порядком погрешности, ко-

торая используется в данной работе для вычисления элементов матрицы и коэффициен-

тов правой части системы (6) по формулам (8): 
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где: 



Д. Ф. Пастухов, Ю. Ф. Пастухов 

36 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )





























−




−





==

=

.10mod5,
12474

17807

,10mod610mod4,
5544

4825

,10mod710mod3,
6237

5675

,10mod810mod2,
99792

16175

,10mod910mod1,
74844

26575

,010mod0,
149688

16067

,0,
299376

16067

1

1

iесли

iилиiесли

iилиiесли

iилиiесли

iилиiесли

niиiесли

niилиiесли

Ci                              

Таким образом, алгоритм (2)–(9) решает численно уравнение Фредгольма второго 

рода (1), обратная матрица ( ) 1−
− CI   в формуле (7) вычислялась библиотекой Msimsl в 

компиляторе Fortran. Алгоритм (2)–(7) назовем решением интегрального уравнения 

Фредгольма (1) методом вырождения интегрального ядра. 

Теорема 1 (критерий существования и единственности решения в алгоритме (2)–

(7)). Для того чтобы алгоритм (2)–(7) имел единственное решение необходимо и доста-

точно, чтобы матрица CI −  была невырожденной. 

Доказательство Теоремы 1 следует из формулы (7), в которой требуется существо-

вание обратной матрицы ( ) 1−
− CI  , что эквивалентно неравенству нулю определителя 

матрицы ( ) 0det, −− CICI   . Теорема 1 доказана. ддесь I – единичная матрица по-

рядка n. 

Теорема 2 (достаточные условия корректности алгоритма (2)–(7)). Пусть норма 

вектора f в уравнении (7) конечна. Если 1= Cq   , то алгоритм (2)–(7) корректен и 

справедлива оценка нормы обратной матрицы ( )
Cq
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. 

Доказательство. По условию теоремы 2 1= Cq  . Поэтому справедливо пред-

ставление обратной матрицы рядом 
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Определение 1. Факториальной нормой Чебышева вектор-функции 
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Теорема 3. Выполнение условия 
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Доказательство. Пусть выполнены условия Теоремы 2 1= Cq  . Оценим бес-

конечную норму матрицы C, используя формулу (8). 
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Теорема 3 доказана. 
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Замечание. Отметим, что в правой части неравенства (10) обе оценки фактически 

совпадают, поскольку если положить n=2k=10, h=π/2 добавочное слагаемое очень мало.
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Теорема 4 

1) Пусть C – положительная  матрица, njiС ji ,0,,0, =  и 0  (либо C – отрица-

тельная матрица, njiС ji ,0,,0, =   и 0  ) с элементами главной диагонали

niСС
n

ijj
jiii ,0,1

,0
,, =− 

=

 , тогда алгоритм (2)–(7) корректен. 

2) Верна оценка для нормы обратной матрицы 

( ) .1max,1min,
11

0
,

,0

*

0
,

,0
*

*

1

* 







−=








−=− 

====

−
n

i
ji

ni

n

i
ji

ni
CrCr

r
CI

r
  

 

Доказательство 

1) По условию Теоремы 4  
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По Теореме 2 алгоритм (2)–(7) корректен и существует обратная матрица ( ) 1−
− CI   

с ограниченной нормой. 

2) Диагональные элементы матрицы CI −  положительны

01
,0

,, − 
=

n

ijj
jiii СС   , а недиагональные отрицательны так как

jinjiС ji =− ,,0,0, . Также по условию Теоремы 4 матрица CI −  имеет строгое 

диагональное преобладание. Тогда выполнены все условия Теоремы Ю. С. Волкова, В. Л. 

Мирошниченко [10] для матрицы монотонного вида CI −  и справедлива оценка  
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Теорема 4 доказана. 

Рассмотрим пример 1.                         

)11(.)(
2

1
)(

1

0

xsx edssyexy =− 
−  

С точным решением xexy 2)( = . Выполним проверку:  

.22
2

1
2

1

0

xxxxssxx eeeedseee =−=− 
−  

Применим алгоритм (2)–(9) и достаточные условия корректности алгоритма (Тео-

рему 3) к примеру (10), получим (n = 20): 
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,),2/1()(),(,2/1,1,0,)(,),(,2/1 2/1)()( si
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i
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xsx esKsqscKhcbaexfesxK −− ==========
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Таблица 1. Численное и точное решение примера (10). Число базисных функций n =20, число 

интервалов 101 =n в квадратурной формуле (9) 

x  numu  exactu  exactnum uu −  

0.000000000000000E+000 2.00000000000000 2.00000000000000 8.88178419E-016 

0.100000000000000 2.21034183615130 2.21034183615130 4.44089209E-016 

0.200000000000000 2.44280551632034 2.44280551632034 -4.4408920E-016 

0.300000000000000 2.69971761515201 2.69971761515201 4.44089209E-016 

0.400000000000000 2.98364939528254 2.98364939528254 0.0000000000E+000 

0.500000000000000 3.29744254140026 3.29744254140026 8.881784197E-016 

0.600000000000000 3.64423760078102 3.64423760078102 8.881784197E-016 

0.700000000000000 4.02750541494095 4.02750541494095 8.8817841970E-016 

0.800000000000000 4.45108185698493 4.45108185698494 -8.881784197E-016 

0.900000000000000 4.91920622231390 4.91920622231390 8.8817841970E-016 

1.00000000000000 5.43656365691809 5.43656365691809 8.8817841970E-016 

 

С нормой Чебышева [11] для невязки задачи (разности численного решения и точ-

ного решения) на узлах сетки квадратурной формулы: 

 .,0,,016-8.8817Emax 1
,0 1

niihaxuuuu i
exact
i

num
i

niС

exactnum =+==−=−
=

 

По найденному решению (3), можно найти норму невязки в промежуточных узлах 

сетки, она равна  

( ) .,1,2/1015,-1.776Emax 1
,1 1
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i
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i

niС
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=

 

дначения нормы невязки задачи показывают, что функциональное решение (3) 

имеет двойную точность, – дает 15 верных значащих цифр в решении (табл. 1).  

Пример 2.                         
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Применим алгоритм (2)–(9) к примеру (12), получим 
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.),2/1()(),(,2/1,1,0,)(,),(,2/1 2/1)()( si
xi

i
x

xsx esKsqscKcbaexfesxK ++ =========   

Бесконечная норма матрицы C, вычисленная программой с числом базисных функ-

ций n = 20, равна
 
 

1.5161551.69857405        0323093.39714811)2/1(,        0323093.39714811 ===


СС   

Поэтому достаточные условия в теоремах 2, 3, 4 не выполнены, и теоремы 2, 3, 4 к 

примеру 2 не применимы. 

 
Таблица 2. Численное и точное решение примера (11). Число базисных функций n=20, число ин-

тервалов 301 =n в квадратурной формуле (9) 

x  numu  exactu  exactnum uu −  

0.000000000000000E+000 -1.67430141208924 -1.67430141208924 2.2204460492E-016 

0.100000000000000 -1.85038922873402 -1.85038922873402 0.0000000000E+000 

0.200000000000000 -2.04499636271726 -2.04499636271727 1.3322676295E-015 

0.300000000000000 -2.26007050764560 -2.26007050764560 8.8817841970E-016 

0.400000000000000 -2.49776419785038 -2.49776419785038 4.4408920985E-016 

0.500000000000000 -2.76045635167479 -2.76045635167479 4.4408920985E-016 

0.600000000000000 -3.05077608048818 -3.05077608048818 4.4408920985E-016 

0.700000000000000 -3.37162900171635 -3.37162900171635 8.8817841970E-016 

0.800000000000000 -3.72622631923734 -3.72622631923734 4.4408920985E-016 

0.900000000000000 -4.11811696218917 -4.11811696218917 0.0000000000E+000 

1.00000000000000 -4.55122310384550 -4.55122310384550 8.881784197E-016 

C нормой Чебышева [11] для невязки задачи (разности численного решения и точ-

ного решения) на узлах сетки квадратурной формулы 
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Пример 3.                
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Применим алгоритм (2)–(9) к примеру 3, получим 
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,,0,cossin)(),sin(),(,2/1  ==+=+== baxxxfsxsxK  
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 =
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
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Бесконечная норма матрицы C, вычисленная программой с числом базисных функ-

ций n = 20, в примере 3 равна 

1473580764.4478024947161528.89560)2/1(494716,1528.89560 ===


СС  . 

Поэтому достаточные условия в теоремах 2, 3, 4 не выполнены, и теоремы 2, 3, 4 к 

примеру 3 не применимы. 

 
Таблица 3. Численное и точное решение примера (12). Число базисных функций n=20, число 

интервалов в квадратурной формуле (9) 

 
   

0.000000000000000E+000 4.65979236632548 4.65979236632549 -2.66453525E-015 

0.314159265358979 5.87168092602949 5.87168092602949 -2.66453525E-015 

0.628318530717959 6.50880844628713 6.50880844628714 -3.55271367E-015 

0.942477796076938 6.50880844628713 6.50880844628714 -1.77635683E-015 

1.25663706143592 5.87168092602949 5.87168092602949 -1.77635683E-015 

1.57079632679490 4.65979236632549 4.65979236632549 0.0000000000E+000 

1.88495559215388 2.99177086312304 2.99177086312304 -8.881784197E-016 

2.19911485751286 1.03089398294480 1.03089398294480 8.8817841970E-016 

2.51327412287183 -1.03089398294480 -1.03089398294480 1.11022302E-015 

2.82743338823081 -2.99177086312304 -2.99177086312304 0.000000000000E+000 

3.14159265358979 -4.65979236632548 -4.65979236632549 1.776356839400E-015 

C нормой Чебышева [11] для невязки задачи (разности численного решения и точ-

ного решения) на узлах сетки квадратурной формулы  

1
,0

,0,,015-1.7763Emax
1

niihaxuuuu i
exact
i

num
i

niС

exactnum =+==−=−
=

. 

Результаты 

Впервые предложен модифицированный метод вырождения ядра для решения ин-

тегрального уравнения Фредгольма 2-го рода. Идея метода заключается в разложении 

интегрального ядра по переменной x в ряд Тейлора в середине отрезка интегрирования. 

Для метода доказаны три теоремы – достаточные условия корректности алгоритма (2)–

(7) с оценкой нормы обратной матрицы в формуле (7). Кроме того, определена фактори-

альная норма Чебышева вектор-функции. Впервые получено достаточное условие (10), 

связывающее факториальную норму системы функций из частных производных инте-

грального ядра c параметром λ. 

Алгоритм (2)–(7) тестировался для трех примеров, в которых интегральное ядро имеет 

экспоненциальную особенность или периодическую смену знака. 

301 =n

x numu exactu exactnum uu −
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Аннотация. Полурешетки являются, по сути дела, идемпотентными моно-

полукольцами. Доказано, что элементы всякой полурешетки разделяются ее 

простыми идеалами. Дано мультипликативное представление полуколец с 

полурешеточным умножением. Отсюда следует, что любая полурешетка изоморфна 

некоторой решетке множеств ее простого спектра. Установлено, что изоморфность 

произвольных полурешеток эквивалентна гомеоморфности их простых спектров. 

Показано, что конечные цепи являются ретрактами во всех содержащих их 

полурешетках. Получены следствия. Сделаны дополняющие замечания. 
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Введение 

Статья посвящена теории полурешеток и их связям с полукольцами, 

мультипликативные полугруппы которых являются полурешетками.  

Полурешетки можно трактовать как идемпотентные моно-полукольца, поэтому к 

ним применимы результаты общей теории полуколец. На этом пути получаются 

теорема 1, утверждающая разделяемость элементов произвольной полурешетки ее 

простыми идеалами, и теорема 2 о представлении полурешеток полурешетками 

множеств простого спектра.  

С другой стороны, теорема 2 и теорема 3 об определяемости полурешеток их 

простыми спектрами применяются, соответственно, к идемпотентным моно-

полукольцам (следствия 1 и 3) и к полукольцам с полурешеточным умножением и 

константным сложением (следствия 2 и 4).  

Как показывают примеры 2 и 3, произвольные полукольца с полурешеточным 

умножением не обязаны определяться своим простым спектром.  

Теорема 4 утверждает, что конечные цепи являются "абсолютными" ретрактами в 

классе всех полурешеток.  

Необходимые понятия и факты можно найти в книгах [2, 3, 5–7].  

Предварительные сведения 

Полурешеткой называется идемпотентная коммутативная полугруппа. Мы будем 

пользоваться мультипликативными обозначениями, то есть полурешетка – это 

алгебраическая структура S,  с одной бинарной операцией умножения , 

удовлетворяющей тождествам ассоциативности (xy)z = x(yz), коммутативности xy = 

yx, идемпотентности xx = x. Как правило, знак умножения  опускаем и пишем просто 

xy вместо xy.  

Задавая на полурешетке S,  бинарное отношение  по правилу: xy означает 

xy=x, получим упорядоченное множество S, , любые два элемента a, b которого 

имеют точную нижнюю грань inf{a, b} = ab, называемое нижней полурешеткой, 

ассоциированной с полурешеткой S, . Обратно, задавая на нижней полурешетке S,  

операцию умножения формулой: ab=inf{a, b} для любых a, b S, получим 

полурешетку S, . Определения мультипликативно заданной полурешетки и нижней 

полурешетки равносильны. Эти структуры будем называть просто полурешетками.  

Двойственным образом определяется верхняя полурешетка – как такое 

упорядоченное множество S, , в котором любые два элемента a, b имеют точную 

верхнюю грань sup{a, b}. Полагая при этом a + b = sup{a, b} для всех a, bS, получим 

полурешетку S, + в аддитивной записи. Если же на полурешетке S, + определить 

отношение  по правилу: xy означает x + y = y, то получим упорядоченное множество 

S, , являющееся верней полурешеткой. Понятия аддитивно заданной полурешетки и 

верхней полурешетки эквивалентны. См. [2, с. 23–24, упражнения 18 и 20].  
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Идеалом полурешетки S называется ее идеал как полугруппы, то есть вместе с 

каждым своим элементом a он содержит главный идеал aS = {as: sS}. Собственный 

идеал P полурешетки S (PS) называется простым, если для любых a, b S включение 

ab P влечет a P или b P. Говорят, что в полурешетке S простые идеалы разделяют 

элементы (или S имеет достаточно много простых идеалов), если для любых двух 

элементов полурешетки S в ней существует простой идеал, содержащий ровно один из 

этих элементов.  

Решеткой называется алгебраическая структура S, +,  с двумя идемпотентными 

коммутативно-ассоциативными бинарными операциями сложения + и умножения , 

связанными тождествами поглощения x(x+y) = x и x+xy = x. При порядковом подходе 

под решеткой понимается упорядоченное множество S, , являющееся одновременно 

нижней полурешеткой и верхней полурешеткой. Приведенные определения решеток 

также эквивалентны [2, с. 20–21, теорема 1]. Решетка с тождеством x(y+z) = xy+xz, 

равносильно, с двойственным тождеством x+yz = (x+y)(x+z), называется 

дистрибутивной.  

Если полурешетка S,  имеет наименьший элемент (наибольший элемент), то он 

называется нулем (единицей) и обозначается 0 (1, соответственно). В полурешетках 

элементы 0 и 1 определяются тождествами 0x = 0 и 1x = x. В решетках S, +,  к этим 

тождествам можно добавить соответственно тождества 0+x = x и 1+x = 1.  

Дистрибутивная решетка S с нулем 0 и ненулевой единицей 1 называется булевой 

решеткой, если каждый ее элемент a имеет дополнение b S: a+b = 1 и ab = 0; 

дополнение к a единственно и обычно обозначается a.  

Полурешеткой множеств назовем непустое множество S множеств, замкнутое 

относительно конечных теоретико-множественных пересечений: AB S для любых 

множеств A, B S. В результате получается полурешетка S, .  

Полурешетка множеств S называется решеткой множеств, если AB S для всех 

A, B S. Любая решетка множеств S является дистрибутивной решеткой S, , . 

Классическая теорема Биркгофа–Стоуна [2, с. 93, теорема 19] утверждает, что, с 

точностью до изоморфизма, все дистрибутивные решетки исчерпываются решетками 

множеств их простых спектров. Имеет место аналог этой теоремы для произвольных 

полурешеток (теорема 3).  

Через B(M) обозначим булеан произвольного множества M, то есть множество 

всех подмножеств в M.  

Полукольцом называется алгебраическая структура S  S, +,  с коммутативно-

ассоциативной операцией сложения + и ассоциативной операцией умножения , 

дистрибутивной относительно сложения с обеих сторон: x(y+z) = xy+xz, (x+y)z = xz+yz.  

Полукольцо S называется:  

коммутативным, если операция умножения в S коммутативна;  

полукольцом с нулем 0, если sS (s+0 = s  s0 = 0s = 0);  

полукольцом с единицей 1, если sS s1 = 1s = s;  

мультипликативно (аддитивно) идемпотентным, если S удовлетворяет 

тождеству xx = x (x+x = x, соответственно);  

идемпотентным, если S мультипликативно идемпотентно и аддитивно 

идемпотентно;  

моно-полукольцом, если в S выполняется тождество xy = x+y, то есть операции 

сложения и умножения полукольца S совпадают;  

кольцом, если его аддитивная полугруппа S, + является группой;  

булевым кольцом, если S – мультипликативно идемпотентное кольцо.  
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Класс полуколец содержит все ассоциативные кольца, все дистрибутивные 

решетки, основные числовые системы, а класс полуколец с полурешеточным 

умножением, то есть коммутативных мультипликативно идемпотентных полуколец, 

содержит дистрибутивные решетки и булевы кольца.  

Напомним, что непустое подмножество I полукольца S называется его идеалом, 

если для любых элементов a, b I и s S имеем a+b, sa, as I. Собственный идеал P 

полукольца S называется первичным (простым), если для любых элементов a, b S 

включение aSb P (ab P) влечет a P или b P.  

Нам понадобятся следующие утверждения.  

Предложение А [1, предложение 4]. В мультипликативно идемпотентных 

полукольцах первичные идеалы совпадают с простыми идеалами.  

Предложение Б [1, предложение 5]. Пусть в мультипликативно идемпотентном 

полукольце S даны непересекающиеся идеал I и мультипликативная подполугруппа M. 

Тогда в S существует простой идеал, содержащий I и не пересекающийся с M.  

Предложение В [1, следствие 2]. Любой идеал произвольного мультипликативно 

идемпотентного полукольца является пересечением его простых идеалов. 

Предложение Г [1, предложение 7]. Для того чтобы полукольцо имело 

полурешеточное умножение, необходимо и достаточно, чтобы в нем простые идеалы 

разделяли элементы.  

Первичным спектром Spec S полукольца S называется множество всех его 

первичных идеалов, наделенное топологией Стоуна–Зарисского. Если первичные 

идеалы полукольца S совпадают с его простыми идеалами, то топологическое 

пространство Spec S будем называть простым спектром полукольца S. В частности, в 

силу предложения А, к таким полукольцам относятся мультипликативно 

идемпотентные полукольца.  

Напомним подробнее понятие первичного спектра Spec S произвольного 

полукольца S (см. [4, параграф 3]). Считаем, что Spec S  . Открытыми множествами 

служат множества D(A) = {PSpec S: A не включено в P} по всем идеалам A 

полукольца S, а также пустое множество . В частности D(S)=Spec S. Для полукольца S 

с нулем 0 имеем D({0}) = .  

Обозначим через Id S решетку всех идеалов полукольца S относительно 

отношения включения . Решетка Id S полна сверху, поскольку любое непустое 

семейство (Ai)iI идеалов в S имеет точная верхняя грань (Ai)iI = sup(Ai)iI, равную 

пересечению всех идеалов в S, содержащих (Ai)iI.  

Если (Ai)iI – непустое семейство идеалов полукольца S и A, B – идеалы в S, то 

имеют место равенства:  

iID(Ai) = D(sup(Ai)iI); 

A B  D(A) D(B); 

D(A)D(B) = D(AB), 

где AB – идеал в S, состоящий из сумм элементов ab при a A, b B.  

Для произвольного элемента a полукольца S положим D(a) = D((a)), где (a) – 

наименьший идеал в S, содержащий элемент a. Множества D(a), a S, образуют базу 

топологии Стоуна–Зарисского. Первичный спектр Spec S полукольца S является T0-

пространством, то есть для любых двух различных первичных идеалов в S в Spec S 

найдется открытое множество, содержащее ровно один из данных первичных идеалов. 

Если полукольцо S обладает единицей 1, то топологическое пространство Spec S = D(1) 

компактно.  
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Для произвольного топологического пространства X положим: O(X) есть решетка 

всех открытых множеств (топология) пространства X относительно включения . 

Решетка O(X) является полной дистрибутивной решеткой, поскольку для всякого 

непустого семейства (Ui)iI открытых множеств пространства X имеем: 

sup(Ui)iI = (Ui)iI и inf(Ui)iI – внутренность множества (Ui)iI. Открытое множество 

U топологического пространства X назовем неприводимым, если для любого непустого 

семейства (Ui)iI открытых множеств в X из U = (Ui)iI следует U = Ui для некоторого 

индекса iI. Как видим, понятие неприводимого множества определяется на языке 

решетки O(X). Неприводимые множества топологического пространства являются 

компактными открытыми множествами.  

Пример 1. Возьмем любую полурешетку множеств S, . Алгебраическая 

структура S, ,  будет идемпотентным моно-полукольцом. При этом полурешетка 

S,  и полукольцо S, ,  обладают одними и теми же идеалами и одинаковыми 

простыми идеалами.  

Пример 2. Рассмотрим произвольную полурешетку множеств S, , содержащую 

пустое множество  и хотя бы одно непустое множество. Для любых множеств A, B S 

положим A+B = . Полученная алгебраическая структура S, +,  является 

полукольцом с полурешеточным умножением и константным сложением. Полурешетка 

S,  и полукольцо S, +,  обладают одними и теми же идеалами и одинаковыми 

простыми идеалами. Поэтому, с учетом примера 1, простые спектры полурешетки S, 

 и полуколец S, , , S, +,  совпадают, но полукольца S, ,  и S, +,  не 

изоморфны.  

Пример 3. Пусть B(M) – булеан непустого множества M. Относительно 

отношения включения B(M) является (булевой) решеткой множеств с наименьшим 

элементом  и наибольшим элементом M. Упорядоченное множество B(M),  служит 

нижней полурешеткой, ассоциированной с полурешеткой B(M), , и верхней 

полурешеткой, ассоциированной с полурешеткой B(M), . Рассмотрим четыре 

полукольца с полурешеточным умножением:  

1) идемпотентное моно-полукольцо B(M), , ;  

2) полукольцо B(M), +,  с константное сложением + с суммой ;  

3) булеву решетку B(M), , ;   

4) булево кольцо B(M), , , где  – симметрическая разность множеств.  

Полукольца 1) – 4) попарно не изоморфны, но имеют общую мультипликативную 

полугруппу – полурешетку B(M), . Полукольца 1) и 2), а также полукольца 3) и 4), 

имеют одинаковые простые спектры. Простые идеалы булевой решетки B(M), ,  

являются простыми идеалами полукольца B(M), , , но не наоборот. Если 

множество M имеет более одного элемента, то простые спектры полуколец 1) и 3) не 

гомеоморфны, поскольку Spec B(M), ,  не является хаусдорфовым пространством, 

а Spec B(M), ,  есть нульмерное компактное хаусдорфово пространство [2, с. 140, 

следствие 10]. Заметим, что множество B(M)\{M} служит наибольшим простым 

идеалом полукольца Spec B(M), , .  

Основные результаты 

Лемма 1. Всякая полурешетка является мультипликативной полугруппой 

идемпотентного моно-полукольца, при этом они имеют одни и те же идеалы и 

одинаковые простые идеалы.  

Действительно, достаточно задать на полурешетке операцию сложения, 

совпадающую с умножением.  
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Простым спектром полурешетки S,  назовем простой спектр 

соответствующего идемпотентного моно-полукольца S, , .  

Лемма 2. Всякая полурешетка с нулем является мультипликативной полугруппой 

полукольца с полурешеточным умножением и константным сложением, причем они 

имеют одни и те же идеалы и одинаковые простые спектры.  

Достаточно на полурешетке с нулем 0 определить константное сложение x+y=0.  

Следствием предложения Б является  

Предложение 1. Если S – произвольная полурешетка, I – ее идеал и M – 

непересекающаяся с I подполурешетка в S, то в S найдется простой идеал, 

содержащий I и не пересекающийся с M.  

Из предложения 1 вытекает  

Теорема 1. В любой полурешетке простые идеалы разделяют ее элементы.  

Лемма 3. Пусть S – полукольцо с идемпотентным умножением и A, B – его 

идеалы. Тогда справедливы следующие утверждения:  

(1) D(A)D(B)  AB;  

(2) D(A) = D(B)  A = B;  

(3) D(a) = D(b)  a = b для любых a, b S;  

(4) D(A)D(B) = D(AB);  

(5) D(A)D(B) = D(AB) = D(AB);  

(6) D(ab) = D(a)D(b) при любых a, b S;  

(7) решетка Id S изоморфна решетке O(Spec S).  

Доказательство. (1) Импликация AB  D(A)D(B) очевидна. Включение 

D(A)D(B) означает, что простые идеалы полукольца S, содержащие идеал B, содержат 

и идеал A. По предложению В любой идеал полукольца S является пересечением всех 

содержащих его простых идеалов их S. Поэтому верна и обратная импликация 

D(A)D(B)  AB.  

(2) следует из (1).  

(3) следует из (2).  

(4) вытекает из аналогичного свойства первичного спектра полуколец.  

(5) Как легко видеть, имеем AB = AB. Остается применить соответствующее 

свойство первичного спектра полуколец.  

(6) вытекает из (5).   

(7) является следствием утверждения (1), также вытекает из (2), (4), (5).  

Предложение 2. Для произвольной полурешетки S справедливы следующие 

утверждения:  

(1) идеалы полурешетки S совпадают с теоретико-множественными 

объединениями ее главных идеалов;  

(2) для любого непустого семейства (Ai)iI идеалов полурешетки S верно 

равенство D((Ai)iI) = D(Ai)iI;  

(3) множества D(a), a S, и пустое множество суть в точности неприводимые 

множества простого спектра Spec S.  

Доказательство. Можно считать, что S – неодноэлементная полурешетка. По 

теореме 1 Spec S  . Простой спектр полурешетки S обладает всеми свойствами 

первичных спектров полуколец, в частности Spec S является T0-пространством.  

(1) Всякий идеал полурешетки S совпадает с объединением содержащихся в нем 

главных идеалов. Очевидно, что объединение любого непустого семейства главных 

идеалов aS = {xS: xa}, aS, полурешетки S является ее идеалом. Поэтому 

объединение любого непустого семейства идеалов полурешетки S также будет идеалом 

в S.  
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(2) следует из аналогичного свойства первичного спектра полуколец в силу 

утверждения (1).  

(3) Возьмем элемент a S и предположим, что D(a) = Ui – объединение 

открытых множеств Ui топологического пространства Spec S, индексированных 

элементами непустого множества I. Для каждого индекса iI имеем Ui = D(Ai) для 

подходящего идеала Ai полурешетки S. Тогда D(aS) = D(a) = D(Ai) = D(Ai) в силу 

утверждения (2), откуда aS = Ai по лемме 3(2), стало быть, aS Ai для некоторого 

индекса iI. Значит, aS = Ai для указанного индекса i, и D(a) = Ui. Поэтому открытое 

множество D(a) неприводимо.  

Обратно, рассмотрим непустое неприводимое множество U простого спектра 

Spec S полурешетки S. Имеем U = D(A) для некоторого идеала A в S. Тогда U = D(a) 

по всем элементам a A. Поэтому U = D(a) для некоторого a A.  

Предложение 3 (мультипликативное представление Стоуна). Любое полукольцо S 

с полурешеточным умножением допускает мультипликативно изоморфное вложение 

S в булеан B (Spec S).  

Доказательство. Пусть дано полукольцо S  S, +,  с полурешеточным 

умножением. Рассмотрим отображение D: S→B(Spec S), переводящее каждый элемент 

a S в подмножество D(a) = {P Spec S: aP} простого спектра Spec S полукольца S. В 

силу утверждений (3) и (6) леммы 3 отображение D осуществляет изоморфное 

вложение полурешетки S,  в полурешетку множеств B(Spec S) с операцией 

пересечения множеств, при этом полурешетка S,  изоморфна подполурешетке 

множеств {D(a): aS} полурешетки B(Spec S), . См. также замечание 4 в конце 

статьи. 

Теорема 2 (представление). Любая полурешетка (с нулем) изоморфна некоторой 

полурешетке множеств ее простого спектра (с пустым множеством, 

соответственно).  

Доказательство. Пусть S  S,  – произвольная полурешетка. Если она 

одноэлементна, то изоморфна любой одноэлементной полурешетке множеств, скажем, 

{}. Будем считать полурешетку S неодноэлементной. По определению ее простой 

спектр Spec S есть простой спектр идемпотентного моно-полукольца S, , . Тогда по 

предложению 3 полурешетка S изоморфна полурешетке множеств {D(a): aS} Spec S. 

Если полурешетка S обладает нулем 0, то полурешетка множеств {D(a): aS} содержит 

 = D(0) в качестве нуля.  

Отметим, что полурешетка множеств {D(s): sS} приведенная, то есть любые 

точки P  Q простого спектра Spec S = D(S) = {D(s): sS} разделяются множеством 

D(a) для некоторого aS, именно, для всякого элемента a, принадлежащего ровно 

одному из простых идеалов P или Q.  

Теорема 3 (определяемость). Произвольные полурешетки S и T изоморфны тогда 

и только тогда, когда гомеоморфны их простые спектры Spec S и Spec T.  

Доказательство. Ясно, что изоморфные полурешетки имеют гомеоморфные 

простые спектры.  

Обратно, пусть для полурешеток S и T топологические пространства Spec S и 

Spec T гомеоморфны. Тогда изоморфны решетки O(Spec S) и O(Spec T). По лемме 3(6) 

и предложению 2(3) будут также изоморфны полурешетки {D(s): sS},  и {D(t): 

tT}, . Остается к полурешеткам S и T применить представление D (теорема 2).  

Подполурешетка A полурешетки S называется ее ретрактом, если существует 

гомоморфизм полурешетки S на полурешетку A, тождественный на A.  
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Теорема 4 (ретрактность). Всякая конечная цепь служит ретрактом любой 

содержащей ее как подполурешетку полурешетки.  

Доказательство. Пусть A = {a1 … an–1 an} – конечная цепь, являющаяся 

подполурешеткой полурешетки S. В силу предложения 1 возьмем в полурешетке S 

произвольный простой идеал P1, содержащий идеал an+S и не содержащий элемент an–1. 

Снова по предложению 1 выберем простой идеал P2 в S, содержащий идеал (an–1+S)P1 

и не содержащий элемент an–2. Действуя аналогичным образом далее, получим в 

полурешетке S цепочку простых идеалов P1 P2 … Pn–1, таких, что an–k+1 Pk и an–

k Pk для всех k = 1, 2, …, n–1. Разбиение {P1, P2\P1, …, Pn–1\Pn–2, S\Pn–1} определяет 

конгруэнцию на полурешетке S, фактор-полурешетка по которой изоморфна цепи A. 

Поэтому A будет ретрактом полурешетке S.  

В связи с теоремой 4 возникает следующая  

Задача. Описать полурешетки, служащие ретрактами всех содержащих их 

полурешеток в качестве подполурешеток.  

Применение к полукольцам с полурешеточным умножением 

На основании теоремы 2 получаем:  

Следствие 1. С точностью до изоморфизма идемпотентные моно-полукольца 

совпадают с полукольцами S, ,  из примера 1.  

Следствие 2. С точностью до изоморфизма полукольца с полурешеточным 

умножением и константным сложением совпадают с полукольцами S, +,  из 

примера 2.  

Следующие два утверждения вытекают из теоремы 3, поскольку в случае 

полукольца S, являющегося идемпотентным моно-полукольцом или полукольцом с 

полурешеточным умножением и константным сложением, простой спектр Spec S 

совпадает с простым спектром его мультипликативной полугруппы (леммы 1 и 2), 

которая полностью определяет само полукольцо S.  

Следствие 3. Изоморфность идемпотентных моно-полуколец эквивалентна 

гомеоморфности их простых спектров.  

Следствие 4. Изоморфность полуколец с полурешеточным умножением и 

константным сложением равносильна гомеоморфности их простых спектров.  

Замечания 

Сделаем ряд замечаний, дополняющих основной текст статьи.  

1. На произвольной полурешетке S, , как идемпотентной коммутативной 

полугруппе с бинарной операцией , вводятся два отношения порядка  и , 

превращающие ее, соответственно, в нижнюю полурешетку и верхнюю полурешетку. 

Именно, xy означает xy = x и xy означает xy=y для любых x, y S. Порядки  и  

двойственны друг и другу и их пересечение есть отношение равенства. См. [2, с. 23–24, 

упражнение 19].  

2. В обзорной статье "Полугруппы" справочной книги [3, с. 32] указано, что 

любая полурешетка S вложима в полурешетку B(S), , стало быть, изоморфна 

соответствующей полурешетке множеств. В самом деле, сопоставляя каждому 

элементу a полурешетки S ее главный идеал aS, получаем изоморфное вложение S в 

полурешетку B(S), , поскольку, как легко проверить, aSbS = (ab)S и aS = bS  a=b 

для любых элементов a, b S.  

3. Изоморфное вложение D: S→B(Spec S) полурешетки S в полурешетку 

B(Spec S),  является полурешеточной вариацией представления Стоуна D 

дистрибутивных решеток. Действительно, пусть S  S, +,  – произвольная 



А. А. Петров, А. П. Шкляев 

52 

дистрибутивная решетка, Spec S – ее простой спектр (как полукольца) и D: 

S→B(Spec S), a→D(a) = {P Spec S: aP} для всех a S. По теореме 2 имеем 

изоморфное вложение полурешетки S,  в полурешетку B(Spec S), . Легко видеть, 

что D(a+b) = D(a)D(b) для любых a, b S. Поэтому дистрибутивная решетка S 

изоморфна решетке множеств {D(a): aS} – подрешетке булеана B(Spec S), , . 

Кроме того, конечно-порожденные идеалы дистрибутивной решетки S являются 

главными, поскольку aS+bS = (a+b)S для всех a, b S. Поэтому множества D(a), aS, 

совпадают с компактными открытыми множествами простого спектра Spec S.  

Отметим также, что в случае дистрибутивной решетки S, +,  представление 

a→aS (a S) из замечания 2 не обязано переводить сумму в объединение, так как 

(a+b)S = aS+bSaSbS для несравнимых элементов a, b S, то есть при a  ab  b.  

4. Возьмем произвольное полукольцо S  S, +,  с полурешеточным умножением. 

В силу предложения 3 стоуново представление D осуществляет изоморфное вложение 

полурешетки S,  в полурешетку B(Spec S), . А как обстоит дело с множеством 

D(a+b) для элементов a, b S? Ясно, что D(a+b) D(a)D(b). Если S – моно-

полукольцо, то D(a+b) = D(a)D(b) для всех a, b S. Если S – полукольцо с 

константным сложением, то D(a+b) =  для любых a, b S. Для дистрибутивной 

решетки S тождественно D(a+b) = D(a)D(b) по замечанию 3. Для булева кольца S 

тождественно D(a+b) = D(a)D(b), причем, D(a+a) = D(0) = .  

5. В книге Гретцера даны определения дистрибутивной верхней полурешетки [2, 

с. 135] и простого идеала в таких полурешетках [2, с. 135]. Соответствующий простой 

спектр P(S) дистрибутивной верхней полурешетки S назван стоуновым пространством 

полурешетки S [2, с. 136]. Для них доказана теорема определяемости [2, с. 137, теорема 

5]: две дистрибутивные верхние полурешетки изоморфны тогда и только тогда, когда 

гомеоморфны их стоуновы пространства. В силу замечания 3 дистрибутивные решетки 

также определяются своими простыми спектрами. Наша теорема 3 является 

определенным аналогом этих результатов.  

6. В дополнение к теореме 4 отметим, что, как нетрудно видеть, любая 

полурешетка, являющаяся ретрактом всех содержащих ее полурешеток в качестве 

подполурешетки, имеет наименьший и наибольший элементы. Цепи натуральных, 

отрицательных целых и всех целых чисел не являются ретрактами цепи S целых чисел, 

пополненной наименьшим и наибольшим элементами, в то время как сама цепь S будет 

ретрактом любой полурешетки, содержащей S как подполурешетку.  

7. В статье [4] изучались свойства полурешеток, являющихся аддитивными 

полугруппами идемпотентных полуколец с единицей.  

Авторы выражают благодарность профессору Е. М. Вечтомову за постановку 

задач и внимание к нашей работе.  
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Аннотация. В связи с разработкой новых нано-структурированных материалов пред-

ставляют интерес неклассические, в частности, градиентные теории упругости, ис-

пользование которых считается оправданным для микро- и нано-масштабов в различ-

ных практических задачах материаловедения, механике композиционных материалов 

и др.  Данная работа посвящена обзору исследований по градиентным теориям упру-

гости, касающейся как развития общих теоретических подходов, так и применения их 

к решению различных практических задач. В статье проанализированы работы, где 

исследовались статические, динамические, тепловые процессы в рамках градиентных 

теорий упругости; рассмотрены примеры задач использования неклассических теорий 

упругости для материалов и конструкций с отдельными трещинами, поврежденно-

стью, фазовыми переходами и др. Следует отметить, что особой проблемой в таких 

задачах является идентификация параметров неклассических моделей, что является 

нетривиальным в отличие от классической теории упругости. В связи с этим, в статье 

предлагается оригинальный способ идентификации параметра упрощенной модели 

градиентной упругости Е. Айфантиса на основе представленного аналитического ре-

шения задачи одномерной деформации тяжелого тонкого слоя. 

Ключевые слова: градиентные теории упругости; упрощенные модели, идентифи-
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Abstract. The development of new nano-structured materials contributes to the development 

of nonclassical, in particular, gradient theories of elasticity. The use of gradient elasticity 

theories is considered justified for micro- and nano-scales in various practical problems of 

materials science, mechanics of composite materials, etc.  This paper is devoted to a review 

of research on gradient elasticity theories, concerning both the development of general theo-

retical approaches and their application to solving various practical problems. The article an-

alyzes works where static, dynamic, and thermal processes were studied within the frame-

work of gradient theories of elasticity; examples of problems of using non-classical theories 

of elasticity for materials and structures with individual cracks, damage, phase transitions, 

etc. are considered. It should be noted that a special problem in such problems is the identifi-

cation of parameters of nonclassical models, which is non-trivial in contrast to the classical 

theory of elasticity. In this regard, the article proposes an original method for identifying the 

parameter of the simplified gradient elasticity model by E. Aifantis based on the presented 

analytical solution to the problem of one-dimensional deformation of a heavy thin layer. 

Keywords: gradient elasticity theories; simplified models, parameter identification; heavy 

layer deformation. 
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Введение 

Применение классической теории упругости при оценке напряженно-деформиро-

ванного состояния некоторого тела ограничено определенным масштабным уровнем 

рассматриваемого тела (или его части). Обычно это связано с наличием значительных 

неоднородностей материальных характеристик, начиная с микроуровня и ниже. Для та-

ких объектов необходимо использовать неклассические теории упругости, которые поз-

воляют учитывать нелокальность деформаций. К таким теориям относятся градиентные 

теории упругости, основной особенностью которых является то, что они учитывают не 

только деформации, но и их пространственные производные, поэтому уравнения вклю-

чают тензор моментных напряжений наряду с тензором Коши. Это значительно услож-

няет постановку и решение задач, получение их аналитических и численных решений.  

Настоящая работа содержит обзор исследований по градиентным теориям упруго-

сти. В рамках обзора представлены и проанализированы работы, касающиеся как общей 

теории, так и различных приложений. Также изучены способы идентификации парамет-

ров неклассических моделей, что является нетривиальной проблемой в отличие от клас-
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сической теории упругости. На основе анализа авторами была решена задача одномер-

ной деформации тяжелого тонкого слоя. На основе решения предложенной задачи был 

предложен оригинальный способ идентификации градиентного параметра. 

 Общая теория неклассических сред 

Первоначальные идеи. В последнее время (начиная с 90-х годов прошлого века) в 

связи с появлением и разработкой новых материалов, а также благодаря тренду на мини-

атюризацию электронно-механических систем и их компонентов, активно развиваются 

теории обобщенного континуума, использующие неклассические определяющие соот-

ношения [1]. Это связано, прежде всего, с необходимостью описания размерных эффек-

тов, в том числе, в нано-структурированных материалах, различных сверхтонких струк-

турах, материалах с большими градиентами неоднородностей, и другими задачами на 

мезо- и микроуровне [2].  

Первоначальные идеи исходят от теории братьев Эжена и Франсуа Коссера [3, 4], 

называемой в настоящее время несимметричной теорией упругости  (моментной тео-

рией упругости). Особенности модели Коссера состоят в том, что для каждой частицы 

среды кроме вектора перемещений вводится еще одна кинематическая переменная – век-

тор поворота, в связи с чем, наряду с обычными напряжениями в среде возникают также 

моментные напряжения.  

Дальнейшее развитие теории Коссера началось с классической работы К. Тру-

сделла и его ученика Дж. Эриксена [5]. Современная трактовка континуальной модели, 

включающей эффекты второго порядка, дана в работе [6]. Позднее Р. Тупин получил 

аналогичные определяющие уравнения для конечных деформаций [7]. Далее эти идеи 

развивались в работах Р. Миндлина [8], Э. Аэро и Е. Кувшинского [9], В. Пальмова [10] 

и др. 

Модели нелокальной упругости. Модели основаны на предположении, что силы 

между материальными точками могут иметь дальнодействующий характер, что отражает 

дальнодействующий характер межатомных взаимодействий. Э. Кренер дал физическое 

обоснование нелокальной теории на основе теории дислокаций  [11,12]. А. Эринген и Д. 

Эделен получили определяющие уравнения нелокальной теории на основе вариацион-

ного подхода [13]. Физические основы нелокальной упругости обобщены в работе И. 

Кунина [14]. Вариационный подход к выводу достаточно общих уравнений нелокальной 

градиентной теории высокого порядка представлен в работе [15].  

Развитие общей теории. Общие вопросы градиентной теории упругости рассмат-

ривались отечественными учеными. Так, С. Лурье и В. Васильев в работе [16] указывают 

на необходимость формулировки условий симметрии, аналогичным требованиям к тен-

зору жесткости анизотропного тела в классической теории упругости. Это симметрия по 

перестановке индексов в первой и второй паре индексов, а  также при перестановке этих 

пар. Последнее требование вытекает из условия существования потенциала упругой 

энергии. Авторы развивают подобные требования применительно к градиентным тео-

риям упругости с целью получения корректных физических уравнений.     

Вариационная формулировка градиентной анизотропной теории упругости пред-

ставлена в работе [17]. Наряду с классическим тензором анизотропных модулей четвер-

того ранга предложено ввести вектор размерности длины.     

Некоторые работы посвящены развитию градиентной теории при конечных дефор-

мациях. Например, показано, что условия эллиптичности уравнений градиентной теории 

упругости при конечных деформациях, когда плотность энергии деформации является 

функцией первого и второго градиента вектора градиента места, накладывает определен-

ные ограничения на касательные модули [18].      

Особенности неклассических моделей. Развиваемые модели позволяют учитывать 

масштабные эффекты, поскольку определяющие соотношения включают градиентные 
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параметры, соотносимые с размерными параметрами исследуемой области, например, с 

размерами зерна (дефекта), толщиной покрытия и т.п. Модели позволяют получать регу-

лярные решения в окрестности острых трещин (так называемых особых точек), более 

гладкие решения для многокомпонентных (зернистых) материалов с микро- и нано-

включениями, рассматривать адгезионные эффекты, масштабные эффекты и др.    

Поскольку плотность энергии деформации в неклассических моделях зависит не 

только от тензора деформаций, но и от градиента деформации первого (второго и т.д.) 

порядка, это приводит к уравнениям более высокого порядка, чем в классической теории 

упругости. Данное обстоятельство усложняется требованием формулировки дополни-

тельных граничных условий, а также определением множества дополнительных пара-

метров модели. Все это является определенной "платой" за новые возможности гради-

ентных теорий. 

Упрощенные модели градиентной упругости. На практике используются, как пра-

вило, упрощенные (прикладные) градиентные модели с малым количеством параметров, 

в частности, однопараметрические модели, наиболее распространенной из которых яв-

ляется вариант Е. Айфантиса [19]. Другим вариантом упрощенной (одно- и двухпарамет-

рической) модели является подход  В. Васильева, С. Лурье [16, 20]. Этими же авторами 

в работе [21] представлена новая однопараметрическая модель обобщенной теории упру-

гости. Рассмотрены постановки задач различной размерности.  

Подобные модели и используются в основном в различных приложениях, напри-

мер [22, 23]. Таким образом, максимально упрощенный вариант физических уравнений 

одномерной градиентной теории упругости (вариант Е. Айфантиса [19]) выглядит сле-

дующим образом: 

       𝜎 = 𝐸𝜀 + 𝐿𝐸
𝜕𝜀

𝜕𝑥
 ,     (1) 

где E – модуль упругости; L – градиентный параметр, имеющий размерность длины. 

 

Применение неклассических теорий упругости к решению различных задач   

Задачи деформирования балок, пластин с концентраторами.  К настоящему вре-

мени в рамках градиентной теории упругости решено достаточно много различных при-

кладных задач. Решение статических задач изгиба стержня представлены в работах [19, 

23–25 и др.], а деформации цилиндра в работах [26, 27 и др.]. Задачи изгиба пластин, 

растяжения пластины с отверстием и подобных рассматривались в работах [28–29 и др.]. 

Авторами статьи [30] в рамках континуума Коссера проведен анализ аналитического ре-

шения задачи Кирша и показано отличие классического и неклассического решений.   

Задачи теории трещин. Классическая линейная упругость приводит к бесконечно 

большим напряжениям в вершине острой трещины, а поскольку сингулярность напря-

жений не является реальной, то в этом случае классические критерии разрушения не при-

менимы. Градиентная теория устраняет сингулярность напряжений, что приводит к 

определенным преимуществам описания [31].  

Подробное применение моментной теории упругости к задачам трещинами изло-

жено в монографии Н. Морозова [32]. Новый вид решения плоской задачи градиентной 

теории упругости при наличии острой трещины представлен в [33].  

Задачи механики композиционных материалов, наноматериалов. Градиентные тео-

рии упругости применяются при анализе напряженного состояния в тонких покрытиях 

(слоях) в композиционных материалах. В частности, в работе [34] рассмотрены тонкие 

покрытия, применяемые в авиакосмической области. Модель материалов со сфериче-

скими анизотропными наночастицами представлена в работе [35]. Изгиб консольных 
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нано-трубок с целью разработки резонаторов изучался в работе [36]. В работе [37] рас-

сматривается модель композиционного материала, армированного двунаправленными 

волокнами, описывающая плавные переходы полей сдвиговых деформаций.   

Динамические задачи. Применение градиентной теории упругости при описании 

различных динамических эффектов, в частности колебаний, приводит к различным эф-

фектам. Так, многие авторы отмечают, что когда толщина микро-пластины сравнима с 

масштабным параметром модели, увеличивается собственная частота колебаний, напри-

мер [38]. Аналогичный эффект наблюдается и для продольных колебаний нано-стержня 

[39].  

Нелинейные продольные и сдвиговые волны деформации, распространяющиеся в 

градиентно-упругой среде, изучаются в работе [40]. Колебания полосы с отслоением в 

рамках однопараметрической модели Е. Айфантиса рассмотрены авторами работы [41], 

где получены смешанные полуаналитические решения для градиентной упругости.  

Динамические задачи для микро- и нано-объектов часто возникают в связи с разра-

боткой различных нано-электромеханических систем (датчиков), например [42]. В по-

добных задачах необходимо учитывать влияние нано-размерных эффектов, что было 

сделано в работе [43], где рассматривались колебания круглой ортотропной пластины с 

учетом эффектов градиентной упругости.  

   Градиентная теплопроводность и термоупругость.  Значительная часть работ 

посвящена полусвязанным термоупругим задачам, когда температурное поле определя-

ется по обычным классическим законам, а напряженно-деформированное состояние, ин-

дуцированное тепловыми эффектами – по градиентной теории упругости. Как всегда ши-

роко используется однопараметрическая теория Е. Айфантиса.  

В работе А. Ватульян с соавторами [44] приведено решение термоупругой задачи 

для цилиндра с термозащитным покрытием, отмечается необходимость учета влияния 

градиентного параметра при оценке прочности покрытия. Аналогичная термоупругая 

плоская задача рассмотрена также в работе [45].  

Развитие вариационного принципа Л. Седова для построения различных диссипа-

тивных моделей, позволяющее получить обобщение различных законов теплопроводно-

сти, в том числе градиентную модель теплообмена, предлагается в работе [46].  

Задачи с поврежденностью, фазовыми превращениями и др. Уравнения неравно-

весной термодинамики с внутренними параметрами состояния для градиентной теории 

упругости представлены P. Van в работе [47]. Вариант градиентной теории упругости со 

скалярным параметром поврежденности развивается в работе [48]. Модель дилатацион-

ной теории упругости применительно к чистому изгибу балки, соответствующая част-

ному случаю среды с микроструктурой Миндлина, развивается в работе [49].  

Задачи электроупругости в рамках градиентной упругости рассмотрены в работах 

А. Ватульян с соавторами [50,51]. Оценка напряженно-деформированного состояния, 

индуцированного фазовым превращением в магнии на основе градиентной теории упру-

гости, проведена в работе [52], где получено аналитическое решение для одноосной де-

формации тонкого слоя.    

Идентификация параметров неклассических теорий упругости. Для практиче-

ского применения градиентных теорий требуется разработка достоверных методов иден-

тификации дополнительных материальных констант. Идентификация параметров может 

осуществляться различным образом, в литературе выделяются несколько основных под-

ходов.    

Сравнение результатов континуального и дискретно-атомистического моделирова-

ния проведено в работе [53]. Использование потенциалов межатомного взаимодействия 
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позволяет определять параметры градиентной теории, приводится пример идентифика-

ции для двухфазного композита W-Si [54]. 

Испытания образцов с различной длиной нанесенных трещин или с различным раз-

мером дефектов (метод Васильева–Лурье) предполагает сравнение соответствующих 

расчетных и экспериментальных данных, в том числе измерение двухмерного или трех-

мерного поля деформаций вблизи дефектов на поверхности образца [55]. Подобный под-

ход обсуждается в работе [56]. 

Наиболее распространенным подходом является аналогичный подход, когда 

оценка параметров для микро- и нано-композиционных структур производится путем 

измерения поля деформаций (измерение двухмерного или трехмерного поля координат 

на поверхности образца) изучаемого объекта и сравнения данных с численными (в част-

ном случае, аналитическими) результатами. Такие подходы отражены в различных рабо-

тах, например [57, 58].    
 Ниже будет рассмотрена задача деформации тонкого слоя под действием соб-

ственного веса для физических уравнений Е. Айфантиса, решение которой в совокупно-

сти с инструментальными измерениями позволяет идентифицировать градиентный па-

раметр.     

 

Одноосная деформация тяжелого слоя 

Рассмотрим одноосную деформацию тонкого слоя толщиной 𝑧1 < 1мкм  под дей-

ствием силы тяжести. Такая задача позволяет получить аналитическое решение и может 

служить основой для оценки градиентного параметра при наличии соответствующего 

инструментального сопровождения.   

Связь между напряжениями и деформациями для максимально простого варианта 

градиентной теории упругости (Е. Айфантис, [19]) в одномерном варианте (одноосной 

деформации вдоль оси 𝑧, рис. 1) для декартовой системы координат можно записать как 

     𝜎𝑧 = 𝐸𝜀𝑧 + 𝐿𝐸
𝜕𝜀𝑧

𝜕𝑧
 ,     (2) 

где E – модуль упругости; L – градиентный параметр, имеющий размерность длины; 

𝜎𝑧 , 𝜀𝑧 – компоненты тензора напряжений и деформаций, соответственно. 

 

 
Рис. 1.  Одноосная деформация тонкого тяжелого слоя (1), лежащего на абсолютно 

твердом основании (2) 

 

 Рассмотрим тяжелый однородный слой (рис. 1), расположенный в диапазоне 

        −∞ ≤ 𝑥 ≤ +∞; −∞ ≤ 𝑦 ≤ +∞;  0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑧1,     (3) 

тогда с учетом направления оси 𝑧 от точки 0 в сторону 𝑧1  

     𝜎𝑧 = −𝛾(𝑧1 − 𝑧),     (4) 

где 𝛾 – удельный вес. 
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 Общее решение уравнения (2) с учетом (4) имеет вид 

    𝜀𝑧 = 𝐶𝑒𝑥𝑝 (−
𝑧

𝐿
) +

𝛾

𝐸
(𝑧 − 𝑧1 − 𝐿).    (5) 

 Интегрируя (5), получим общее выражение для перемещения:  

   𝑢𝑧 = −𝐶𝐿𝑒𝑥𝑝 (−
𝑧

𝐿
) +

𝛾

2𝐸
(𝑧 − 𝑧1 − 𝐿)2 + 𝐶1.   (6) 

 Постоянные интегрирования 𝐶, 𝐶1   в решении (6) определяются из граничных 

условий на границах слоя. Классическое граничное условие касается перемещения на 

границе 𝑢𝑧(𝑧 = 0) = 0. Откуда следует, что  

     𝐶1 = 𝐶𝐿 −
𝛾

2𝐸
(𝑧1 + 𝐿)2.    (7) 

 Возникает вопрос о дополнительном граничном условии для определения посто-

янной 𝐶. Казалось естественно предположить, что на свободной границе 𝑧1 деформация 

𝜀𝑧(𝑧 = 𝑧1) = 0 , что приводит к условию 
𝜕𝜀𝑧

𝜕𝑧
(𝑧 = 𝑧1) = 0  согласно (2), и соответствует 

отсутствию напряжения на свободной границе 𝜎𝑧(𝑧 = 𝑧1) = 0. В этом случае выражение 

для деформации принимает вид  

    𝜀𝑧 =
𝛾𝐿

𝐸
𝑒𝑥𝑝 (

𝑧1−𝑧

𝐿
) +

𝛾

𝐸
(𝑧 − 𝑧1 − 𝐿).    (8) 

Анализ выражения (8) показывает, что деформация является положительной  𝜀𝑧 >
0, что, конечно, не имеет физического смысла, поскольку слой сжимается под действием 

силы тяжести.  

Следовательно, необходимо задавать деформацию (или ее производную) на гра-

нице 𝑧 = 0, где отсутствуют перемещения. Вариант граничного условия 𝜀𝑧(𝑧 = 0) = 0 

также приводит к не физическому следствию 𝜀𝑧 > 0. Подходящим вариантом является 

требование 
𝜕𝜀𝑧

𝜕𝑧
(𝑧 = 0) = 0 для которого постоянная 𝐶 =

𝛾𝐿

𝐸
. В этом случае деформация 

и перемещение принимают вид: 

    𝜀𝑧 =
𝛾𝐿

𝐸
𝑒𝑥𝑝 (−

𝑧

𝐿
) +

𝛾

𝐸
(𝑧 − 𝑧1 − 𝐿);    (9) 

   𝑢𝑧 =
𝛾𝐿2

𝐸
[1 − 𝑒𝑥𝑝 (−

𝑧

𝐿
)] +

𝛾

2𝐸
𝑧(𝑧 − 2𝑧1 − 2𝐿).   (10) 

Полученные выражения (9), (10) можно представить в безразмерном виде: 

    𝜀𝑧 = 𝜋1𝜋2𝑒𝑥𝑝 (−
𝜁

𝜋2
) + 𝜋1(𝜁 − 𝜋2 − 1);   (11) 

   𝑢𝑧/𝑧1 = 𝜋1𝜋2
2 {1 − 𝑒𝑥𝑝 (−

𝜁

𝜋2
)} +

1

2
𝜋1𝜁(𝜁 − 2𝜋2 − 2),  (12) 
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где 𝜋1 =
𝛾𝑧1

𝐸
, 𝜋2 =

𝐿

𝑧1
, 𝜁 =

𝑧

𝑧1
. 

Распределение деформации (11) по толщине слоя при 𝜋1 = 0,01 для различных зна-

чений параметра 𝜋2 (соответственно, градиентного параметра 𝐿) показано на рис. 2. 

 

Рис. 2. Распределение деформации по толщине тяжелого слоя: 𝜋2 = 1 – белый круг; 0,5 – 

светло-серый круг; 0,2 – темно-серый круг; 0,01 – линия без маркера (классическое решение) 

 

Наблюдается сильное отличие классического решения от решений согласно гради-

ентной теории при различных параметрах 𝜋2(𝐿).  

Распределение относительного перемещения (12) по толщине слоя при тех же па-

раметрах показано на рис. 3. 

 

 

Рис. 3. Распределение относительного перемещения по толщине тяжелого слоя: 𝜋2 = 1 

– белый круг; 0,5 – светло-серый круг; 0,2 – темно-серый круг; 0,01 – линия без маркера (клас-

сическое решение) 
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Видно, что на свободной границе тяжелого слоя отличия в перемещениях по гра-

диентной и классической теории могут достигать от 1,5 до 4 раз. Подобные отличия мо-

гут быть замерены инструментально с целью определения градиентного параметра 𝐿.   

Например, для низкомодульного материала (полимер, клей) при толщине слоя 𝑧1 

около 1 мм величина 𝜋1 может достигать 10-4. При этом значении 𝜋1 расчеты по пред-

ставленной модели дают величину максимального перемещения границы слоя 𝑢𝑧(𝑧1  =
1) =  0,5 мкм для 𝜋2 =  0,01 (классическое решение) и 𝑢𝑧(𝑧1  =  1) =  2 мкм для 𝜋2 =  1 

(градиентная теория).    

Пусть тонкий слой низкомодульного материала приклеен к массивной пластине. 

Пусть толщина низкомодульного слоя в случае, когда массивная пластина находится 

внизу, равна ℎ1 . А соответствующая толщина, когда массивная пластина находится 

вверху, равна ℎ2. Тогда 

      ℎ2 − ℎ1 = 2𝑢𝑧(𝑧1  =  1 ).        (13) 

Именно собственный вес слоя определяет разность величин ℎ2 − ℎ1 в (13), которая 

находится в пределах от 1 мкм до 4 мкм, что может быть замерено инструментально. В 

зависимости от полученного результата (в том числе с помощью графиков рис. 2) можно 

оценить величину 𝜋2 и градиентный параметр 𝐿. 

Заключение 

Представлен обзор исследований по неклассическим (градиентным) теориям упру-

гости. Рассмотрены вопросы общей теории и различные приложения, в частности, ис-

пользование упрощенных моделей применительно к микро- и нано-структурным мате-

риалам. Отдельное внимание уделено методам идентификации параметров градиентных 

моделей.  

В рамках упрощенной модели Е. Айфантиса поставлена и решена задача одномер-

ной деформации тонкого слоя под действием собственного веса. Предложен способ 

определения градиентного параметра на основе полученного решения.   
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Аннотация. В работе представлен метод изготовления волоконно-оптического дат-

чика температуры на основе торцевого интерферометра Фабри–Перо, выполненного 

в виде полимерного "моста", часть которого является чувствительным элементом дат-

чика. Основным материалом для создания чувствительной части является УФ-отвер-

ждаемая смола, прозрачная для оптического и ближнего инфракрасного диапазона. 

Проверка работоспособности датчика проводилась с помощью оптического анализа-

тора спектра. Пики и провалы, видимые на спектре отражения широкополосного ис-

точника излучения, свидетельствовали о правильной работе интерферометра Фабри–

Перо, а их смещение при изменении температуры образца позволило измерить чув-

ствительность предложенного типа датчика. В результате выполнения работы пока-

зано, что чувствительность разрабатываемого датчика выше, чем у существующих 

аналогов, а габариты позволяют применять его в задачах биомедицины и ответствен-

ных измерениях температуры. 
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Abstract. The paper presents a method of fabrication of a fiber-optic temperature sensor 

based on an end-face Fabry-Perot interferometer made in the form of a polymer “bridge”, a 

part of which is a sensitive element of the sensor. The main material for creation of the sen-

sitive part is UV-curable resin, transparent for optical and near-infrared range. The perfor-

mance of the sensor was tested using an optical spectrum analyzer. The peaks and dips visible 

on the reflection spectrum of the broadband radiation source indicated the correct operation 

of the Fabry-Perot interferometer, and their displacement when the sample temperature 

changes allowed to measure the sensitivity of the proposed type of sensor. As a result of this 

work it is shown that the sensitivity of the developed sensor is higher than that of existing 

analogs, and its dimensions allow its application in biomedical applications and critical tem-

perature measurements. 
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Введение 

Среди различных типов волоконно-оптических сенсоров особое место занимают 

чувствительные элементы на базе интерферометра Фабри–Перо, так как они обладают 

рядом преимуществ перед аналогами: простота конструкции, компактность, высокая 

чувствительность и хорошая работоспособность при высоких температурах [1–3]. Эти 

характеристики делают данный тип интерферометра особенно привлекательным для со-

здания датчиков температуры. Однако практическое применение таких устройств услож-

няется высокой стоимостью и специфичностью компонентов, необходимых для создания 

чувствительного элемента. 

В качестве решения этой проблемы предлагается создавать интерферометр Фабри–

Перо непосредственно на торце оптического волокна, используя доступный фотополи-

мерный материал, который прозрачен в диапазоне длин волн 700–1600 нм. 

Формирование чувствительной части 

В качестве материала для чувствительной части датчика температуры был исполь-

зован фоточувствительный полимер, а именно оптический клей AС 545, который 

mailto:2danur@psu.ru
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прозрачен для видимого света и ближнего инфракрасного диапазона (ИК-диапазона). 

Выбор данного полимера обоснован тем, что он чаще всего применяется в фотонике для 

соединения оптических компонентов, Процесс формирования заготовки основан на тех-

нике формирования полимерного "моста" между торцами двух оптических волокон [4]. 

Подготовленные волокна укладываются в микропозиционеры напротив друг друга (см. 

рис. 1) под микроскопом, далее при помощи измерителя оптической мощности прово-

дится точная юстировка оптических волокон. Оптические волокна сводятся друг к другу 

торец в торец. После чего на торец одного из волокон наносится капля из фотополимер-

ного материала. 

 
Рис. 1. Общая схема формирования чувствительного элемента:  

1 – источник излучения (1550 нм), 2 – микропозиционеры с волокнами, 

3 – измеритель оптической мощности, 4 – микроскоп, подключенный к компьютеру, 

5 – источник УФ-излучения  

 

За счет смачиваемости оптического волокна и сил поверхностного натяжения по-

лимер располагается между торцами оптических волокон. Поочередно засвечивая уль-

трафиолетовым источником FUWO (FUV-6L) полимер и разводя волокна относительно 

друг друга по одной из осей, – формируется полимерный "мост". Управление скоростью 

и дистанцией между оптическими волокнами, длительностью и мощностью излучения 

на каждом этапе позволяет контролировать длину, толщину и форму получаемой струк-

туры. Скол полученного полимерного "моста" вблизи из одного из торцов обеспечивает 

формирование "столбика" с прямым торцом. Таким образом, две границы раздела сред: 

оптическое волокно – полимер и полимер – воздух в совокупности формируют интерфе-

рометр Фабри–Перо на торце волокна (см. рис. 2). 

 
Рис. 2. Микрофотография датчика чувствительного элемента,  

сформированного из полимера основе оптического клея AС 545  
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Работоспособность датчика оценивалась при помощи собранной установки (см. 

рис. 3а) для получения спектра отражения от сформированной структуры из полимера. 

Спектр излучения суперлюминесцентного волоконного источника (1510–1580 нм с вы-

ходной мощностью до 4 мВт) приведен на рис. 3б. 

  
а)      б) 
Рис. 3. а) Принципиальная схема измерения: 

1 – cуперлюминесцентный волоконный источник, 2 – циркулятор, 

3 – оптический анализатор спектра, 4 – чувствительный элемент; 

б) спектр источника излучения 

 

Полученный спектр представлен на рис. 4 при температуре t = 25°С, параметры 

чувствительного элемента полимерного "столбика": диаметр – 32 мкм, длина – 51,2 мкм, 

материал – оптический клей AC 545. 

 

Рис. 4. Спектр чувствительного элемента из оптический клей AC 545  

(диаметр – 32 мкм, длина – 51,2  мкм) при температуре 25 °C 

 

Огибающая спектра, представленного на рис. 4, повторяет форму спектра излуче-

ния источника, что говорит о достоверности полученных данных. Провалы на спектре 

объясняются возникновением интерференции: любое минимальное воздействие на ин-

терферометр изменяет длину оптического пути, то есть расстояние между плечами, в 
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результате чего на интерферограмме изменяется расстояние между соседними максиму-

мами (область свободной дисперсии, FSR): 

FSR=
𝜆2

𝛥𝐿
, 

где 𝜆 – длина волны, ∆L – длина чувствительной части датчика. 

Для подтверждения того, что интерференция происходит именно в чувствитель-

ной части датчика, были рассчитаны FSR для оптического волокна (FSRопт=0,26 мкм) и 

FSR для "столбика" (FSRстолб=0,0457 мкм). 

Температурные испытания 

Датчик размещался внутри климатической камеры 60/150-80 КТХ, температура 

внутри климатической камеры линейно изменялась от 30 до 50 ℃ с шагом в 5 ℃ с вы-

держкой на каждой ступени в 5 мин при скорости нагрева 4 ℃/мин.  

Согласно теории оптоволоконных интерферометров Фабри–Перо [5], при измене-

нии температуры форма спектра отражения сохраняется, а сам спектр смещается по 

длине волны. Полученные экспериментальные данные позволяют с высокой точностью 

определить смещение спектра отражения, а, следовательно, и действующую на чувстви-

тельный элемент температуру (см. рис. 5). 

  

а)       б) 
Рис. 5. Спектр а) датчика температуры на основе оптического клея AC 545; б) фрагмент 

спектра для различных значений температуры 

 

Смещение спектра (пикового значения) при изменении внешней температуры (рис. 

5б) позволяет использовать предложенный чувствительный элемент в качестве датчика 

температуры. Чувствительность изготовленного датчика составила ~44 пм/℃. В работе 

[6] предложен метод изготовления аналогичного Фабри–Перо на торце оптического во-

локна из боросиликатного стекла, результаты экспериментальных исследований образ-

цов интерферометров показали, что они демонстрируют близкую температурную чув-

ствительность спектральных откликов, которая составила 42 пм/℃  и 37 пм/℃. Однако 

повторяемость геометрии датчиков при использовании существующих технологий изго-

товления затруднительна. Аналогичный датчик был разработан учеными из Китая [7], в 

качестве материала для формирования чувствительной части был использован фотопо-

лимерный материал с примесями полидиметилсилоксана (ПДМС). Данный датчик 



М. А. Чеснокова, Д. И. Нурмухаметов и др.  

76 

работает в диапазоне длин волн 1500–1600 нм и имеет чувствительность -1,18 нм/℃ при 

20–110 ℃. 

Одномерная модель деформации и отверждения оптического волокна 

Рассмотрим модель отверждения материала капли/стержня путем перехода из 

жидкого состояния в твердое с изменением механических характеристик, а также усадки, 

связанной со структурными изменениями.  

 Скорость полной деформации "столбика"   является суммой скоростей упругой 
e и вязкой v деформации, а также деформации усадки f . Предполагаем, что деформа-

ция усадки является функцией полученной дозы УФ-облучения 𝜀𝑓 = 𝐹(𝐷),  𝐷 =
∫ (𝑊(𝑡) 𝑆)⁄ 𝑑𝑡, 𝑊(𝑡) – переменная мощность источника УФ; S  – площадь воздействия 

светодиода.  

 Процесс деформации и отверждения описывается системой дифференциальных 

уравнений 

  𝜀̇ = 𝜎̇ 𝐸⁄ + 𝜎 𝜇⁄ + (𝜕𝐹 𝜕𝐷⁄ )𝐷̇(𝑡),  𝐷̇(𝑡) = 𝑊(𝑡) 𝑆⁄   (1) 

где 𝜎 – нормальное напряжение в стержне; 𝐸 – модуль упругости; 𝜇 – коэффициент вяз-

кости. 

 В уравнениях (1) механические характеристики являются заданными функциями 

полученной дозы облучения, 𝐸 = 𝐸(𝐷), 𝜇 = 𝜇(𝐷). Доза облучения D определяется мощ-

ностью 𝑊(𝑡), а в итоге все неизвестные функции являются функциями времени. Управ-

ляя процессом полимеризации (при некоторых технических ограничениях – мощность 

излучения, скорость растяжения стержня и т. д.) можно реализовать различное напря-

женно-деформированное состояние стержня и его геометрию. Основными параметрами 

управления является скорость изменения полной деформации 𝜀̇ = 𝛹(𝑡)  от времени, а 

также переменная мощность облучения 𝑊(𝑡).  

Анализ режимов процесса отверждения при постоянном напряжении 

 На практике представляют интерес режимы управления процессом )(t  и )(tW , 

при которых деформация и отверждение стержня протекает при небольшом постоянном 

напряжении 1 , что позволяет получить тонкий и длинный датчик для измерения темпе-

ратуры в локальной области в труднодоступном месте. В противном случае рост напря-

жения может привести к преждевременному разрушению чувствительной части датчика. 

Условие постоянства напряжения имеет вид 

    𝜎1 𝜇(𝐷)⁄ = 𝛹(𝑡) − (𝜕𝐹 𝜕𝐷⁄ )𝐷̇(𝑡),    (2) 

а наиболее простым вариантом управления процессом является выбор определенного ре-

жима скорости деформации при фиксированной мощности облучения.  

 Для его поиска необходимо конкретизировать зависимости деформации усадки, 

коэффициента вязкости и модуля упругости от полученной дозы облучения D. Примем 

эти зависимости в одинаковой нелинейной форме: 

  𝜀𝑓 = 𝐹(𝐷) = 𝜀1
𝑓

(1 − 𝑒−𝛾𝐷),  𝜇 = 𝜇(𝐷) = 𝜇1(1 − 𝑒−𝛽𝐷),  (3) 

где 𝜀1
𝑓
 – максимальная деформация усадки твердого материала; 𝛾 – коэффициент, харак-

теризующий скорость изменения деформации усадки; 𝜇1  – коэффициент вязкости 
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твердой капли, 𝛽 – коэффициент, характеризующий скорость изменения коэффициента 

вязкости.  

 Пусть мощность облучения постоянна: 𝐷̇(𝑡) =
𝑊(𝑡)

𝑆
= 𝑉𝐷, тогда 𝐷 = 𝑉𝐷𝑡, а для вы-

полнения условия (2) необходимо задать скорость полной деформации в виде  

   𝛹(𝑡) = 𝜎1 [𝜇1(1 − 𝑒−𝛽𝑉𝐷𝑡)]⁄ + 𝜀1
𝑓

𝛾𝑉𝐷𝑒−𝛾𝑉𝐷𝑡,    (4) 

 На рисунке 6 показаны требуемые скорости деформирования стержня (4) при раз-

личных мощностях облучения: 𝑽𝑫 = 0,5 (кривая 1); 1,0 (кривая 2); 2,0 (кривая 3). В рас-

чете использовались следующие постоянные: 𝜎1 𝜇1⁄ = 0,01; 𝛽 = 0,5; 𝛾 = 0,5; 𝜀1
𝑓
= -0,1. 

 

Рис. 6. Временная зависимость скорости деформации, требуемая для поддержания постоян-

ного напряжения при 0,5 (кривая 1); 1,0 (кривая 2); 2,0 (кривая 3) 

 

Из рисунка 6 следует, что при постоянной мощности излучения  для поддержания 

фиксированного уровня напряжения скорость растяжения стержня должна уменьшаться 

с течением времени. Средний уровень скорости деформации тем меньше, чем больше 

мощность излучения. Таким образом, при меньших уровнях мощности облучения  и вы-

полнении требования (4) для сохранения постоянного напряжения, можно достичь более 

значительного уровня деформации (перемещения). Это важный для практики вывод, по-

скольку такой режим позволяет получить более длинный и тонкий цилиндр ("столбик").  

Заключение 

В результате исследования была разработана технология формирования темпера-

турного датчика, чувствительный элемент которого представляет собой торцевой интер-

ферометр Фабри–Перо из полимерной УФ-отверждаемой, прозрачной для ближнего ИК-

диапазона смолы. Испытания показали, что с ростом температуры происходит сдвиг 

начального спектра, которое можно объяснить изменением длины интерферометра и по-

казателя преломления полимера. Также была определена чувствительность исследуемого 

датчика, которая составляет ~44 пм/°С и превышает чувствительность классических во-

локонно-оптических датчиков (~11 пм/°С), чувствительный элемент которых базируется 

на кварцевом стекле. Кроме того, была разработана одномерная модель деформации и 

отверждения оптического волокна, с помощью которой получены режимы процессов 
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отверждения, при которых напряжение не возрастает, что позволяет получить более 

длинный и тонкий "столбик" (датчик). 
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Аннотация. Представлен численный метод решения смешанной начально-краевой 

задачи для двумерного уравнения диффузии в случае квазилинейного коэффициента 

диффузии, при наличии линейного источника, обеспечивающий четвертый порядок 

пространственной аппроксимации. Рассматривается алгоритм построения операторов 

разностной схемы на компактном шаблоне с помощью последовательного покоорди-

натного применения сплайн-интерполяции. Приведен теоретический расчет порядка 

аппроксимации, обеспечиваемого рассматриваемой разностной схемой, а также 

найдено условие, при котором схема устойчива. Представлены результаты вычисли-
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Abstract. This article presents a method of numerical integration of a mixed initial-boundary 

value problem for two-dimensional second-order parabolic quasilinear diffusion equation 

with quasilinear diffusion coefficient and linear external source, that provides a 4th order 

spatial approximation. We consider an algorithm for constructing the operators of a difference 

scheme on a compact template using sequential coordinate-wise application of spline inter-

polation. The theoretical calculation of the approximation order provided by the considered 

difference scheme is given, and the condition under which the scheme is stable is found. The 

results of computational experiments confirming the theoretically found value for the approx-

imation order are presented. 
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Введение 

С целью численного решения начально-краевых задач для многомерных параболи-

ческих дифференциальных уравнений и их систем в рамках метода конечных разностей 

наиболее часто применяются методы построения аддитивных разностных схем. Среди 

таких схем выделяют: факторизованные схемы, разностный оператор, содержащий про-

странственные производные которых представим в виде произведения разностных опе-

раторов меньшей пространственной мерности; схемы расщепления по физическим про-

цессам, при построении которых различные этапы построения схемы соответствуют раз-

личным по своей физической природе аспектам описываемого процесса, к которым, 

например, относится схема широко применяемого метода крупных частиц, разработан-

ного О.М. Белоцерковским и его научной школой; схемы расщепления по простран-

ственным переменным, при которых разностный оператор схемы строится с помощью 

разностных операторов по отдельным пространственным координатам, также известные 

как локально-одномерные схемы (Locally One-Dimensional, LOD) [1, 2].  

Вопросу разработки эффективных аддитивных локально-одномерных схем, в том 

числе схем переменных направлений (Alternating Direction Implicit, ADI), посвящено 

большое количество как фундаментальных, так и современных работ [3–16]. С точки зре-

ния получения схем повышенной точности представляют интерес локально-одномерные 

https://elibrary.ru/exvlvj
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схемы, реализующие сплайн-интерполяцию совместно с методом расщепления по коор-

динатам. Так, например, в работах [17, 18] на этапе построения одномерных разностных 

операторов при реализации схем расщепления применяются сплайн-интерполяции, 

обеспечивающие повышенный порядок аппроксимации. В работе [19] численное при-

ближение для двумерной задачи строится с помощью двумерного сплайна, представля-

ющего линейную комбинацию одномерных B-сплайнов по отдельным пространствен-

ным переменным. 

При моделировании многих физико-химических процессов возникают зоны высо-

ких градиентов, что приводит к необходимости использования сеток высокой детализа-

ции, либо применения неравномерных сеток [20–23]. В частности, при моделировании 

процесса, описанного в работе [24], зона высоких градиентов для искомой функции воз-

никает вблизи одной из границ расчетной области. Применение компактных разностных 

схем повышенного порядка аппроксимации позволяет снизить требования к детализации 

сетки. Двумерный вариант постановки из работы [24] является модельной задачей для 

апробации численного метода, представленного в данной статье. 

В данной работе представлен метод численного интегрирования смешанной 

начально-краевой задачи для двумерного дифференциального уравнения параболиче-

ского типа с помощью компактной мультиоператорной [25] разностной схемы, облада-

ющей четвертым порядком пространственной аппроксимации. Метод является модифи-

кацией представленного ранее метода [26] для двумерного случая с периодическими гра-

ничными условиями по оси y, и основывается на построении разностных операторов с 

помощью значений, полученных путем последовательного применения кубического ин-

терполяционного сплайна по отдельным пространственным координатами. Разностная 

схема строится, исходя из законов сохранения, сформулированных для каждой ячейки 

сеточного шаблона, и относится к классу аддитивных схем переменных направлений. 

Построение локально-одномерных разностных операторов путем интерполяции с помо-

щью кубического сплайна класса 2C  [27, 28], который строится для первообразной от 

искомой функции рассматриваемого уравнения, позволяет сформулировать компактную 

разностную схему высокой пространственной точности, обладающую свойством консер-

вативности, базовыми величинами которой вместо значений функции в точке являются 

ее интегральные средние на контрольных объемах разностной сетки. 

1.  Математическая постановка задачи и численный метод 

Рассмотрим смешанную начально-краевую задачу для двумерного параболиче-

ского дифференциального уравнения, соответствующего уравнению диффузии при 

наличии источника в области 0 0{( , , ) : , ,0 }u L LG x y t x x x y y y x T=       : 

0

0
1 0

0
0 0

( ( ) ) ( , , ) , ( ) 0, ( , , ) 0, ( , ,0) ( , ),

( , , ) ( , , )
0, ( ( , , )) ( ) ( , , ), [ ; ],

( , , ) ( , , )
( , , ) ( , , ), , [ ; ].

L
L L L

L
L L

u
D u u K x y t u D u K x y t u x y u x y

t

u x y t u x y t
D u x y t t u x y t x x x

x x

u x y t u x y t
u x y t u x y t y y y

y y




=   +   =



 
= = − 

 

 
= = 

 

 
(1) 

При этом, ( )D u  – монотонная функция при ( , , ) ux y t G  по условию задачи. 

Основная идея численного метода заключается в первоначальном нахождении 

вспомогательных аппроксимаций с помощью одномерного интерполяционного сплайна, 

приближающего в среднем, путем последовательной интерполяции вдоль различных 
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пространственных координат. Далее с помощью найденных аппроксимаций вычисля-

ются разностные операторы, действующие в пространстве сеточных функций с двумя 

пространственными переменными, необходимые для численного интегрирования задачи 

(1). Будем проводить построение конечно-разностной схемы на сетке  

, , 0{ ,0 , 0, }
x yh h k K x yt k K t t T   =   = =   , 

где { , 0, , }Lx i x x x

x

x
x ih i N h

N
 = = = = , { , 0, , }Ly j y y y

y

y
y jh j N h

N
 = = = = .   

Проинтегрируем основное уравнение в (1) по контрольному объему  

1 1[ , ] [ , ]i i j jx x y y+ +  для 0, 1, 0, 1x yi N j N= − = − , получим систему дифференциальных 

уравнений: 

1

1

1

( )

1/2, 1/2 1
1

1 1

1

( , , ) ( , , )1
( ( ( , , )) ( ( , , )) )

( , , ) ( , , )1
( ( ( , , )) ( ( , , )) )

1
( , , ) ( , , )

j

j

i

i

ji

i j

n
y

i j i i
i i

x y y

x

j j

j j

x y x

yx

x y x y

u x y t u x y tu
D u x y t D u x y t dy

t h h x x

u x y t u x y t
D u x y t D u x y t dx

h h y y

K x y t u x y t dxdy
h h

+

+

++

+ + +
+

+ +

+

 
= − +

  

 
+ − +

 

+






1

,; ( , , ), 0, 1, 0, 1.i j i j x yu u x y t i N j N= = − = −

 (2) 

Для преобразования задачи (2) к конечно-разностной постановке определим следу-

ющие разностные операторы: 

𝑢̃̃
𝑖+
1
2
,𝑗+

1
2

(𝑛) ≅
1

ℎ𝑥ℎ𝑦
∫ ∫ 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡𝑛)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑦𝑗+1

𝑦𝑗

𝑥𝑖+1

𝑥𝑖

+ 𝑂(ℎ𝑥
4 + ℎ𝑦

4), 

𝑢𝑖,𝑗
(𝑛)

≅ 𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛) + 𝑂(ℎ𝑥
4 + ℎ𝑦

4), 

𝑢̃
𝑖,𝑗+

1
2

(𝑛)
≅
1

ℎ𝑦
∫ 𝑢(𝑥𝑖 , 𝑦, 𝑡𝑛)𝑑𝑦
𝑦𝑗+1

𝑦𝑗

+ 𝑂(ℎ𝑥
4 + ℎ𝑦

4), 

𝑢̃
𝑖+
1
2
,𝑗

(𝑛)
≅
1

ℎ𝑥
∫ 𝑢(𝑥, 𝑦𝑗, 𝑡𝑛)𝑑𝑥
𝑥𝑖+1

𝑥𝑖

+𝑂(ℎ𝑦
4), 

𝑢𝑖+0.5,𝑗+0.5
(𝑛) ≅ 𝑢(𝑥𝑖 + 0.5ℎ𝑥, 𝑦𝑗 + 0.5ℎ𝑦, 𝑡𝑛) + 𝑂(ℎ𝑥

4 + ℎ𝑦
4), 

𝐽𝑖,𝑗
𝑥,(𝑛) ≅

𝜕𝑢(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛)

𝜕𝑥
+ 𝑂(ℎ𝑥

4 + ℎ𝑦
4), 𝐽𝑖,𝑗

𝑦,(𝑛)
≅
𝜕𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛)

𝜕𝑦
+ 𝑂(ℎ𝑥

4 + ℎ𝑦
4), 

𝐽
𝑖,𝑗+

1

2

𝑥,(𝑛) ≅
1

ℎ𝑦
∫

𝜕𝑢(𝑥𝑖,𝑦,𝑡𝑛)

𝜕𝑥
𝑑𝑦

𝑦𝑗+1
𝑦𝑗

+ 𝑂(ℎ𝑥
4 + ℎ𝑦

4),  

𝐽𝑖+1/2,𝑗
𝑦,(𝑛)

≅
1

ℎ𝑥
∫

𝜕𝑢(𝑥,𝑦𝑗,𝑡𝑛)

𝜕𝑦
𝑑𝑥

𝑥𝑖+1
𝑥𝑖

+ 𝑂(ℎ𝑥
4 + ℎ𝑦

4),  

𝐽𝑖+0.5,𝑗
𝑦,(𝑛)

≅
𝜕𝑢(𝑥𝑖+0.5ℎ𝑥,𝑦𝑗,𝑡𝑛)

𝜕𝑦
+ 𝑂(ℎ𝑥

4 + ℎ𝑦
4),  

𝐽𝑖,𝑗+0.5
𝑥,(𝑛)

≅
𝜕𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗 + 0.5ℎ𝑦, 𝑡𝑛)

𝜕𝑥
+ 𝑂(ℎ𝑥

4 + ℎ𝑦
4), 

𝑢𝑖+0.5,𝑗
(𝑛)

≅ 𝑢(𝑥𝑖 + 0.5ℎ𝑥, 𝑦𝑗, 𝑡𝑛) + 𝑂(ℎ𝑥
4 + ℎ𝑦

4), 

𝑢𝑖,𝑗+0.5
(𝑛)

≅ 𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗 + 0.5ℎ𝑦, 𝑡𝑛) + 𝑂(ℎ𝑥
4 + ℎ𝑦

4). 

(3) 

В данном случае рассматриваются начальные условия, заданные для интегральных сред-

них 
( )

1/2, 1/2

n

i ju + + . 
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С помощью операторов (3) построим аппроксимации для слагаемых в правой части 

основного уравнения (2) с помощью формулы численного интегрирования Симпсона 

при nt t= , и получим его конечно-разностный аналог (рис. 1): 

𝑢̃̃𝑖+1/2,𝑗+1/2
(𝑛+1)

− 𝑢̃̃𝑖+1/2,𝑗+1/2
(𝑛)

𝜏
=

1

6ℎ𝑥
[(𝐷(𝑢𝑖+1

(𝑛)

,𝑗
)𝐽𝑖+1,𝑗
𝑥,(𝑛)

− 𝐷(𝑢𝑖,𝑗
(𝑛)
)𝐽𝑖,𝑗
𝑥,(𝑛)

) + 

       +4(𝐷(𝑢𝑖+1
(𝑛)

,𝑗+0.5
)𝐽𝑖+1,𝑗+0.5
𝑥,(𝑛)

− 𝐷(𝑢𝑖,𝑗+0.5
(𝑛)

)𝐽𝑖,𝑗+0.5
𝑥,(𝑛)

) + (𝐷(𝑢𝑖+1
(𝑛)

,𝑗+1
)𝐽𝑖+1,𝑗+1
𝑥,(𝑛)

− 𝐷(𝑢𝑖,𝑗+1
(𝑛)

)𝐽𝑖,𝑗+1
𝑥,(𝑛)

)] + 

   +
1

6ℎ𝑦
[(𝐷(𝑢𝑖,𝑗+1

(𝑛)
)𝐽𝑖,𝑗+1
𝑦,(𝑛)

− 𝐷(𝑢𝑖,𝑗
(𝑛)
)𝐽𝑖,𝑗
𝑦,(𝑛)

) + 

       +4(𝐷(𝑢𝑖+0.5
(𝑛)

,𝑗+1
)𝐽𝑖+0.5,𝑗+1
𝑦,(𝑛)

− 𝐷(𝑢𝑖+0.5,𝑗
(𝑛)

)𝐽𝑖+0.5,𝑗
𝑦,(𝑛)

) + (𝐷(𝑢𝑖+1
(𝑛)

,𝑗+1
)𝐽𝑖+1,𝑗+1
𝑦,(𝑛)

− 𝐷(𝑢𝑖+1,𝑗
(𝑛)

)𝐽𝑖+1,𝑗
𝑦,(𝑛)

)] + 

   +
1

36
[𝐾(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗, 𝑡𝑛)𝑢𝑖,𝑗

(𝑛)
+ 𝐾(𝑥𝑖, 𝑦𝑗+1, 𝑡𝑛)𝑢𝑖,𝑗+1

(𝑛)
+ 𝐾(𝑥𝑖+1, 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛)𝑢𝑖+1,𝑗

(𝑛)

+ 𝐾(𝑥𝑖+1, 𝑦𝑗+1, 𝑡𝑛)𝑢𝑖+1,𝑗+1
(𝑛)

 

       +4(𝐾(𝑥𝑖 + 𝛥𝑥/2, 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛)𝑢𝑖+0.5,𝑗
(𝑛)

+ 𝐾(𝑥𝑖 + 𝛥𝑥/2, 𝑦𝑗+1, 𝑡𝑛)𝑢𝑖+0.5,𝑗+1
(𝑛)

+ 

       +𝐾(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 + 𝛥𝑦/2, 𝑡𝑛)𝑢𝑖,𝑗+0.5
(𝑛)

+𝐾(𝑥𝑖+1, 𝑦𝑗 + 𝛥𝑦/2, 𝑡𝑛)𝑢𝑖+1,𝑗+0.5
(𝑛)

) 

       +16𝐾(𝑥𝑖 + 𝛥𝑥/2, 𝑦𝑗 + 𝛥𝑦/2, 𝑡𝑛)𝑢𝑖+0.5,𝑗+0.5
(𝑛)

]; 

𝑢̃̃𝑖+1/2,𝑗+1/2
(0)

=
1

ℎ𝑥ℎ𝑦
∫ ∫ 𝑢(𝑥, 𝑦, 0)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑦𝑗+1

𝑦𝑗

𝑥𝑖+1

𝑥𝑖

, 

𝐽0,𝑗
𝑥,(𝑛)

= 0,𝐷(𝑢𝑁𝑥,𝑗
(𝑛)

)𝐽𝑁𝑥,𝑗
𝑥,(𝑛)

= −𝛼1(𝑡)𝑢𝑁𝑥,𝑗
(𝑛)

, 

𝑢
~

𝑖+1/2,1/2
(𝑛)

= 𝑢
~

𝑖+1/2,𝑁𝑦+1/2
(𝑛)

, 𝑢
~

𝑖+1/2,0
(𝑛)

= 𝑢
~

𝑖+1/2,𝑁𝑦

(𝑛)
, 𝐽𝑖+1/2,0
𝑦,(𝑛)

= 𝐽𝑖+1/2,𝑁𝑦
𝑦,(𝑛)

, 𝑢𝑖,1/2
(𝑛)

= 𝑢𝑖,𝑁𝑦+1/2
(𝑛)

, 𝑢𝑖,0
(𝑛)

= 𝑢𝑖,𝑁𝑦
(𝑛)

, 𝐽𝑖,0
𝑦,(𝑛)

= 𝐽𝑖,𝑁𝑦
𝑦,(𝑛)

. 

(4) 

 
Рис. 1. Аппроксимаций значений функции u(x, y, t) и ее частных пространственных 

производных целых и полуцелых узлах расчетной сетки для временного шага nt t=   
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Опишем алгоритм получения значений разностных операторов (3), необходимых 

для разностной схемы (4). 

Для последовательной интерполяции вдоль пространственных координат будем ис-

пользовать сплайн 3,1S  класса 2C , характеристики которого представлены в работах [27, 

28].  

Рассмотрим 3,1S  как интерполирующий сплайн для функции ( , , )W x y t , являющейся 

первообразной для функции ( , , )w x y t  по пространственной координате, по которой осу-

ществляется интерполяция: 
2 2

3,1 1

1

( ( ); ) (1 ) (1 2 ) (3 2 )

(1 )[(1 ) ], .

i i

i
i i i

i

S W v v W W

v v
h w w

h

   

    

+

+

= − + + − +

−
+ − − − =

 
(5) 

Здесь '( ) ( )W y w y= . 

Из условия получим 3,1 3,1( , 0) ( , 0)II II

i iS W v S W v− = +  [27] СЛАУ: 

1~ ~ ~

1/2 1/2 1/21 1

1
4 3( ), 1, 1, ( ) .

j

j

v

j j jj j j y

y v

w w w w w j N w w v dv
h

+

− + +− ++ + = + = − =   
(6) 

Для 

111
( , , )

ji

i j

yx

n

x y x y

u x y t dydx
h h

++

   как функции от переменной y на каждом отрезке 

1[ , ], 0, 1i i xx x i N+ = −  построим интерполяционный сплайн (5) вида 

1

3,1

1
( ( ( , , ) ) , )

i

i

x

n

x x

S u x y t dx dy y
h

+

  , действующий вдоль координаты x . Построим СЛАУ типа 

(5) для значений 
( )

1/2,

n

i ju +  и 
( )

1/2, 1/2

n

i ju + +  во внутренних узлах, дополнив ее условиями перио-

дичности по координате y по пространству в граничных точках, получив таким образом 

совместную СЛАУ: 

{
𝑢̃𝑖+1/2,0
(𝑛)

= 𝑢̃𝑖+1/2,𝑁𝑦
(𝑛)

, 𝑢̃𝑖+1/2,1
(𝑛)

= 𝑢̃𝑖+1/2,𝑁𝑦+1
(𝑛)

, 𝑢̃̃𝑖+1/2,1/2
(𝑛)

= 𝑢̃̃𝑖+1/2,𝑁𝑦+1/2
(𝑛)

𝑢̃𝑖+1/2,𝑗−1
(𝑛)

+ 4𝑢̃𝑖+1/2,𝑗
(𝑛)

+ 𝑢̃𝑖+1/2,𝑗+1
(𝑛)

= 3(𝑢̃̃𝑖+1/2,𝑗−1/2
(𝑛)

+ 𝑢̃̃𝑖+1/2,𝑗+1/2
(𝑛)

)
 . (7) 

Используя представление функций 
11
( , , )

i

i

x

n

x x

u x y t dx
h

+

 ,  

111
( , , )

ji

i j

yx

n

x y x y

u x y t dydx
h h

++

   в виде 

ряда Тейлора по переменной y в окрестности точки jy , а также применив метод неопре-

деленных коэффициентов, построим компактные центральные разностные операторы 
,( )

1/2,

y n

i jJ +  , обеспечивающие четвертый порядок пространственной аппроксимации по пере-

менной y [26] с учетом периодических граничных условий: 
( ) ( ),( ) ( ) ( )

1/2, 1/2, 1 1/2, 1 1/2, 1/2 1/2, 1/2(0.5 0.5 2 2 ) / , 1, 1.
n ny n n n

i j i j i j i j i j y yJ u u u u h j N+ + − + + + − + += − − + = −  (8) 

Таким образом, были найдены аппроксимации
( )

1/2,

n

i ju + , 
,( )

1/2,

y n

i jJ +  для отрезков 

1[ , ], 0, 1i i xx x i N+ = −  (рис. 2а). 
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Далее необходимо определить значения ( )

,

n

i ju , 
,( )

,

x n

i jJ  путем интерполяции с помо-

щью сплайна (5) вдоль координаты x на основе полученных значений 
( )

1/2,

n

i ju +  с учетом 

граничных условий, действующих при 0 , Lx x x x= = . Используя представление функций 

11
( , , )

i

i

x

n

x x

u x y t dx
h

+

 ,  ( , , )nu x y t  в виде ряда Тейлора по переменной x в окрестности ix , а 

также применив метод неопределенных коэффициентов, построим операторы 
,( )

,

x n

i jJ : 

𝐽0,𝑗
𝑥,(𝑛)

= (−6𝑢0,𝑗
(𝑛)
− 8𝑢1,𝑗

(𝑛)
− 𝑢2,𝑗

(𝑛)
+ 11.5𝑢̃1/2,𝑗

(𝑛)
+ 3.5𝑢̃3/2,𝑗

(𝑛)
)/ℎ𝑥 

𝐽𝑖,𝑗
𝑥,(𝑛)

= (0.5𝑢𝑖−1,𝑗
(𝑛)

− 0.5𝑢𝑖+1,𝑗
(𝑛)

− 2𝑢̃𝑖−1/2,𝑗
(𝑛)

+ 2𝑢̃𝑖+1/2,𝑗
(𝑛)

)/ℎ𝑥, 𝑖 = 1, 𝑁𝑥 − 1 

𝐽𝑁𝑥,𝑗
𝑥,(𝑛)

= (6𝑢𝑁𝑥,𝑗
(𝑛)

+ 8𝑢𝑁𝑥−1,𝑗
(𝑛)

+ 𝑢𝑁𝑥−2,𝑗
(𝑛)

− 11.5𝑢̃𝑁𝑥−1/2,𝑗
(𝑛)

− 3.5𝑢̃𝑁𝑥−3/2,𝑗
(𝑛)

)/ℎ𝑥. 

(9) 

С учетом граничных условий, применив  интерполяционный сплайн (5)  вида 

3,1( ( , , ) , )j nS u x y t dx x  вдоль координаты x  по всем { }: 0,j yy j N= , определим СЛАУ для 

нахождения аппроксимаций 𝑢𝑖,𝑗
(𝑛)

≃ 𝑢(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗, 𝑡) + 𝑂(ℎ𝑦
4 + ℎ𝑥

4) , из которых далее могут 

быть найдены 𝐽𝑖,𝑗
𝑥,(𝑛)

≃
∂𝑢(𝑥𝑖,𝑦𝑗,𝑡)

∂𝑥
+ 𝑂(ℎ𝑦

4 + ℎ𝑥
4): 

5𝑢0,𝑗
(𝑛)
+ 4𝑢1,𝑗

(𝑛)
= 8.5𝑢̃1/2,𝑗

(𝑛)
+ 0.5𝑢̃3/2,𝑗

(𝑛)
 

𝑢𝑖−1,𝑗
(𝑛)

+ 4𝑢𝑖,𝑗
(𝑛)
+ 𝑢𝑖+1,𝑗

(𝑛)
= 3(𝑢̃𝑖−1/2,𝑗

(𝑛)
+ 𝑢̃𝑖+1/2,𝑗

(𝑛)
), 𝑖 = 1,𝑁𝑥 − 1 

4𝑢𝑁𝑥−1,𝑗
(𝑛)

+ (5 +
ℎ𝑥𝛼1(𝑡)

𝐷(𝑢
𝑁𝑥,𝑗
(𝑛)

)
) 𝑢
𝑦𝑥

𝑁𝑥,𝑗
(𝑛)

= 8.5𝑢̃𝑁𝑥−1/2,𝑗
(𝑛)

+ 0.5𝑢̃𝑁𝑥−3/2,𝑗
(𝑛)

.  

(10) 

Операторы ,( )

,

x n

i jJ  могут быть найдены из полученных ( )

,

n

i ju  с помощью (9) (рис. 2б). 

 

 

  

(а) (б) 

Рис. 2. Нахождение точечных и интегральных разностных операторов с помощью 

применения интерполирующего сплайна по отдельным координатам (1, 2 шаги): (а) – 

по координате y, (б) – по координате x 
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Для восстановления аппроксимаций 
1

( ) 4 4
, 1/2

1
( , , ) ( )

j

j

y
n

i j i n x y

y y

u u x y t dy O h h
h

+

+  + +  по 

найденным 𝑢𝑖,𝑗
(𝑛)

≃ 𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗 , 𝑡) + 𝑂(ℎ𝑦
4 + ℎ𝑥

4) применим следующие формулы с учетом пе-

риодичности: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, 1/2 ,( 1 )% , % ,( 1)% ,( 2)%

1 13 13 1

24 24 24 24y y y y y

n n n n n
i j i j N N i j N i j N i j Nu u u u u+ − + + += − + + − .  

(11) 

Используя представление функций ( , , )nu x y t ,  
1

1
( , , )

j

j

y

n

y y

u x y t dy
h

+

  в виде ряда Тейлора по 

переменной y в окрестности точки jy , а также применив метод неопределенных коэф-

фициентов, найдем с учетом периодических граничных условий операторы

,( ) 4 4

,

( , , )
( )

i j ny n

i j x y

u x y t
J O h h

y


 + +


 (рис. 3а): 

𝐽𝑖,𝑗
𝑦,(𝑛)

=
0.5𝑢𝑖,𝑗−1

(𝑛)
− 0.5𝑢𝑖,𝑗+1

(𝑛)
− 2𝑢̃𝑖,𝑗−1/2

(𝑛)
+ 2𝑢̃𝑖,𝑗+1/2

(𝑛)

ℎ𝑦
, 𝑗 = 1,𝑁𝑦 − 1. (12) 

Для восстановления аппроксимаций 𝐽𝑖,𝑗+1/2
𝑥,(𝑛)

≅
1

ℎ𝑦
∫

𝜕𝑢(𝑥𝑖,𝑦,𝑡𝑛)

𝜕𝑥
𝑑𝑦

𝑦𝑗+1
𝑦𝑗

+ 𝑂(ℎ𝑥
4 + ℎ𝑦

4) по 

найденным значениям 𝐽𝑖,𝑗
𝑥,(𝑛)

≅
𝜕𝑢(𝑥𝑖,𝑦𝑗,𝑡𝑛)

𝜕𝑥
+ 𝑂(ℎ𝑥

4 + ℎ𝑦
4) применим следующие формулы с 

учетом периодичности: 
,( ) ,( ) ,( ) ,( ) ,( )
, 1/2 ,( 1 )% , % ,( 1)% ,( 2)%

1 13 13 1

24 24 24 24y y y y y

x n x n x n x n x n
i j i j N N i j N i j N i j NJ J J J J+ − + + += − + + −   

(13) 

В результате были получены необходимые точечные и интегральные разностные опера-

торы из (3). Для контрольных объемов 1 1{[ , ] [ , ] : 0, 1, 0, 1}i i j j x yx x y y i N j N+ + = − = −  при 

nt t= найдем с помощью формулы численного интегрирования Симпсона, обеспечиваю-

щей четвертый порядок точности по пространству, аппроксимации значений функций 

( , , )u x y t  
( , , )x y t

x




 
( , , )u x y t

y




 в полуцелых узлах: 

𝑢𝑖+0.5,𝑗
(𝑛)

= 1.5𝑢̃𝑖+1/2,𝑗
(𝑛)

− 0.25(𝑢𝑖,𝑗
(𝑛)
+ 𝑢𝑖+1,𝑗

(𝑛)
), 𝑢𝑖+0.5,𝑗

(𝑛)

= 𝑢(𝑥𝑖 + 0.5ℎ𝑥, 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛) + 𝑂(ℎ𝑥
4 + ℎ𝑦

4) 

𝑢𝑖,𝑗+0.5
(𝑛)

= 1.5𝑢̃𝑖,𝑗+1/2
(𝑛)

− 0.25(𝑢𝑖,𝑗
(𝑛)
+ 𝑢𝑖,𝑗+1

(𝑛)
), 𝑢𝑖,𝑗+0.5

(𝑛)

= 𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗 + 0.5ℎ𝑦, 𝑡𝑛) + 𝑂(ℎ𝑥
4 + ℎ𝑦

4) 

𝑢𝑖+0.5,𝑗+0.5
(𝑛)

= (36𝑢̃̃𝑖+1/2,𝑗+1/2 − (𝑢𝑖,𝑗
(𝑛)
+ 𝑢𝑖+1,𝑗

(𝑛)
+ 𝑢𝑖,𝑗+1

(𝑛)
+ 𝑢𝑖+1,𝑗+1

(𝑛)
) − 

               −4(𝑢𝑖+0.5,𝑗
(𝑛)

+ 𝑢𝑖+0.5,𝑗+1
(𝑛)

+ 𝑢𝑖,𝑗+0.5
(𝑛)

+ 𝑢𝑖+1,𝑗+0.5
(𝑛)

))/16, 𝑢𝑖+0.5,𝑗+0.5
(𝑛)

= 

              = 𝑢(𝑥𝑖 + 0.5ℎ𝑥, 𝑦𝑗 + 0.5ℎ𝑦, 𝑡𝑛) + 𝑂(ℎ𝑥
4 + ℎ𝑦

4) 

𝐽𝑖+0.5,𝑗
𝑦,(𝑛)

= 1.5𝐽𝑖+1/2,𝑗
𝑦,(𝑛)

− 0.25(𝐽𝑖,𝑗
𝑦,(𝑛)

+ 𝐽𝑖+1,𝑗
𝑦,(𝑛)

), 𝐽𝑖+0.5,𝑗
𝑦,(𝑛)

=
𝜕𝑢(𝑥𝑖 + 0.5ℎ𝑥, 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛)

𝜕𝑦
+ 𝑂(ℎ𝑥

4 + ℎ𝑦
4) 

𝐽𝑖,𝑗+0.5
𝑥,(𝑛)

= 1.5𝐽𝑖,𝑗+1/2
𝑥,(𝑛)

− 0.25(𝐽𝑖,𝑗
𝑥,(𝑛)

+ 𝐽𝑖,𝑗+1
𝑥,(𝑛)

), 𝐽𝑖,𝑗+0.5
𝑥,(𝑛)

=
𝜕𝑢(𝑥𝑖,𝑦𝑗+0.5ℎ𝑦,𝑡𝑛)

𝜕𝑥
+ 𝑂(ℎ𝑥

4 + ℎ𝑦
4)  

(14) 
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Построенная разностная схема (4) формально обеспечивает четвертый порядок 

пространственной аппроксимации при условии монотонности функции ( )D u . 

2. Порядок пространственной аппроксимации 

Исследуем структуру пространственной погрешности, возникающей в результате 

применения разностных операторов (3), полученных путем последовательного примене-

ния сплайна (5) по одной из пространственных координат, в схеме (4). 

Рассмотрим основную СЛАУ (7) для восстановления ( )

1/2

n

iu +  по значениям 
( )

1/2, 1/2

n

i ju + +  

с учетом периодических граничных условий с помощью применения сплайна (5) по пе-

ременной y, а также разложения правой части в ряд Тейлора, получим СЛАУ для невязок 
1

( )
1/2, 1/2

1
( , , )

i

i

x
y

n
i j i j

x x

e u u x y t dx
h

+

+ += −   , далее везде подразумевая вычисления для временного 

слоя nt : 

{
  
 

  
 4𝑒

𝑦

𝑖+1/2,1
(𝑛)

+ 𝑒
𝑦

𝑖+1/2,2
(𝑛)

+ 𝑒
𝑦

𝑖+1/2,𝑁𝑦

(𝑛)
= 3(𝑢̃̃𝑖+1/2,1/2

(𝑛)
+ 𝑢̃̃𝑖+1/2,3/2

(𝑛)
) − 4𝑢̃𝑖+1/2,1

(𝑛)
− 𝑢̃𝑖+1/2,2

(𝑛)
− 𝑢̃𝑖+1/2,𝑁𝑦

(𝑛)
,

𝑒
𝑦

𝑖+
1
2
,𝑗−1

(𝑛)
+ 4𝑒

𝑦

𝑖+
1
2
,𝑗

(𝑛)
+ 𝑒

𝑦

𝑖+
1
2
,𝑗+1

(𝑛)
= 3(𝑢̃̃

𝑖+
1
2
,𝑗−

1
2

(𝑛)
+ 𝑢̃̃

𝑖+
1
2
,𝑗+

1
2

(𝑛)
) − 𝑢̃

𝑖+
1
2
,𝑗−1

(𝑛)
− 4𝑢̃

𝑖+
1
2
,𝑗

(𝑛)
− 𝑢̃

𝑖+
1
2
,𝑗+1

(𝑛)
,

0 < 𝑗 < 𝑁𝑦 ,

𝑒
𝑦

𝑖+1/2,1
(𝑛)

+ 𝑒
𝑦

𝑖+1/2,𝑁𝑦−1
(𝑛)

+ 4𝑒
𝑦

𝑖+1/2,𝑁𝑦

(𝑛)
= 3(𝑢̃̃𝑖+1/2,𝑁𝑦−1/2

(𝑛)
+ 𝑢̃̃𝑖+1/2,1/2

(𝑛)
) − 𝑢̃𝑖+1/2,1

(𝑛)
− 𝑢̃𝑖+1/2,𝑁𝑦−1

(𝑛)
− 4𝑢̃𝑖+1/2,𝑁𝑦

(𝑛)
.

 (15) 

Здесь 

11( )

1/2, 1/2

1
( , , )

ji

i j

yx
n

i j

x y x y

u u x y t dyxy
h h

++

+ + =   . 

Представим выражения в правых частях уравнений СЛАУ (6) в виде рядов Тей-

лора, поскольку они содержат только точные интегральные средние и точечные значе-

ния, после чего запишем СЛАУ (7) в матричной форме:  

𝐴̂𝑒
𝑦

𝑖+1/2
(𝑛)

= 𝑤
𝑦

𝑖+1/2
(𝑛)

, 𝐴̂ =

(

 
 

4 1 0 . . . 1
1 4 1 . . . 0
0 1 4 ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ 1
1 ⋯ ⋯ 1 4)

 
 
,
𝑒
𝑦

𝑖+1/2
(𝑛)

= (𝑒
𝑦

𝑖+1/2,0
(𝑛)

, . . . , 𝑒
𝑦

𝑖+1/2,𝑁𝑦

(𝑛)
)𝑇

𝑤
𝑦

𝑖+1/2
(𝑛)

= (𝑤
𝑦

𝑖+1/2,0
(𝑛)

, . . . , 𝑤
𝑦

𝑖+1/2,𝑁𝑦

(𝑛)
)𝑇

. 

 

 

(16) 

Опишем вектор в правой части СЛАУ с помощью представление в виде ряда: 
4 5 6( ) 2

4
1/2

4 4 2 4

7 83 4
5 6

3 4 4 4

( , , ) ( , , ) ( , , )1
(
30 60 180

( , , ) ( , , )
( )) ( )

720 3600

ny
i j i j i jx x

i y

i j i jx x
x y

u x y t u x y t u x y th h
w h

y x y x y

u x y t u x y th h
O h O h

x y x y

+

  
= − − − −

    

 
− − + +

   

 

 

 

(17) 

Построим выражение для невязок 

( ) ( )

1
1/2 1/2

ˆ
n ny y

i ie A w−
+ += , и ( )

( ) ( )

1
1/2, 1/2,

0

ˆ
yNn ny y

i j i k
jk

k

e A w−
+ +

=

= . 

Здесь индекс 1/ 2i +  соответствует вертикальной колонке расчетной сетки, состоящей из 

узлов, для которых 1[ , ]i ix x x + , k соответствует номеру строки в матрице . 

Численное исследование матрицы 
1Â−
 показывает, что абсолютные значения эле-

ментов обратной матрицы экспоненциально убывают при удалении от главной диаго-

нали (рис. 4).  

1Â−
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(а) (б) 

Рис. 4. Зависимость норм ( )1ˆ
ij

A−  от i j− : (а) – линейная шкала, (б) – лог. шкала 

График максимального значения по всем строкам для радиуса от главной диаго-

нали, внутри которого абсолютное значение элементов матрицы 
1Â−  превышает машин-

ную погрешность, представлен на рис. 5. 

 

 

Рис. 5. Зависимость ( )1ˆmax{ : }
i ij
i j A −−   от yN   

Таким образом, для 27yN =  имеем ( )1ˆmax{ : } y
i ij
i j A N−−  = , при 27yN 

( )1ˆmax{ : } 27
i ij
i j A −−  = . Тогда при 27n  является справедливой следующая 

оценка: 

 

𝑒
𝑦

𝑖+1/2,𝑗
(𝑛)

= ∑ (𝐴̂−1)
𝑗𝑘
𝑤
𝑦

𝑖+1/2,𝑘
(𝑛)𝑁𝑦

𝑘=0 ∼ 𝑂(𝑤
𝑦

𝑖+1/2,𝑘
(𝑛)

)𝑗 = 0,1, . . . , 𝑁𝑦. (18) 
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Таким образом, оценка для вычисленных 1/2,i ju + : 

 

𝑢̂̃𝑖+1/2,𝑗
(𝑛)

=
1

ℎ𝑥
∫ 𝑢(𝑥, 𝑦𝑗 , 𝑡)
𝑥𝑖+1
𝑥𝑖

𝑑𝑥 + 𝑒
𝑦

𝑖+1/2,𝑗
(𝑛) .  

(19) 

Найдем погрешность аппроксимации при вычислении операторов 
,( )

1/2,

y n

i jJ +  (8) по 

найденным , 0,1,...,iu i N= : 

      𝐽𝑖+1/2,𝑗
𝑦,(𝑛)

−
1

ℎ𝑥
∫

∂𝑢(𝑥, 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛)

∂𝑦
𝑑𝑥

𝑥𝑖+1

𝑥𝑖

=

= (0.5𝑢̃𝑖+1/2,
(𝑛)

𝑗−1
− 0.5𝑢̃𝑖+1/2,

(𝑛)

𝑗+1
− 2𝑢̃̃𝑖+1/2,𝑗−1/2

(𝑛)
+ 2𝑢̃̃𝑖+1/2,𝑗+1/2

(𝑛)
)/ℎ𝑦 − 

       −
1

ℎ𝑥
∫

∂𝑢(𝑥, 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛)

∂𝑦
𝑑𝑥

𝑥𝑖+1

𝑥𝑖

= 

       = (0.5(
1

ℎ𝑥
∫ 𝑢(𝑥, 𝑦𝑗−1, 𝑡𝑛)
𝑥𝑖+1

𝑥𝑖

𝑑𝑥 + 𝑒
𝑦

𝑖+
1
2
,𝑗−1

(𝑛)
) − 0.5(

1

ℎ𝑥
∫ 𝑢(𝑥, 𝑦𝑗+1, 𝑡𝑛)
𝑥𝑖+1

𝑥𝑖

𝑑𝑥

+ 𝑒
𝑦

𝑖+1/2,𝑗+1
(𝑛)

) − 

       −2
1

ℎ𝑥ℎ𝑦
∫ ∫ 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡𝑛)𝑑𝑦𝑥𝑦

𝑦𝑗

𝑦𝑗−1

𝑥𝑖+1

𝑥𝑖

+ 2
1

ℎ𝑥ℎ𝑦
∫ ∫ 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡𝑛)𝑑𝑦𝑥𝑦

𝑦𝑗+1

𝑦𝑗

𝑥𝑖+1

𝑥𝑖

))/ℎ𝑦

−
1

ℎ𝑥
∫

∂𝑢(𝑥, 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛)

∂𝑦
𝑑𝑥

𝑥𝑖+1

𝑥𝑖

= 

       =
0.5𝑒

𝑦

𝑖+1/2,𝑗−1
(𝑛)

− 0.5𝑒
𝑦

𝑖+1/2,𝑗+1
(𝑛)

ℎ
+ 𝑢'(𝑥𝑖) − ℎ𝑦

4(
1

360

∂5𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛)

∂𝑦5

+
ℎ𝑥
720

∂6𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛)

∂𝑥 ∂𝑦5
+ 

       +
ℎ𝑥

2

2160

∂7𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛)

∂𝑥2 ∂𝑦5
+
ℎ𝑥

3

8640

∂8𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛)

∂𝑥3 ∂𝑦5
+

ℎ𝑥
4

43200

∂9𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛)

∂𝑥4 ∂𝑦5
+ 𝑂(ℎ𝑥

5))

+ 𝑂(ℎ𝑦
6) = 

       = (−
∂𝑒
𝑦

𝑖+1/2,𝑗
(𝑛)

∂𝑦
−
ℎ𝑦

2

6

∂2𝑒
𝑦

𝑖+1/2,𝑗
(𝑛)

∂𝑦2
+ 𝑂(ℎ𝑦

4)) + 𝑂(ℎ𝑦
4) ∼ 𝑂(ℎ𝑦

4) 

(20) 

Рассмотрим основную СЛАУ для восстановления ( )

,

n

i ju  по вычисленным значениям 

𝑢̂̃𝑖+1/2,𝑗
(𝑛)

=
1

ℎ𝑥
∫ 𝑢(𝑥, 𝑦𝑗, 𝑡)
𝑥𝑖+1
𝑥𝑖

𝑑𝑥 + 𝑒
𝑦

𝑖+1/2,𝑗
(𝑛)

 (26): 

{
 
 

 
 6𝑢0,𝑗

(𝑛)
+ 8𝑢1,𝑗

(𝑛)
+ 𝑢2,𝑗

(𝑛)
= 11.5𝑢̂̃1/2,𝑗

(𝑛)
+ 3.5𝑢̂̃3/2,𝑗

(𝑛)
− ℎ𝑥𝑢𝑥

' (𝑥0, 𝑦𝑗 , 𝑡),

𝑢𝑖−1,𝑗
(𝑛)

+ 4𝑢𝑖,𝑗
(𝑛)
+ 𝑢𝑖+1,𝑗

(𝑛)
= 3(𝑢̂̃𝑖−1/2,𝑗

(𝑛)
+ 𝑢̂̃𝑖+1/2,𝑗

(𝑛)
), 𝑖 = 1, . . . , 𝑁𝑥 − 1,

𝑢𝑁𝑥−2,𝑗
(𝑛)

+ 8𝑢𝑁𝑥−1,𝑗
(𝑛)

+ 6𝑢𝑁𝑥,𝑗
(𝑛)

= 3.5𝑢̂̃𝑁𝑥−3/2,𝑗
(𝑛)

+ 11.5𝑢̂̃𝑁𝑥−1/2,𝑗
(𝑛)

+ ℎ𝑥𝑢𝑥
' (𝑥𝑁𝑥 , 𝑦𝑗 , 𝑡).

 (21) 

 Выполнив линейные преобразования для перехода к системе (10), получим с по-

мощью разложения правой части (21) в ряд Тейлора СЛАУ для невязок 

( )
, , ( , , )

yx
n

i j i j i je u u x y t= − : 
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{
 
 

 
 5 𝑒

𝑦𝑥

0,𝑗 + 4𝑒
𝑦𝑥

1,𝑗 = 8.5𝑢̂̃1/2,𝑗
(𝑛)

+ 0.5𝑢̂̃3/2,𝑗
(𝑛)

− ℎ𝑥𝑢𝑥
' (𝑥0, 𝑦𝑗 , 𝑡) − 5𝑢(𝑥0, 𝑦𝑗 , 𝑡) − 4𝑢(𝑥1, 𝑦𝑗 , 𝑡),

𝑒
𝑦𝑥

𝑖−1,𝑗 + 4𝑒
𝑦𝑥

𝑖,𝑗 + 𝑒
𝑦𝑥

𝑖+1,𝑗 = 3(𝑢̂̃𝑖−1/2,𝑗
(𝑛)

+ 𝑢̂̃𝑖+1/2,𝑗
(𝑛)

) − 𝑢(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗 , 𝑡) − 4𝑢(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 , 𝑡) − 𝑢(𝑥𝑖+1, 𝑦𝑗 , 𝑡), 𝑖 = 1, 𝑁𝑥 − 1,

4 𝑒
𝑦𝑥

𝑁𝑥−1,𝑗 + 5𝑒
𝑦𝑥

𝑁𝑥,𝑗 = 0.5𝑢̂̃𝑁𝑥−3/2,𝑗
(𝑛)

+ 8.5𝑢̂̃𝑁𝑥−1/2,𝑗
(𝑛)

+ ℎ𝑥𝑢𝑥
' (𝑥𝑁𝑥 , 𝑦𝑗 , 𝑡) − 4𝑢(𝑥𝑁𝑥−1, 𝑦𝑗 , 𝑡) − 5𝑢(𝑥𝑁𝑥 , 𝑦𝑗 , 𝑡).

 (22) 

 

Представим (22) в матричном виде, раскладывая аналитические компоненты в пра-

вой части в ряды Тейлора: 

 

𝐴 𝑒
𝑦𝑥

𝑗
(𝑛)

= 𝑤
𝑦𝑥

𝑗
(𝑛)
,   𝐴 =

(

 
 

5 4 0 . . . 0
1 4 1 . . . 0
0 1 4 ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ 1
0 ⋯ ⋯ 4 5)

 
 
, 

𝑒
𝑦𝑥

𝑗
(𝑛)

= ( 𝑒
𝑦𝑥

𝑗,0
(𝑛)
, . . . , 𝑒

𝑦𝑥

𝑗,𝑁𝑥

(𝑛)
)𝑇

𝑤
𝑦𝑥

𝑗
(𝑛)

= (𝑤
𝑦𝑥

𝑗,0
(𝑛)
, . . . , 𝑤

𝑦𝑥

𝑗,𝑁𝑥

(𝑛)
)𝑇

𝑒
𝑦𝑥

𝑗
(𝑛)

= 𝐴−1𝑤
𝑦𝑥

𝑗
(𝑛)
;

  

 

(23) 

 

Тогда получим для i-го элемента: ( )
( ) ( )

1
, ,

0

x
n nNyx yx

j i j k
ik

k

e A w−

=

= . 

 

Представим компоненты вектора 

( )nyx

jw  в виде рядов Тейлора:  
4 5( ) ( ) ( ) 4 5

0 0 6
,0 1/2, 3/2,

4 5

4 6( ) ( ) ( ) 4 6
8

, 1/2, 1/2,
4 6

( )

,

( , , ) ( , , )
8.5 0.5 ( )

30 45

( , , ) ( , , )
3( 0.5 ) ( )

30 630

0.5
x x

n n nyx y y
j n j nx x

j j j x

n n nyx y y
i j n i j nx x

j i i j i j x

nyx y

j N N

u x y t u x y th h
w e e O h

x x

u x y t u x y th h
w e e O h

x x

w e

− +

−

 
= + + + +

 

 
= + − − +

 

=

4 5( ) ( ) 4 5
6

3/2, 1/2,
4 5

( , , ) ( , , )
8.5 ( )

30 45

x x

x

n ny
N j n N j nx x

j N j x

u x y t u x y th h
e O h

x x
−

 
+ + − +

 

. (24) 

Матрица A  является трехдиагональной (с диагональным преобладанием), ограни-

ченной, квазицентричной матрицей, 
1A−
 существует и также ограничена, тогда, в соот-

ветствии с теоремой 2.4 из работы [29], справедлива оценка:  

( )
1/

1 1

1 1 1

2

1

1 1

( ) 1
, , ( ) ,

( ) 1

1 ( )
( 1) ( )max{1, / 2}, 2.

( )

m

i j

ij

m

cond A
A C cond A A A

cond A

cond A
C m A cond A m

cond A

 



−− −

− −

 −
 = = 

+ 

 +
= + = 

 

 (25) 

Поскольку 10 1  , то для каждой строки i матрицы 
1A−
 число элементов, модуль 

которых превышает наперед заданное число , ограничено:  

( )1{ : } min( , 2 1), , ( ( )), ( )
ij

j A n r r const r r cond A r r n−   + = =  . (26) 

Численное исследование элементов матрицы 
1A−
 также показывает экспоненци-

альное убывание их абсолютных значений при удалении от главной диагонали (рис. 6). 

 

 

 


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(а) (б) 

Рис. 6. Зависимость норм ( )1
ij

A−  от i j− : (а) – линейная шкала, (б) – лог. шкала 

 

Максимальный радиус ( )1max{ : }
iji

i j A −−   соответствует значению, найден-

ному для матрицы 1Â− . Тогда при 27n  является справедливой следующая оценка: 

 

𝑒
𝑦𝑥

𝑗,𝑖
(𝑛)

= ∑ (𝐴−1)𝑖𝑘𝑤
𝑦𝑥

𝑗,𝑘
(𝑛)𝑁𝑥

𝑘=0 ∼ 𝑂(𝑤
𝑦𝑥

𝑗,𝑘
(𝑛)
), 𝑖 = 0,1, . . . , 𝑁𝑥. (27) 

 

Тогда оценка для вычисленных ,i ju : 

 
( )

( )
,,

ˆ ( , , )

nyx
n

j ii j i ju u x y t e= + . 
(28) 

  

Найдем погрешность при вычислении операторов (9), 1,..., 1xi N= − : 

 

𝐽𝑗,𝑖
𝑥 −

∂𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗)

∂𝑥
= (0.5𝑢̂𝑖−1,𝑗

(𝑛)
− 0.5𝑢̂𝑖+1,𝑗

(𝑛)
− 2𝑢̂̃𝑖−1/2,𝑗

(𝑛)
+ 2𝑢̂̃𝑖+1/2,𝑗

(𝑛)
)/ℎ −

∂𝑢(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)

∂𝑥
= 

=
0.5( 𝑒

𝑦𝑥

𝑗,𝑖−1
(𝑛)

− 𝑒
𝑦𝑥

𝑗,𝑖+1
(𝑛)

) + 2(𝑒
𝑦

𝑖+1/2,𝑗
(𝑛)

− 𝑒
𝑦

𝑖−1/2,𝑗
(𝑛)

)

ℎ𝑥
−
ℎ𝑥

4

360

∂5𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛)

∂𝑥5
+ 𝑂(ℎ𝑥

6) = 

= 𝑂(
∂ 𝑒
𝑦𝑥

𝑗,𝑖
(𝑛)

∂𝑥
) + 𝑂(

∂𝑒
𝑦

𝑖+1/2,𝑗
(𝑛)

∂𝑥
) −

ℎ𝑥
4

360

∂5𝑢(𝑥𝑖,𝑦𝑗,𝑡𝑛)

∂𝑥5
+ 𝑂(ℎ𝑥

6) ∼ 𝑂(ℎ𝑥
4 + ℎ𝑦

4). 

(29) 
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Применяя разложение функций в ряд Тейлора в окрестностях соответствующих уз-

лов, видно, что формулы (11), (13) при их применении к точным значениям соответ-

ственно ( , , )i j nu x y t  и ' ( , , )x i j nu x y t  обеспечивают четвертый порядок аппроксимации по 

y: 

1

( 1 )% % ( 1)%

4

4 5

( 2)% 4

1 13 13
( , , ) ( , , ) ( , , )

24 24 24

( , , )1 1 11
( , , ) ( , , ) ( )

24 720

y y y y

j

y

j

i j N N n i j N n i j N n

y

i j n

i j N n i n y y

x y

u x y t u x y t u x y t

u x y t
u x y t u x y t dy h O h

h y

+

− + +

+

+ + −


− = − +


; (30) 

 

1

( 1 )% % ( 1)%

5
( 2)% 4 5

4

( , , ) ( , , ) ( , , )1 13 13

24 24 24

( , , ) ( , , )( , , )1 1 11
( )

24 720

y y y y

j

y

j

i j N N n i j N n i j N n

y

i j N n i j ni n
y y

x y

u x y t u x y t u x y t

x x x

u x y t u x y tu x y t
dy h O h

x h x x y

+

− + +

+

  
+ + −

  

 
− = − +

   

. (31) 

С учетом (27), (30) оценка погрешности при вычислении операторов (12), 

1,..., 1yj N= −  имеет вид: 

𝐽𝑖,𝑗
𝑦,(𝑛)

−
∂𝑢(𝑥𝑖,𝑦𝑗)

∂𝑦
=

0.5𝑢𝑖,𝑗−1
(𝑛)

−0.5𝑢𝑖,𝑗+1
(𝑛)

−2𝑢𝑖,𝑗−1/2
(𝑛)

+2𝑢𝑖,𝑗+1/2
(𝑛)

ℎ𝑦
−
∂𝑢(𝑥𝑖,𝑦𝑗)

∂𝑦
∼ 𝑂(ℎ𝑥

4 + ℎ𝑦
4). (32) 

 Выражения (14) сохраняют общий порядок аппроксимации 4 4~ ( )x yO h h+  как ли-

нейные комбинации величин, имеющих погрешность порядка не выше 4 4~ ( )x yO h h+ ,  с 

постоянными коэффициентами. 

3. Устойчивость разностной схемы 

Исследуем устойчивость представленной разностной схемы по начальным данным 

при помощи спектрального признака Неймана.  

Представим значения 
( 1)

1/2, 1/2

n

j ku
+

+ + , 
( )

, 1/2

n

j ku +  , 
( )

1/2,

n

j ku +  в виде гармоник: 
1 1( ) ( ( ) ( ))
2 2

1/2, 1/2

1
( ( ) )( )

( ) ( )2
1/2, ,

,

( ) , ( ) ( ) .

n i j k
n

j k

i j kn
n n i j k

j k j k

u e

u Q e u Q Q e

 

 
 



   

+ + +

+ +

+ +
+

+

=

= =

 
(33) 

Тогда из СЛАУ (7), (10) получим: 
0.5 0.5

0.5 0.5

( )( 4 ) 3( ),

( )( 4 ) 3( )

i i i i

i i i i

Q e e e e

Q e e e e

   

   





− −

− −

+ + = +

+ + = +
 

(34) 

Откуда найдем значения для ( )Q  , ( )Q  : 

3cos( / 2) 3cos( / 2)
( ) , ( ) .

2 cos 2 cos
Q Q

 
 

 
= =

+ +
 

(35) 

С учетом СЛАУ (10), выражений (35) определим представление для ( )

,

n

i ju : 
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( ) ( )

,

3cos( / 2) 3cos( / 2)

2 cos 2 cos

n n i j k

j ku e   


 

+=
+ +

. 
(36) 

Найдем представления в виде гармоник для остальных аппроксимаций, которые 

используются в (4). Из (11) получим представление для 
( )

, 1/2

n

i ju + : 

 

( )
( )

, 1/

2
2

2

( 2 )
23 cos cos 7 cos

2 2

2(2 cos )(2 cos )

i
j

n

k

k
n

j

e

u

    
 

 
+

+ +    
− +   

   −
+ +

= . (37) 

Из выражений (8–9), (12–13) получим представления соответственно для 
,( )

1/2,

y n

i jJ + , 

,( )

,

x n

i jJ , ,( )

,

y n

i jJ , 
,( )

, 1/2

x n

i jJ + : 

𝐽𝑖+1/2,𝑗
𝑦,(𝑛)

=
𝜆𝑛𝑒

𝑖
2
(𝛼+2𝛼𝑗+𝛽(−3+2𝑘))(−1 − 9𝑒𝑖𝛽 + 9𝑒2𝑖𝛽 + 1𝑒3𝑖𝛽)

4ℎ𝑦(2 + 𝑐𝑜𝑠 𝛽)
, 

𝐽𝑖,𝑗
𝑥,(𝑛)

=
𝜆𝑛𝑒

𝑖
2
(𝛼(−3+2𝑗)+2𝛽𝑘)(−3 − 27𝑒𝑖𝛼 + 27𝑒2𝑖𝛼 + 3𝑒3𝑖𝛼) 𝑐𝑜𝑠 (

𝛽
2
)

4ℎ𝑥(2 + 𝑐𝑜𝑠 𝛼)(2 + 𝑐𝑜𝑠 𝛽)
, 

𝐽𝑖,𝑗
𝑦,(𝑛)

= −
3𝑖𝜆𝑛𝑒𝑖𝛼𝑗 𝑐𝑜𝑠 (

𝛼
2) 𝑐𝑜𝑠

(
𝛽
2
) (−4 + 𝑐𝑜𝑠 𝛽) 𝑠𝑖𝑛 𝛽 (𝑐𝑜𝑠( 𝛽𝑘) + 𝑖 𝑠𝑖𝑛( 𝛽𝑘))

ℎ𝑦(2 + 𝑐𝑜𝑠 𝛼)(2 + 𝑐𝑜𝑠 𝛽)
, 

𝐽𝑖,𝑗+1/2
𝑥,(𝑛)

=
117𝑖𝜆𝑛𝑒

𝑖
2
(𝛽+2𝛼𝑗+2𝛽𝑘)

16ℎ𝑥(2 + 𝑐𝑜𝑠 𝛼)(2 + 𝑐𝑜𝑠 𝛽)
(𝑠𝑖𝑛

𝛼

2
+
1

9
𝑠𝑖𝑛

3𝛼

2
−
1

26
𝑠𝑖𝑛

𝛼 − 4𝛽

2
+ 

 +
6

13
𝑠𝑖𝑛

𝛼 − 2𝛽

2
−

1

234
𝑠𝑖𝑛 (

3𝛼

2
− 2𝛽) +

2

39
𝑠𝑖𝑛 (

3𝛼

2
− 𝛽) +

6

13
𝑠𝑖𝑛 (

𝛼

2
+ 𝛽) + 

+
2

39
𝑠𝑖𝑛 (

3𝛼

2
+ 𝛽) −

1

234
𝑠𝑖𝑛 (

3𝛼

2
+ 2𝛽) −

1

26
𝑠𝑖𝑛

𝛼 + 4𝛽

2
); 

(38) 

Из (14) получим представления в виде гармоник для аппроксимаций значений 

функции ( , , )u x y t  в полуцелых узлах: 

 

( )( 1 2 ) 2
22

( 1 ) (1 ) (2 )

( 2

( )

0.5,

( )

2
2

, 0.5

( )

0.5, 0.5

9 27 9
cos

8 4 8 2
,

(2 cos )(2 cos )

9 81 81 9
cos cos

16 16 16 16 2 2
,

(2 cos )(2 cos )

i
j k

i i n

i j i k

n

j k

n

i k i k i k n

i
j

j k

n

j k

e e e

e e e e e

e

u

u

u

 
 

    

  




 

 


 

+

+

+ +

− + +

− + + +

+ + +

 
+ + 

 

+ +

 
− + + − 
 

=

=

=

+ +

)
2351 135 9 9

cos cos cos cos2
64 64 8 32 2

;
(2 cos )(2 cos )

k
n

 
   

 

 
+ + + 

 

+ +

 

 

 

 

 

 

 

(39) 
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Также из (14) получим представления для аппроксимаций частных производных 

функции ( , , )u x y t  в полуцелых узлах: 

 

,( )

0.5,

,( )

, 0.5

( 2 2 )
2

(
2

3 5 3
(sin 3sin

32 (2 cos )(2 cos ) 2 2

3 5
28sin 28sin 128sin 2sin 2sin

2 2 2 2 2

3 5
3sin sin ),

2 2

243

i
j k

n

y

i

y n

j k

x n

j k

ie

h

i

J

J
e

  



  
 

 

    
 

 
 

+ +

+

+

+

   
− − − − +   

+ +    

   
+ − − + − − − +   

   

   
+ + − +   



=

  

=

2 2 )

1 3 1 4
(sin sin sin

32 (2 cos )(2 cos ) 2 9 2 18 2

4 2 1 3 4 3 4
sin sin 2 sin sin
9 2 162 2 81 2 9 2

4 3 1 3 1 4
sin sin 2 sin ).

81 2 162 2 18 2

j k
n

xh

 

    

 

    
  

   
 

+

−
+ − +

+ +

−      
+ − − + − + + +     

     

+   
+ + − + −   

   

 

 

 

 

 

 

 

(40) 

В соответствии со спектральным признаком Неймана, необходимое условие устой-

чивости разностной схемы (4) по начальным данным выполнено, если 1  . Таким об-

разом, применив метод замороженных коэффициентов для функций ( )D u   и ( , , )K x y t , 

получим условие ограничения величины шага разностной схемы (4) по времени для 

( ) 0D u  , ( , , ) 0K x y t  : 

 

2 2
( , , )

2,
1 2

2 2 2

1

2 2 2

( , )

2

,

max ( ( , , )),

0 min ,
min( , ) ( , )

(5 cos ) sin (5 cos )cos (7 cos )sin
2 2

( ( , , )).( ) 0.5

2
( , ) , ( , )

2 cos

u

u

x y t Gx y

x y x y
x y t G

q q

D D u x y t
h h

K K u x y tD h h

q

Kh h

q

 


   

  
  

   






    
+  + −   

  

=  
 =   

=+ −   

=



=
+

;
2(2 cos )(2 cos ) 


 



+ +

 
(41) 

На основе (41) выпишем консервативное условие устойчивости разностной схемы 

по начальным данным:  
2 2

2 2 2 2 ( , , )( , , )
0 , max ( ( , , )), min ( ( , , )).

4 ( ) 0.5 uu

x y

x y t Gx y t G
x x x y

h h
D D u x y t K K u x y t

D h h Kh h



 = = =

+ −
 

(42) 

4. Вычислительный эксперимент: сравнение численного и точного 

аналитического решения 

С целью экспериментального подтверждения теоретически найденного значения 

порядка аппроксимации, которое обеспечивает представленный численный метод, для 

аналитически заданных функций ( , , ), ( ), ( , , ), ( )u x y t D u K x y t t  была проведена оценка 

порядка аппроксимации по правилу Рунге. Рассмотрим двухточечную и трехточечную 

оценки по правилу Рунге. 
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 Определим аналитические функции в модельной задаче для тестирования: 

1

0

1 2

( , , ) ( )
2

sin cos( ), 1 , ,

( , , )
( ( , , ))

( , , ) ( ) ;
( , , )

2
sin cos( ),

L

c

n
L n

L

L

L n

u x y t D u ku k const

u x y t
D u x y t

xK x y

y
T A t k x

y

t t
u x y

y
C C x

y t
k







 
= +  +  

 

 
=  +  

= + =



=
 

−


 (43) 

Вспомогательная функция для обеспечения тождественного равенства: 

 
1 11 1

( , , ) ( ( ( ) ) ( ( ) ) )

j ji i

i j i j

y yx x

x y x y

u u u
f t x y dxdy D u D u Ku dxdy

t x x y y

+ ++ +     
= − − −

        . 
(44) 

В рамках двухточечной схемы Рунге для оценки порядка аппроксимации будем 

вычислять отношения ошибок 
( )1 2

1 2

2

ln [ ] [ ]

ln( )

/

/

u uErr Er h

h

r
p

h

h
=  между численными и аналити-

ческими решениями на сетках с / 2N  и N  узлами ( 1 2/ 2h h = ). С целью вычисления 

ошибок применим норму 2L : 

( )
2

2
. . . .

, ,

0 0

[ ] .
yx
NN

числ аналит числ аналит

u L i j i j x y

i j

Err h u u u u h h
= =

= − = −‖ ‖  (45) 

В рамках трехточечной схемы Рунге для оценки порядка аппроксимации будем 

вычислять отношения ошибок 23

[ / 2]

[ / 2 / 4
log

]

u

u

Err h h
p

Err h h

 −
=  

− 
 на сетках с / 4N , / 2N  и N  

узлами. С целью вычисления ошибок для численных .

,

числ

i ju  при уменьшении шага в два 

раза применим норму 2L  , нормирующую индексы для грубой и уточненной сетки, где

,x yN N соответствуют грубой сетке: 

 

( )
2

2

/2 /2

0 0

[ / 2] ( , ) (2 ,2 )
yx
NN

u h h L h h x y

i j

Err h h u u u i j u i j h h
= =

− = − = −‖ ‖ . (46) 

Полученные параметры 2p  и  3p , соответствующие двухточечной и трехточечной схе-

мам Рунге для оценки порядка аппроксимации метода, представлены в табл. 1. 

Таблица 1. Результаты оценки порядка аппроксимации по правилу Рунге 

xN   xN  h  5xh h=  4yh h=  ( )Err u  2p   3p     

8 10 2,50E-02 1,25E-01 1,00E-01 3,79E+00 NaN NaN 7,63E-10 

16 20 1,25E-02 6,25E-02 5,00E-02 1,16E-01 5,0353 NaN 7,63E-10 

32 40 6,25E-03 3,13E-02 2,50E-02 7,33E-03 3,9798 5,0059 7,63E-10 

64 80 3,13E-03 1,56E-02 1,25E-02 4,10E-04 4,1603 3,94 7,63E-10 

128 160 1,56E-03 7,81E-03 6,25E-03 2,32E-05 4,1442 4,1414 7,63E-10 

256 320 7,81E-04 3,91E-03 3,13E-03 1,49E-06 3,9638 4,1376 7,63E-10 
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Как видно из результатов серии экспериментов, оценки порядка сходимости, полу-

ченные по двухточечной (параметр 2p ) и трехточечной (параметр 3p ) схемам Рунге, ста-

билизируются в окрестности значения 4, что свидетельствует о четвертом порядке ап-

проксимации представленного численного метода. 

5. Заключение 

В статье представлена разностная схема численного интегрирования смешанной 

начально-краевой задачи для двумерного уравнения диффузии в квазилинейной поста-

новке. Рассмотренный численный метод является обобщением представленного ранее [25] 

численного метода для одномерного параболического дифференциального уравнения. 

Разностная схема обеспечивает четвертый порядок пространственной аппроксимации, что 

подтверждается как теоретическими расчетами, так и результатами, полученными в рам-

ках проведения серии вычислительных экспериментов. По переменной x операторы раз-

ностной схемы строятся на шаблоне, контрольный объем которого равен 2 xh . Также 

найдено условие устойчивости в случае применения явной схемы для шага по времени. 

Предлагаемая методика построения разностной схемы позволяет применить аналогичный 

подход в случае трехмерной задачи с сохранением четвертого порядка пространственной 

аппроксимации. 
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Аннотация. Рассматривается вариант Attacker-Defender-Target задачи с тремя защит-

никами. Задача рассматривается в простых движениях в плоской постановке: цель и 

защитники двигаются прямолинейно с постоянной скоростью. Начальное положение 

цели и атакующего задано. В этом случае движение цели определяется её начальным 

вектором скорости, а защитников – моментом и углом выпуска. Считается, что все за-

щитники выпускаются сразу в начальный момент времени обнаружения атаки, так как 

их выпуск позже может быть шумным и демаскировать цель для атакующего. Защит-

ники представляют собой ложные цели, фактически задача заключается в определе-

нии таких траекторий защитников, при которых атакующий вначале занимается их пе-

рехватом, и только после этого переключается на преследование основной цели. Тем 

самым время перехвата основной цели увеличивается, и при некоторых значениях па-

раметров она может стать недостижима для имеющего ограниченный запас энергоре-

сурса атакующего. В исследовании рассматривается модель работы системы самона-

ведения автономного атакующего аппарата, основанная на пропорциональной навига-

ции, при этом сначала атакующий решает задачу совместного преследования целей, 

затем обходит цели по очереди. Разработан программный комплекс, проведено чис-

ленное моделирование, определены оптимальные углы выпуска трех защитников для 

различных курсовых углов цели. Для каждого из рассмотренных случаев найдено ре-

шение, при котором атакующему не хватает энергоресурса для перехвата основной 

цели. 

Ключевые слова: преследование; система самонаведения; использование защитни-

ков; автономный аппарат; оптимизация; численное моделирование; перехват; ADT; 

пропорциональная навигация; ложная цель. 
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Abstract. The paper considers a variant of the flat Attacker-Defender-Target problem with 3 

defenders. The problem is considered in simple motions in a flat setting: the target and the 

defenders move rectilinearly with constant velocity. The initial position of the target and the 

attacker is given. In this case, the motion of the target is determined by its initial velocity 

vector, and that of the defenders by the momentum and angle of release. All defenders are 

considered to be released immediately at the initial time of attack detection, as their release 

later may be noisy and de-mask the target for the attacker. The defenders are false targets 

(decoys). In fact, the task is to determine such trajectories of the defenders that the attacker 

first intercepts them and only then switches to pursuit of the main target. In this way, the time 

to intercept the primary target increases, and at some parameter values it may become unat-

tainable for an attacker with limited energy resources. The study considers a model of the 

operation of the homing system of an autonomous attack vehicle based on proportional nav-

igation, with the attacker first solving the problem of joint pursuit of targets, then circling the 

targets one by one. A software package was developed, numerical simulations were per-

formed, and the optimal release angles of 3 defenders were determined for different target 

heading angles. For each of the cases considered, a solution was found in which the attacker 

lacks the energy resource to intercept the main target. 

Keywords: pursuit; homing system; use of defenders; autonomous vehicle; optimization; nu-

merical simulation; interception; ADT; proportional navigation; decoy.  
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Введение 

Существуют различные способы защиты подвижного объекта в водной среде от мо-

бильного атакующего, оснащенного системой самонаведения: маневр уклонения, выпуск 

ловушки, генерирующей пузырьки [1], использование пассивных ложных целей, отража-

ющих гидроакустический сигнал, буксируемых постановщиков гидроакустических по-

мех (jammer, towed decoy, towed acoustic countermeasures, false-target generator) [2, 3], ак-

тивный защитник, который перехватывает атакующего (hard-kill) [3], активная ложная 

цель (decoy) [4–5]. 

В настоящей статье рассматривается случай активной защиты, в то время как ос-

новная цель уклоняется от атаки, она может выпустить три ложных цели. Ложные цели 

отвлекают внимание атакующего, вынуждают атакующего тратить энергоресурс на свою 

поимку, и позволяют тем самым основной цели уйти от перехвата атакующим в связи с 

исчерпанием его запаса хода (soft-kill). В таком случае взаимодействие объектов может 

https://elibrary.ru/amekjl
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быть математически описано как ADT-игра (Attacker–Defender–Target), "атакующий – за-

щитник – цель" [6–11]. 

В [8] приводится обзор методов определения управления для каждого из игроков 

ADT-игры. Управление может определяться на основе как нейросетевых [8, 9], так и 

классических подходов. В статье [10] Рубиновичем Е. Я. задача решена геометрически – 

найдено управление, при котором защитник, обладающий большей маневренностью, чем 

цель, гарантированно перехватит атакующего на его пути движения к цели. 

В работах [11–13] ADT-игры исследуются на основе подхода теории дифференци-

альных игр, предполагается, что защитник движется быстрее цели. 

В большинстве исследований каждая из сторон "атакующий – защитник – цель" 

представлена одним игроком. Отметим работы [12, 13], в которых проанализирована игра 

в случае двух атакующих. В [14] при этом решается уравнение Риккати. В работе [15] 

рассмотрен случай сразу нескольких преследователей, в статье [16] исследовалась диф-

ференциальная игра с несколькими нападающими, несколькими защитниками в случае 

неподвижной цели. 

Настоящая работа является развитием [17], в которой рассматривалась ADT-игра в 

плоской постановке при использовании одного или двух защитников, движущихся мед-

леннее цели и атакующего, на случай трех защитников. 

1. Постановка задачи 

Все игроки представляют собой материальные точки. Перемещение цели и защит-

ников рассматривается в простых движениях. В декартовой системе координат движение 

цели описывается соотношениями: 

                                     {
𝑥̇𝑇 = 𝑣𝑇 𝑐𝑜𝑠(𝛾𝑇) ,

𝑦̇𝑇 = 𝑣𝑇 𝑠𝑖𝑛(𝛾𝑇) ,  
                                                     (1.1) 

где ( ( )Tx t , ( )) ( )T Ty t t= r  – координаты цели в момент времени t , при этом 0(0) 0( ) .T Tx y= =  

Движение защитников описывается аналогичными соотношениями: 

{
𝑥̇𝐷𝑖 = 𝑣𝐷 𝑐𝑜𝑠(𝛾𝐷𝑖) ,

𝑦̇𝐷𝑖 = 𝑣𝐷 𝑠𝑖𝑛(𝛾𝐷𝑖) ,  
                                                    (1.2) 

где 1..3,i =   ( ( )Dix t , ( )) ( )Di Diy t t= r  – координаты i -го защитника в момент времени t , 

Автономный атакующий аппарат двигается с постоянной скоростью и в качестве 

системы самонаведения использует пропорциональную навигацию [18–20]. Его переме-

щение задается уравнением: 

                                                𝒓̇𝑨(𝑡)=𝑣𝐴(𝑡)
𝒓̂(𝑡)−𝒓𝑨(𝑡)

|𝒓̂(𝑡)−𝒓𝑨(𝑡)|
,                                                (1.3) 

где 𝒓𝑨(𝑡) – положение атакующего в момент времени 𝑡, 𝒓̂(𝑡) – положение выбранной для 

преследования цели. Вначале атакующий движется к центру масс всех видимых объек-

тов, осуществляя совместное преследование, т.е. 𝒓̂(𝑡) =
1

4
(𝒓𝑻(𝑡)+𝒓𝐷1(𝑡) + 𝒓𝐷2(𝑡) +

𝒓𝐷3(𝑡)). Далее атакующий преследует объекты отдельно, по очереди, пока не поразит 

основную цель или пока у него не закончится энергоресурс, т.е. пока не наступит момент 

времени maxT . 

Курсовой угол цели T  полагается постоянным, углы выпуска защитников Di  оп-

тимизируются с целью максимизации времени перехвата цели атакующим: 
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                                                         𝑇 ⟶  max.                                                          (1.4) 

2. Методы исследования 

Положения цели и защитников в любой момент времени вычисляются аналитиче-

ски по формулам (1.1)–(1.2). Для определения траектории атакующего необходимо инте-

грировать уравнение (1.3), что в работе осуществлялось численно методом Рунге–Кутты 

с автоматическим выбором шага. Корректность работы метода была проверена на тесто-

вых примерах с известным ответом. 

На первом этапе преследования на каждом шаге интегрирования сравнивалось рас-

стояние 𝑙 = |𝒓𝑨(𝑡) − 𝒓̂(𝑡)|  между атакующим и центром масс коалиции цели и защитни-

ков со всеми расстояниями между игроками коалиции 𝑙𝑖𝑗. В случае существования таких 

𝑖, 𝑗, что 𝑙 > 𝑙𝑖𝑗, начинался второй этап преследования, на котором атакующий переклю-

чался с преследования центра масс на поочередное преследование ближайших целей. 

Ближайшая цель при этом определялась на каждом шаге интегрирования, атакующий мог 

переключаться между ними. 

На каждом шаге обоих этапов преследования определялись расстояния от атакую-

щего до ложных целей и в случае, если оказывалось, что расстояние до 𝑖-го защитника 

меньше ε, то атакующий распознает его как ложную цель и далее этот защитник не ока-

зывает на него влияние, движение же самого 𝑖-го защитника в этот момент прекращается. 

Оптимизируемые углы выпуска защитников Di  перебирались на сетке их возмож-

ных значений с измельчением данной сетки в окрестности максимумов функционала 

(1.4), полученных при решении на более грубой сетке.  

Игра заканчивалась проигрышем коалиции цели и защитников в момент времени 𝜏: 

𝒓𝑨(𝜏)= 𝒓𝑻(𝜏), 𝜏 < maxT , такой что в этот момент происходит поражение цели атакующим 

или выигрышем коалиции по полной выработке энергоресурса атакующим в момент 

maxt T= , если к этому моменту цель не была достигнута атакующим. 

В случае проигрыша атакующего, вычислялось расстояние между ним и целью на 

момент окончания игры max( )d T , а также проводилось дальнейшее моделирование до пе-

рехвата им цели в некоторый момент T  в предположении о неограниченности энергоре-

сурса атакующего, что всегда возможно при условии 𝑣𝐴 > 𝑣𝑇. 

3. Результаты численного моделирования 

Моделирование проводилось для обезразмеренных значений параметров: 0.3Dv = , 

0.6Tv =  , 0.9Av =   – скорости игроков, (0) 10d =   – начальное расстояние между атакую-

щим и целью, max 30T =  – запас энергоресурса атакующего, ε = 1 – расстояние на кото-

ром атакующий распознает защитника как ложную цель. 

На рисунках 1–3 закрашенными кругами отражено положение всех игроков в мо-

мент перехода атакующего от совместного преследования к поочередному, квадратом – 

центр масс сигналов коалиции в этот момент времени, треугольниками – начальное по-

ложении цели, защитников и атакующего. Черной линией показана траектория движения 

атакующего, синей – цели, красными – защитников. 
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Рис. 1. Траектории движения атакующего, цели, трех защитников, соответствующие 

оптимальным углам выпуска защитников для курсового угла цели 0T =  

 

В случае курсового угла цели 0T =  оптимальными углами выпуска трех защитни-

ков оказались 61.36°, 137.56° и 147.17° соответственно. При этом max( ) 8.04d T =  , 

56.49T = , см. рис. 1. 

В случае 30T =  оптимальными углами выпуска защитников оказались -133.40°, -

4.38° и 143.41°. При этом max( ) 7.82d T = , 55.78T = , см. рис. 2. 

 

Рис. 2. Траектории движения атакующего, цели, трех защитников, соответствующие 

оптимальным углам выпуска защитников для курсового угла цели  30T =  
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Рис. 3. Траектории движения атакующего, цели, трех защитников, соответствующие 

оптимальным углам выпуска защитников для курсового угла цели  45T =   

 

В случае 45T =   оптимальными углами выпуска защитников оказались 7.47°, 

160.12° и 174.65°. При этом max( ) 7.19d T = , 53.75T = , см. рис. 3. 

Отметим, что в каждом из рассмотренных случаев атакующему хватает энергоре-

сурса для перехвата цели в случае отсутствия защитников. 

В результате проведенного численного моделирования, в котором оптимизировался 

выпуск защитников, во всех трех рассмотренных случаях получены сценарии выпуска 

защитников, при которых атакующий не сумеет догнать цель до исчерпания своего энер-

горесурса, что означает целесообразность выпуска ложных целей для защиты от атакую-

щего, оснащенного системой самонаведения. 

4. Заключение 

В работе рассмотрена ADT-игра пяти игроков: атакующего и коалиции из цели и 

трех защитников. Динамика задачи рассматривается в простых движениях, цель и защит-

ники движутся прямолинейно. Атакующий оснащен системой самонаведения, его траек-

тория определяется законом пропорциональной навигации. 

Проведено численное моделирование для трех различных курсовых углов цели, 

найдены оптимальные углы выпуска защитников, позволяющие максимально отсрочить 

поимку цели атакующим. В каждом из случаев найдены решения для коалиции, при ко-

торых атакующий последовательно преследует ложные цели и в итоге ему не хватает 

энергоресурса для перехвата основной цели. 

В качестве развития работы задача может быть рассмотрена в 3-мерной постановке 

с более сложной динамикой объектов, с ограничением на время выпуска защитников, мо-

жет быть исследован вопрос оптимизации угла маневра защищаемого объекта и проана-

лизирован случай нескольких атакующих. 
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