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Аннотация. В настоящей статье изучается задача о бифуркации циклов на бесконеч-

ности в динамических системах с однородной нелинейностью четного порядка. Пред-

лагаются достаточные признаки такой бифуркации, определяемые как главной линей-

ной частью, так и характеристиками нелинейностей. Получены асимптотические фор-

мулы, позволяющие описать эволюцию возникающих циклов при изменении парамет-

ров системы. В качестве приложения рассматривается задача о бифуркации циклов на 

бесконечности в модифицированной модели Ресслера. 
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Abstract. In this article, the problem of bifurcation of cycles at infinity in dynamical systems 

with homogeneous nonlinearities of even order is studied. Sufficient conditions for such bi-

furcation are proposed, determined both by the principal linear part and by the characteristics 

of the nonlinearities. Asymptotic formulas are obtained, which allow describing the evolu-

tion of the emerging cycles as the system parameters change. As an application, the problem 

of bifurcation of cycles at infinity in a modified Rössler model is considered. 
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1. Введение и постановка задачи 

Рассматривается зависящее от вещественного параметра 𝛼 нелинейное дифферен-

циальное уравнение 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥, 𝛼),    𝑥 ∈ 𝑅𝑁 , 𝑁 ≥ 2, (1) 

в котором функция 𝑓(𝑥, 𝛼) является гладкой по 𝑥 и 𝛼. Пусть , т. е. уравне-

ние (1) при 𝛼 = 𝛼0  имеет точку равновесия 𝑥 = 𝑥0 , а матрица ккоби 𝐴(𝛼) = 𝑓𝑥
′(𝑥0, 𝛼) 

при 𝛼 = 𝛼0 имеет простые собственные значения ±𝑖𝜔0, 𝜔0 > 0. Остальные собственные 

значения матрицы 𝐴(𝛼0) имеют ненулевые вещественные части. Тогда 𝛼0 является точ-

кой бифуркации Андронова-Хопфа системы (1) в окрестности точки равновесия 𝑥0. Дру-

гими словами, система (1) при 𝛼, близких к 𝛼₀, имеет нестационарные периодические ре-

шения 𝑥 =  𝑥(𝑡, 𝛼) периода 𝑇 =  𝑇(𝛼) такое, что: 

1. Функции 𝑥(𝑡, 𝛼) и 𝑇(𝛼) непрерывно дифференцируемы по α; 

2. 𝑇(𝛼)  →  𝑇₀ при 𝛼 →  𝛼₀, max
𝑡

‖𝑥(𝑡, 𝛼) − 𝑥0‖   →  0 при 𝛼 →  𝛼₀. 

Здесь 𝑇0 = 2𝜋 𝜔0⁄   . ‖∙‖ – евклидова норма в пространстве 𝑅𝑁. 

Вместе с тем здесь возможны и другие бифуркации, в частности, бифуркация цик-

лов на бесконечности. Говорят, что 𝛼 = 𝛼0  является точкой бифуркации Андронова-

Хопфа системы (1) на бесконечности, если система (1) при 𝛼, близком к 𝛼₀, имеет неста-

ционарное периодическое решение 𝑥 =  𝑥(𝑡, 𝛼) периода 𝑇 =  𝑇(𝛼) такое, что: 

1. Функции 𝑥(𝑡, 𝛼) и 𝑇(𝛼) непрерывно дифференцируемы по α; 

2. 𝑇(𝛼)  →  𝑇₀ при 𝛼 →  𝛼₀, max
𝑡

‖𝑥(𝑡, 𝛼)‖   →  ∞ при 𝛼 →  𝛼₀. 

Замечание 1. Понятие бифуркации Андронова-Хопфа на бесконечности анало-

гично понятию классической бифуркации Андронова-Хопфа. В первом случае периоди-

ческие решения системы возникают в окрестности бесконечности, во втором – в окрест-

ности точки равновесия. Вместе с тем эти виды бифуркаций не могут быть сведены друг 

к другу простой заменой координат типа 𝑦 = 𝑥 ‖𝑥‖2⁄  . Отметим также, что в обоих видах 

бифуркаций период 𝑇𝑛 колебаний стремится к числу 𝑇0 = 2𝜋 𝜔0⁄ , т.е. к периоду свобод-

0),( 00 =xf
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ных колебаний линеаризованной системы  𝑥′ = 𝐴(𝛼0)𝑥. Это означает, что скорость дви-

жения по циклу в окрестности бесконечности сколь угодно большая, а в окрестности 

точки равновесия – сколь угодно мала. 

Понятие бифуркации Андронова-Хопфа на бесконечности было введено в [1] для 

случая общих уравнений в 𝑅
𝑁, там же сформулированы условия возникновения бифур-

кации на бесконечности, определяемые главной линейной частью. Теория бифуркации 

на бесконечности разрабатывалась в работах многих авторов. В [2] вместо непрерывно-

сти функциональной нелинейности по фазовым переменным предполагается лишь ее ку-

сочная непрерывность. В [3] и многих других работах С. Рыбицкого (S. Rybicki) задачи о 

бифуркациях Андронова–Хопфа на бесконечности исследуются в предположении га-

мильтоновости изучаемых систем. В [4] существенно используется двумерность изучае-

мых систем. В [5] изучается вырожденный случай бифуркации Андронова–Хопфа на бес-

конечности. 

Важное место в современной нелинейной динамике занимает исследование систем, 

содержащих однородные нелинейности, в частности, изучение в таких системах сцена-

риев бифуркаций и перехода к хаосу. Укажем некоторые работы в этом направлении, при-

мыкающие к постановкам настоящей статьи. Ряд моделей со степенными нелинейно-

стями приведен в работе [11], в которой основное внимание уделяется вопросам возник-

новения хаотических режимов. В [8] приводится ряд формул для исследования задач о 

бифуркации в системах с однородными нелинейностями. В [12] изучаются вопросы о 

существовании предельных циклов в трехмерных системах с квадратичными нелиней-

ностями. 

В настоящей работе исследуется задача о бифуркации Андронова–Хопфа на беско-

нечности для систем с однородными нелинейностями. Рассматривается система вида: 
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝐴0𝑦 + 𝛼𝑓(𝑦, α),    𝑦 ∈ 𝑅𝑁 , 𝑁 ≥ 2, (2) 

в которой 𝐴0 – квадратная матрица порядка 𝑁, функция 𝑓(𝑦, α) имеет вид 

𝑓(𝑦, α) = 𝐴1𝑦 + 𝑎2𝑞(𝑦, 𝛼), 

где 𝐴1 – квадратная матрица порядка 𝑁, 𝑎2𝑞(𝑦, 𝛼) является однородным по 𝑦 вектор-по-

линомом четного порядка 2𝑞; здесь 𝑞 – натуральное число. Предполагается, что матрица 

𝐴0 имеет простые собственные значения ±𝑖𝜔0,   𝜔0 > 0, и не имеет других чисто мни-

мых собственных значений. Основной в настоящей работе является задача получения 

достаточных условий бифуркации циклов на бесконечности в системе (2), а также по-

строение асимптотических формул для исследования такой бифуркации. 

Настоящая работа продолжает исследования, начатые в [6] и [7]. В свою очередь, 

указанные статьи базируются на работе [8], в которой предложены новые формулы в за-

даче о бифуркации Андронова–Хопфа. Эти формулы позволяют провести детальное ис-

следование ряда приложений, в частности, задач о бифуркации в системах с однород-

ными нелинейностями, задач о вынужденной синхронизации автоколебаний под дей-

ствием внешнего вынуждающего периодического воздействия [9]. 

2. Основные утверждения 

Так как матрица 𝐴0  имеет простые собственные значения ±𝑖𝜔0, 𝜔0 > 0 , то 

найдутся ненулевые векторы 𝑒, 𝑔, 𝑒̃, 𝑔̃ ∈ 𝑅𝑁 такие, что выполняются равенства  

𝐴0(𝑒 + 𝑖𝑔) = 𝑖𝜔0(𝑒 + 𝑖𝑔), 𝐴0
𝑇(𝑒̃ + 𝑖𝑔̃) = −𝑖𝜔0(𝑒̃ + 𝑖𝑔̃). 
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Здесь 𝐴0
T  – транспонированная матрица. Известно (см. [8]), что векторы 𝑒, 𝑔, 𝑒̃, 𝑔̃ ∈ 𝑅𝑁 

можно нормировать в соответствии с равенствами 

(𝑒, 𝑒̃) = (𝑔, 𝑔̃) = 1, (𝑒, 𝑔̃) = (𝑔, 𝑒̃) = 0. 

Положим 

𝛾1 = (𝐴1𝑒, 𝑒̃) + (𝐴1𝑔, 𝑔̃),     𝛾2 = (𝐴1𝑒, 𝑔̃) + (𝐴1𝑔, 𝑒̃). (3) 

Предполагается, что 𝛾1 ≠ 0. 

Следуя [8], определим числа 

𝛼2 = −
𝜔0

𝜋𝛾1

(𝑏3, 𝑒̃),      𝑇2 =
1

𝜔0
[(𝑏3, 𝑔̃) +

𝛾2

𝛾1

(𝑏3, 𝑒̃)] , (4) 

где  

𝑏3 = 𝑇0 ∫  
1

0

 𝑒(1−𝑡)𝑇0𝐴0𝑓3(𝑡)𝑑𝑡,      𝑓3(𝑡) = 𝐹2(𝑡) ∫  
𝑡

0

  𝑒(1−𝑠)𝑇0,𝐴0𝑎2𝑞(𝑒(𝑠), 0)𝑑𝑠, 

𝐹2(𝑡) = 𝑇0𝑎2𝑞𝑥
′ (𝑒(𝑡), 0)𝑒𝑇0A0𝑡 . 

Здесь 𝑎2𝑞𝑥
′ (𝑒(𝑡), 0) – матрица ккоби вектор-функции 𝑎2𝑞(𝑥, 0), 𝑒(𝑡) = 𝑒 ∙ cos (2𝜋𝑡) − 𝑔 ∙

sin (2𝜋𝑡). В формулах (3) и (4) используются обозначения, соответствующие их аналогам 

из статьи [8]. 

Теорема 1. Пусть матрица 𝐴0  имеет простые собственные значения ±𝑖𝜔0, 𝜔0 >

0, и не имеет других чисто мнимых собственных значений. Пусть  𝛾1 ≠ 0, 𝛼2 ≠ 0. Тогда 

значение 𝛼 = 0 является точкой бифуркации циклов системы (2) на бесконечности. 

Таким образом, в условиях теоремы 1 существуют предельные значения 𝛼 → 𝛼₀ и 

𝑇(𝛼) → 𝑇₀, при которых для 𝛼, близких к 𝛼₀, система (2) обладает нестационарным пе-

риодическим решением 𝑥 =  𝑥(𝑡, 𝛼) с периодом 𝑇 =  𝑇(𝛼), удовлетворяющим условию 

max
𝑡

‖𝑥(𝑡, 𝛼)‖   →  ∞ при 𝛼 →  𝛼₀. 

Бифурцирующие решения системы (2) и значения их периода часто более удобно 

изучать не в виде прямой зависимости от параметра 𝛼   т.е. в виде 𝑦 =  𝑦(𝑡, 𝛼)  и 𝑇 =

 𝑇(𝛼)   которая может оказаться многозначной, а в параметрической 

форме:

𝑦 = 𝑦(𝑡, 𝜀),   𝛼 = 𝛼(𝜀),   𝑇 = 𝑇(𝜀), (5) 

где 𝜀 – вспомогательный малый параметр так, что 𝛼(0) = 0 и 𝑇(0) = 𝑇0. 

Теорема 2. В условиях теоремы 1 существуют число 𝜀0 > 0  и определенные при 

0 ≤ 𝜀 < 𝜀0  функции 

𝛼(𝜀) = 𝛼2𝜀2𝑞 + 𝑂(𝜀2𝑞+1),     𝑇(𝜀) = 𝑇0 + 𝑇2𝜀2𝑞 + 𝑂(𝜀2𝑞+1), (6) 

такие  что система (2) при 𝛼 = 𝛼(𝜀)  имеет  периодическое решение 𝑦 = 𝑦(𝑡, 𝜀) периода 

𝑇(𝜀)  при этом 

𝑦(0, 𝜀) = 𝛼2

1
1−2𝑞 ∙ 𝜀

1
1−2𝑞𝑒 + 𝑜 (𝜀

1
1−2𝑞) . (7) 

Из теоремы 2 следует, что циклы больших амплитуд в системе (2) возникают 

при α > 0 (α < 0), если α2 > 0 (α2 < 0). 

Теорема 3. Пусть в условиях теоремы 1 все отличные от ±𝜔0𝑖 собственные зна-

чения матрицы 𝐴0 имеют отрицательные вещественные части. Тогда  если    (𝑏3, 𝑒̃) <

0 ((𝑏3, 𝑒̃) > 0)  то циклы 𝑦(𝑡, 𝜀) больших амплитуд системы (2) асимптотически орби-

тально устойчивы (неустойчивы). 
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Доказательство теорем 1 и 2 

Приведем сначала вспомогательные утверждения. С этой целью рассмотрим си-

стему

𝑥′ = (𝐴0 + 𝛼𝐴1)𝑥 + 𝑎2𝑞(𝑥, 𝛼),  𝑥 ∈ 𝑅𝑁 , 𝑁 ≥ 2. (8) 

Лемма 1. Пусть матрица 𝐴0 имеет простые собственные значения ±𝜔0𝑖, 𝜔0 > 0 

и не имеет других чисто мнимых собственных значений. Пусть 𝛾1 ≠ 0 . Тогда 𝛼 = 0 яв-

ляется точкой бифуркации Андронова–Хопфа системы (8) в окрестности точки равно-

весия 𝑥 = 0. При этом  существуют число 𝜀0 > 0  и определенные при  функ-

ции (6) такие  что система (8) при 𝛼 = 𝛼(𝜀) имеет  периодическое решение 𝑥 = 𝑥(𝑡, 𝜀) 

периода 𝑇(𝜀)   для которого вектор 𝑥̃0(𝜀) = 𝑥(0, 𝜀)   представим в виде  𝑥̃0(𝜀) = 𝑒𝜀 +

𝑂(𝜀2𝑞). 

Лемму 1 можно рассматривать как развитие аналогичного утверждения, доказан-

ного в [8, теорема 2]. 

Доказательство леммы - 

Сначала отметим, что функция 𝑥 = 𝑥(𝑡) тогда и только тогда будет 𝑇 –периодиче-

ским решением системы (8), когда функция 𝑦(𝑡) =  𝑥(𝑡𝑇 ) будет 1 –периодическим реше-

нием системы 

𝑦′ = 𝑇(𝐴0 + 𝛼𝐴1)𝑦 + 𝑇𝑎2𝑞(𝑦, 𝛼), 𝑦 ∈ 𝑅𝑁. (9) 

Далее функция 𝑦 =  𝑦(𝑡) тогда и только тогда будет 1 – периодическим решением 

системы (9), когда вектор 𝑢 =  𝑦(0)  ∈ 𝑅𝑁 будет решением операторного уравнения 

𝑢 =  𝐵(𝑇, 𝛼)𝑢 +  𝑏(𝑢, 𝑇, 𝛼), 𝑢 ∈ 𝑅𝑁, (10) 

где 

𝐵(𝑇, 𝛼) =  𝑒𝑇𝐴(𝛼), 𝑏(𝑢, 𝑇, 𝛼)  =  𝑇 ∫ e(1−s)TA(α)𝑎2q(𝑦(s), α)ds; 

1

0

 

здесь 𝐴(𝛼) = 𝐴0 + 𝛼𝐴1, 𝑦(𝑡) – решение задачи Коши для уравнения (9) при начальном 

условии 𝑦(0)  =  𝑢. 

Вектор-функция 𝑏(𝑢, 𝑇, 𝛼) представима в виде 

𝑏(𝑢, 𝑇, 𝛼)  =  𝑏2𝑞(𝑢, 𝑇, 𝛼)  + 𝑏3𝑞(𝑢, 𝑇, 𝛼)  +  𝑏4𝑞(𝑢, 𝑇, 𝛼), 

где 

  𝑏2𝑞(𝑢, 𝑇, 𝛼)  =  𝑇 ∫ e(1−s)TA(α)𝑎2q(eTA(α)𝑠𝑢, α)ds,

1

0

 

𝑏3𝑞(𝑢, 𝑇, 𝛼) =  𝑇2 ∫ e(1−s)TA(α)𝑎′
2qx(eTA(α)𝑠𝑢, α) (∫ e(s−τ)TA(α)𝑎2q(eTA(α)𝜏𝑢, α)dτ 

𝑠

0

) ds,

1

0

 

а нелинейность 𝑏4𝑞(𝑢, 𝑇, 𝛼)  удовлетворяет соотношению 𝑏4𝑞(𝑢, 𝑇, 𝛼)  =  𝑂(‖𝑢‖4𝑞)  при 

𝑢 → 0  равномерно по 𝑇  и 𝛼 ;  здесь 𝑎2𝑞𝑥
′ (𝑥, 𝛼)  – матрица ккоби вектор-функции 

𝑎2𝑞(𝑥, 𝛼). 

Определим зависящие от вспомогательного параметра 𝜀 > 0 функционалы 

𝛼(𝑢, 𝜀) = 𝛼0 +
1

𝜀
[(𝑢, 𝑒̃) − 𝜀], 𝑇(𝑢, 𝜀) = 𝑇0 +

1

𝜀
(𝑢, 𝑔̃) (11) 

и подставим их соответственно вместо α и T в уравнение (10). В результате получим 

уравнение 

00  
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𝐹(𝑢, 𝜀) ≡  𝐺(𝑢, 𝜀) + 𝑊(𝑢, 𝜀) =  0,   𝑢 ∈ 𝑅𝑁 , (12) 

где 

𝐺(𝑢, 𝜀) =  𝑢 −  𝐵[𝑇(𝑢, 𝜀), 𝛼(𝑢, 𝜀)]𝑢,   𝑊(𝑢, 𝜀)  =  −𝑏[𝑢, 𝑇(𝑢, 𝜀), 𝛼(𝑢, 𝜀)]. 

Проверка показывает, что для уравнения (12) в шаре 𝑆(𝜀)  радиуса 𝑟 = 𝜀/2  с цен-

тром в точке 𝜀𝑒 при малых 𝜀 выполнены все условия сходимости метода Ньютона-Кан-

торовича с возмущениями [13]. Поэтому уравнение (12) при малых 𝜀 > 0 имеет ненуле-

вое решение 𝑢∗(𝜀) ∈ 𝑆(𝜀), которое может быть построено с помощью итераций.  

𝑢𝑛+1 (𝜀) =  𝑢𝑛(𝜀) −  𝛤0𝐹(𝑢𝑛(𝜀), 𝜀),    𝑛 =  0, 1, 2,   .  .  .  , 

где 𝐹 – оператор (12),   𝛤0  =  (𝐺′)−1 ∶  𝑅𝑁  →  𝑅𝑁 ,   𝑢0(𝜀)  =  𝜀𝑒. Здесь 𝐺′– производная 

оператора 𝐺(𝑢, 𝜀) в точке 𝑢 = 𝜀𝑒; по построению эта производная не зависит от 𝜀 и явля-

ется обратимой.  Подставляя вектор 𝑢∗(𝜀) в формулы (11), получаем утверждение леммы 

1. 

Лемма 2. При 𝛼 ≠ 0 замена 𝑥 = 𝛼1 2𝑞−1⁄ 𝑦 переводит уравнение (2) в уравнение (8). 

Обратная замена переводит уравнение (8) в уравнение (2). 

Справедливость этого утверждения устанавливается простым подсчетом. 

Вернемся к доказательству теорем 1 и 2. Из лемм 1 и 2 следует, что уравнение (2) 

при 𝛼 = 𝛼(𝜀) имеет 𝑇(𝜀) – периодическое решение 𝑦 = 𝑦(𝑡, 𝜀), при этом вектор 𝑦̃0(𝜀) =

𝑦(0, 𝜀)  представим в виде  

𝑦(0, 𝜀) = (𝛼2𝜀2𝑞 + 𝑂(𝜀2𝑞+1))
1

1−2𝑞(ε𝑒 + 𝑂(𝜀2𝑞)) = α2

1
1−2𝑞 ∙ 𝜀

1
1−2𝑞𝑒 + 𝑜 (𝜀

1
1−2𝑞).  

Так как 2𝑞 − 1 > 0, то   ∥∥𝑦(0, 𝜀)∥∥ → ∞ при 𝜀 → 0. Таким образом max
𝑡

 ‖𝑦(𝑡, 𝜀)‖ → ∞  при 

𝜀 → 0,
 
что завершает доказательство теорем 1 и 2. 

 

Доказательство теоремы 3 

По построению, бифурцирующие решения 𝑦(𝑡, 𝜀) системы (2) устойчивы тогда и 

только тогда, когда устойчивы бифурцирующие решения 𝑥(𝑡, 𝜀) системы (8). В свою оче-

редь, при малых 𝜀 свойства устойчивости решений 𝑥(𝑡, 𝜀) системы (8) определяются зна-

ком ляпуновской величины 𝐿1 в задаче о бифуркации Андронова–Хопфа, которая, в со-

ответствии с работой [14], определяется равенством  𝐿1 = (𝑏3, 𝑒̃). Отсюда и из [14] сле-

дует, что если 𝐿1 < 0, то при малых 𝜀  решения 𝑦(𝑡, 𝜀) системы (2) орбитально асимпто-

тотически устойчивы, а если 𝐿1 > 0, то неустойчивы. Теорема 3 доказана. 

3. Пример: модель Рёсслера 

В качестве иллюстрация рассмотрим модель Рёсслера, описываемую системой 

дифференциальных уравнений с квадратичной нелинейностью 
𝑥′ = −𝑦 − 𝑧 ,             

𝑦′ = 𝑥,                         

𝑧′ = 𝛼(𝑦 − 𝑦2) − 𝑏𝑧.

(13) 

В этой модели 𝛼 и 𝑏 – неотрицательные параметры. Модель Рёсслера (см., напри-

мер, [11]) демонстрирует богатое бифуркационное и хаотическое поведение при различ-

ных значениях 𝛼 и 𝑏 . 

Пусть для определенности 𝑏 = 1. Покажем, что значение 𝛼 = 0 является точкой би-

фуркации Андронова–Хопфа системы (13) в окрестности нулевой точки равновесия 𝑥 =
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𝑦 = 𝑧 = 0 и точкой бифуркации на бесконечности. Для этого воспользуемся теоремами 

1–3. 

Система (13) имеет вид (2): 

𝑢′ = 𝐴0𝑢 + 𝛼𝑓(𝑢), 𝑢 ∈ 𝑅3, 

где 

𝐴0 = [
0 −1 −1
1 0 0
0 0 −𝑏

],  𝑓(𝑢) = 𝐴1𝑢 + 𝑎2(𝑢),  𝐴1 = [
0 0 0
0 0 0
0 1 0

], 𝑎2(𝑢) = [
0
0

−𝑢2
2

]. 

При 𝛼 = 0 и 𝑏 = 1  матрица 𝐴0  имеет собственные значения 𝜆1,2 = ±𝑖𝜔0  и 𝜆3 = −𝑏 =

−1, где 𝜔0 = 1. Несложно убедиться в том, что в качестве векторов 𝑒, 𝑔, 𝑒̃, 𝑔̃ можно взять 

векторы 

𝑒 = [
0
1
0

] , 𝑔 = [
1
0
0

],     𝑒̃ = [
0
1

1/2
],     𝑔̃ = [

1
0

−1/2
] . 

Подсчет показывает, что числа (3) и (4) здесь равны: 𝛾1 = 1 2⁄ , 𝛾2 = 0. Поэтому, в со-

ответствии с теоремой 1, значение 𝛼 = 0 является для системы (13) точкой бифуркации цик-

лов на бесконечности. В то же время в силу леммы 1 значение 𝛼 = 0 является и точкой би-

фуркации Андронова–Хопфа в окрестности нулевой точки равновесия системы (13). 

Вычислим числа 𝛼2  и 𝑇2  по формуле (4): 𝛼2 = −49105,58  и 𝑇2 = 0 . По-

скольку  𝛼2 < 0, то в соответствии с теоремой 2 циклы больших амплитуд в системе (13) 

возникают при  𝛼 < 0. Наконец, вычисления показывают, что здесь (𝑏3, 𝑒̃) = 77134,86 >

0 . Отсюда и из теоремы 3 получим, что циклы больших амплитуд системы (13) неустой-

чивы. 
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