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Аннотация. Исследуется движение гиростата в стационарном поле сил светового давле-

ния полуевклидова пространства. Гиростат с кинетической осевой симметрией и постоян-

ным гиростатическим моментом движется так, что его носитель вращается вокруг центра 

инерции. Поле сил светового давления порождается стационарным световым потоком по-

стоянной интенсивности, образованным параллельными лучами света, и принимается 

консервативным. На основе усовершенствованной термомеханической модели динамиче-

ского взаимодействия светового излучения с твердой поверхностью строится динамиче-

ская система и рассматривается ограниченная задача исследования движения особого ви-

да. В результате применения аффинного преобразования переменных, определяющих 

движение гиростата, получены точные решения задачи об интегрировании динамической 

системы гиростата в консервативном поле сил светового давления. Рассмотрены два ре-

жима движения гиростата и их аналоговая интерпретация. 
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Abstract. The motion of a gyrostat in a stationary field of light pressure forces in semi-

Euclidean space is investigated. A gyrostat with kinetic axial symmetry and a constant gyrostatic 

moment moves so that its carrier rotates around the center of inertia. The field of light pressure 

forces is generated by a stationary light flux of constant intensity, formed by parallel rays of 
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light, and is assumed to be conservative. Based on an improved thermomechanical model of the 

dynamic interaction of light radiation with a solid surface, a dynamic system is constructed and 

the limited problem of studying motion of a special type is considered. As a result of applying an 

affine transformation of the variables determining the motion of the gyrostat, exact solutions to 

the problem of integrating a dynamic gyrostat system in a conservative field of light pressure 

forces were obtained. Two modes of gyrostat motion and their analog interpretation are consid-

ered.  

Keywords: gyrostat; semi-Euclidean space; light pressure force field; affine transformation of varia-

bles; angular velocity vector hodograph  
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Введение 

Рассматривается движение гиростата в стационарном однородном потоке свето-

вого излучения представляемого пучком прямолинейных параллельных лучей постоян-

ной интенсивности. Полагается, что этот поток индуцируется стационарным источни-

ком светового излучения постоянной мощности, генерирующим световую волну, взаи-

модействующую со средой ее распространения и вызывающую эффект светового дав-

ления на твердые поверхности (динамический эффект П.Н. Лебедева). 

Световой поток формирует поле сил светового давления (СД-поле) и порождает 

силу давления – пондеромоторный эффект светового излучения, обусловленный пере-

дачей импульса электромагнитного поля. Это давление реализуется распределенной 

поверхностной силой, величина которой пропорциональна плотности энергии светово-

го потока и непосредственно зависит от оптических и термомеханических свойств 

освещаемой поверхности. 

В настоящей работе принята термомеханическая модель, предложенная в статье 

[1] и учитывающая ряд динамически значимых эффектов, которые не рассматривают 

традиционно принятые модели.  

В цитируемой статье исследуется задача об устойчивости перманентных враще-

ний абсолютно твердого тела в СД-поле, которое при определенных условиях может 

быть консервативным [1]. Свойство консервативности поля способствует получению 

решений аналитическими методами задачи о нахождении точных частных решений си-

стемы уравнений сферического движения тела. Такого рода задачи являются актуаль-

ными модельными задачами классической динамики твердого тела.  

Многообразие точных частных решений уравнений движения механических систем 

имеют для исследований их характерных свойств существенное значение. Эти решения 

являются носителями основной информации о динамически значимых особенностях дви-

жения данного механического объекта и позволяют оценивать возможности применения 

приближенных методов нахождения решений уравнений его движения. 

К настоящему времени не найдены какие-либо общие методы построения видов 

частных решений систем уравнений движения. В силу этого, как правило, рассматри-

ваются задачи частного характера, решаемые в ограниченной постановке в рамках 

классической механики. 
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В настоящей работе рассматривается ограниченная задача о нахождении точных 

частных решений системы уравнений сферического движения гиростата в стационар-

ном СД-поле неевклидова пространства, поставленная для определенного класса его 

движений при заданных ограничениях и стационарных связях. Эта работа является 

продолжением исследования, приведенного в статье [2]. 

1. Предварительные положения 

Согласно классификации, применяемой в проективной геометрии, рассматривае-

мое здесь полуевклидово пространство является действительным аффинным трехмер-

ным пространством с индексом 2 и дефектом 0. Оно может быть определено и как по-

лугиперболическое пространство с несобственной абсолютной плоскостью. 

В данной работе под движением гиростата (в смысле механического движения) 

понимается перемещение в конфигурационном пространстве его тела-носителя как аб-

солютно твердого тела. При этом все необходимые геометрические объекты и связан-

ные с ними геометрические построения, вводимые в публикациях различными спосо-

бами, приняты здесь согласно схеме, установленной в работе [2]. 

Вследствие существующего гомеоморфизма задача о движении гиростата в плос-

кости Лобачевского эквивалентна задаче о его вращении вокруг неподвижного полюса 

в полуевклидовом пространстве с метрическим тензором )( jiijg ee  , отнесенном к 

пространству конфигураций, с компонентами ,12211  gg  133 g  при i = j, где, кро-

ме того, имеем 0ijg  при i ≠ j. Здесь векторы ei (i = 1, 2, 3) − орты осей заданной орто-

гональной системы координат конфигурационного пространства гиростата. 

Согласно проективной модели Э. Бельтрами–Ф. Клейна плоскость Лобачевского 

наглядно представляется в виде внутренних точек абсолюта гиперболической плоскости  

,0)()()( 232221  xxxxxg ji

ij  

где ji xx , − контравариантные координаты. 

Под гиростатом в полуевклидовом пространстве  в общепринятом смысле пони-

мается механический объект, расположенный внутри изотропного конуса этого про-

странства, а под неподвижным полюсом О, совпадающим с его центром инерции, отно-

сительно которого движется гиростат, −  вершина данного конуса. Тогда для радиусов-

векторов точек гиростата существует условие  ,02  j

s

i

sijs rrgr  согласно которому дан-

ные векторы, по определению, являются собственными. 

Настоящая работа является продолжением исследования задачи о нахождении 

точных частных решений системы уравнений движения гиростата в полуевклидовом 

пространстве, приведенного в статье [2]. 

Пусть ),,( 321 ssss  – направляющий орт светового потока, заданный координатами 

js  относительно ортобазиса, неизменно связанного с носителем гиростата. 

Предполагается, что СД-поле светового потока является консервативным, харак-

теризуемым одномерным стационарным квадратичным потенциалом [1] 

 ,)()( 333 sdsGsU                                                      (1) 

где функция плотности потока светового излучения G определяется равенством 

,)1()( 33213  ssnnsG                                          (2) 
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а функция U определена в открытой регулярной односвязной области конфигурацион-

ного пространства при условии .02 n  Здесь 21 nn  – заданные постоянные термоме-

ханические модельные параметры [1], характеризующие теплофизические и оптиче-

ские свойства светоотражающей и лучепоглощающей абсолютно твердой поверхности  

гиростата. 

Движение гиростата вокруг полюса О относительно ортобазиса, связанного с но-

сителем, в силовом поле светового потока с потенциалом, заданным соотношениями 

(1), (2), согласно принятым предпосылкам, определяется автономной системой уравне-

ний [2] 

,0)(

,)()(





sωs

skωAωωA s



 U
                                              (3) 

где обозначено  

.
s

s





U
U  

Согласно соотношениям (1), (2) для функции U имеем [1] 

,)( 2

32313
2

1
snsnsU                                                       (4) 

где s3 – соответствующий направляющий косинус орта s, определенный в данном по-

луевклидовом пространстве.   

Введем правые координатные ортобазисы с общим началом в неподвижном по-

люсе О: ортобазис ,0 неподвижный относительно инерциального конфигурационного 

пространства гиростата, и ортобазис ,)( 321 xxxO неизменно связанный с телом-

носителем гиростата, оси Oxj которого совмещены с его главными в полюсе О осями 

приведенного (по Н.Е. Жуковскому) тензора инерции данного гиростата. 

Обозначим: Aj − диагональные элементы матрицы тензора инерции, являющиеся 

главными центральными моментами инерции, соответствующими собственным значе-

ниям оператора инерции гиростата; )( jKK − кинетический момент гиростата относи-

тельно полюса О; )( jkk  − постоянный гиростатический вектор-момент, заданный про-

екциями kj на оси ортобазиса  ; главные центральные моменты инерции гиростата 

21, AA  − моменты относительно не изотропных (идеальных) главных  осей Ox1, Ox2, а 

момент A3 − относительно собственной главной оси инерции Ox3; )( jω  − абсолютная 

угловая скорость тела-носителя. Здесь и всюду далее текущий индекс j принимает зна-

чения .3,2,1j  В частности, символ )( j  кратко обозначает всю данную совокуп-

ность допустимых значений ,),,( 321   если иное не оговорено. 

Пусть )3,2,1( jje − орты осей базиса .  Тогда вектор абсолютной угловой 

скорости носителя гиростата относительно полюса О представляется в виде [2] 

.332211 eeeω                                                      (5) 

Для компонент sj собственного орта s имеет место тривиальное тождество [2] 

.12

3

2

2

2

1

2  ssss                                                    (6) 
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Система параметров ориентации механического объекта в неевклидовых про-

странствах относительно заданных ортобазисов вводится по-разному; здесь единой 

общепринятой схемы не существует. 

Следуя конструкционной схеме построения параметров ориентации собственного 

базового вектора s в полуевклидовом пространстве, принятой в работе [2], введем ана-

логи традиционно принятых классических углов Эйлера ,,,  определяющих ориен-

тацию ортобазиса   относительно 0  в конфигурационном пространстве. Положим, 

что ),,( 321 ssss – орт, определяющий ориентацию однородного параллельного светово-

го потока относительно базиса  . Этот вектор является направляющим ортом светово-

го потока, ориентированным против направления падающих на поверхность носителя 

пучка лучей света. Его зависимость от указанных параметров ориентации определяется 

равенствами [2] 

,)ch,cossh,sin(sh),,( 321  sss                                (7) 

удовлетворяющими соотношению (6). Здесь параметры ориентации  ,  по аналогии с 

классическими углами Эйлера будем называть параметрами нутации и собственного 

вращения. При этом данные параметры (как и их классические аналоги) являются без-

размерными величинами.  

Система уравнений (3), согласно соотношениям (1), (2), (5)–(9) и введенным 

предпосылкам в проекциях на координатные оси ортобазиса  , принимает вид [2]  

,)()( 233223323211 ssGkkAAA    

,)()( 131331133122 ssGkkAAA                                       (8) 

,0)( 2112212133   kkAAA   

.,, 211233113223321 sssssssss                             (9) 

Система уравнений (9) имеет первым тривиальным интегралом тождество (6) [2]. 

Уравнения (8), (9) образуют многопараметрическую динамическую систему с 

квадратичной нелинейностью, в которой подсистема (8) имеет особые точки: точку 

)1,0,0(qs и множество ,),,( 21 pssss где критическое значение 21 nnsp  соответствует 

статическому условию 0)( psG и является единственным таковым значением. 

Для динамической системы (8), (9) ставится следующая ограниченная задача. 

Полагая, что при ),0[ Tt  априорно существует точное частное решение 

)}(,)({ tst jj  данной системы, удовлетворяющее начальным условиям ω (0) = ω0 (ω0
j), 

s (0) = s0 (s0
j), найти это решение, удовлетворяющее некоторым принятым ограничени-

ям, налагаемым на характеристики движения гиростата. 

Целью настоящей работы является решение поставленной задачи, получаемое на 

основе динамической системы (8), (9) и предпосылок, принятых для данной задачи. 

2. Движение на линейной связи  

Рассмотрим решение поставленной задачи как движение гиростата на заданной 

стационарной связи, содержащей линейную зависимость между векторами ., sω  Соот-

ношение такого рода было априорно принято в исследованиях [3, 4], относящихся к 

сферическому движению твердого тела в евклидовом пространстве, и применялось в 
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работе [5], где рассмотрено движение гиростата в гиперболическом пространстве. В 

этих работах авторы, задавая возможный вид искомого решения, реализовывали гипо-

тетические линейные зависимости, связывающие между собой переменные решаемых 

задач. 

Из многообразия возможных движений, характеризуемых объединенной систе-

мой уравнений (8), (9), выделим движения (допуская, что они существуют), удовлетво-

ряющие для Tt  зависимости вида 

,CωBs                                                                    (10) 

где постоянные матрица  B и вектор  C не заданы и подлежат определению. Здесь обо-

значено .][,),,(diag 321

T

jCBBB  CB  

Согласно равенству (10) в осях ортобазиса  ,  имеем 

)3,2,1(  jCBs jjjj                                                   (11) 

и предполагается, что 0321 BBB , n2 ≠ 0.  

Преобразование вида (11) называется здесь и далее линейной связью между ука-

занными переменными. При заданных условиях эта трансформация геометрически  

может быть истолкована как невырожденное аффинное преобразование, являющееся 

композицией центроаффинного преобразования с центром, совпадающим с неподвиж-

ным полюсом О, и параллельного переноса. При этом все постоянные Bj являются ко-

эффициентами центроаффинного преобразования, а величины Cj – параметрами парал-

лельного переноса. Первое из заданных ограничений выражает условие невырожденно-

сти данного преобразования [5]. 

Исключая из объединенной системы уравнений (8), (9) все величины sj в силу со-

отношений (11), в результате получаем систему условий в форме равенств: 

,0

,0

1311113122

2322232211





HCQPRA

HCQPRA








                                         (12) 

.0)(

,0)(

,0)(

2112211233

3113131322

2332323211













CCBBB

CCBBB

CCBBB







                                       (13) 

К равенствам (12) следует присоединить третье уравнение системы (8), не изменяюще-

еся при преобразовании (11). 

В уравнениях (12) обозначено: 

.)(

,)2,1(

,,

,,

3213

32

323

2133

CnnCGH

jmBBnR

kCBnQkBHP

AAmAAm

jjj

jjjjj

jj









 

Отметим, что уравнения системы (12) по структуре соответствуют уравнениям 

задачи о движении гиростата с реактивным приводом, известной как задача Р. Грамме-

ля в динамике твердого тела, а уравнения системы (13) структурно идентичны уравне-

ниям задачи об инерционном движении гиростата с постоянным гиростатическим мо-

ментом относительно неподвижного полюса в полуевклидовом пространстве. 
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Очевидно, что соответствующие уравнения систем (12), (13), рассматриваемые с 

учетом третьего уравнения системы (8), в силу соотношений связи (11) должны быть 

эквивалентны по переменным ωj. Следовательно, эти уравнения совместны при выпол-

нении следующих условий: 

,0)()( 312321  ABBBAA                                                   (14) 

,033  jj kBCA                                                              (15) 

,0333   jjj BPCA                                                           (16) 

,033   jjjj BQCA                                                           (17) 

,0)( 333   jjjj BRBBA                                                    (18) 

.)2,1(0  jCH j                                                     (19) 

Система (14)–(19) содержит  11 однородных уравнений (среди которых имеются 

попарно симметричные уравнения) с шестью неизвестными Bj, Cj  (j = 1, 2, 3), подле-

жащими определению в соответствии с имеющимися вариантами. Каждый из этих ва-

риантов относится к определенному режиму движения гиростата в СД-поле, удовле-

творяющему гипотезе (11), и базируется на соответствующем частном решении объ-

единенной системы уравнений (8), (9). 

Введем условие существования осевой кинетической симметрии гиростата [2] 

,321 AAAA                                                              (20) 

согласно которому из ограничения (14) следует: 

,0, 3321  mAAmmm  

., 321 BBBBB                                                       (21) 

В силу условий (20), (21) требование (14) тождественно удовлетворяется и тогда имеем 

,

,

3221

321

mBBnRR

kBHPP




                                                      (22) 

вследствие чего условия (16), (18) определяющей системы сводятся к двум независи-

мым ограничениям, приводимым далее. 

Согласно принятым условиям, гиростат, состояние которого характеризуется си-

стемой уравнений (8), (9), может совершать движения следующих двух родов (соответ-

ственно, двух режимов движения).  

3. Движение первого рода 

Согласно ограничениям (19) для дальнейшего примем 

0,0 21  CCH                                                      (23) 

и уравнения системы (12) становятся однородными по переменным ωj. Из первого 

условия (23) следует psC 3 , что, в силу равенства (11), соответствует требованию 

.)( 3

1

33 pssB    

К движениям первого рода отнесем состояния гиростата, при которых выполня-

ются заданные условия (23). 
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Из тождества (6), примененного к точке статического равновесия гиростата, в ко-

торой ω = 0, и соотношений (7), (11), (23), получаем ,13 C  откуда непосредственно 

следует, что .021  nnH  

Согласно условиям (22), (23) из соотношений (15), (17) следует: 

021  kk                                                                    (24) 

и тогда определяющая система уравнений (16), (18), содержащая неизвестные парамет-

ры ,, 3BB  сводится к равенствам 

,03

2  ABkHB                                                            (25) 

.0)()( 323  mBBnBBBA                                                 (26) 

Согласно равенствам (25), (26) при выполнении условия  

042

31  HAkD                                                            (27) 

для ненулевых параметров 3, BB  имеем 

,)()2( 13

1 DkHB                                                        (28) 

.
)(

2

2

3
BnA

BmA
B




                                                               (29) 

В силу решения (28), (29) и зависимостей (20), (21), (23) система уравнений (13) 

при ограничении (27) принимает каноническую (нормализованную) форму: 

,0

,)2,1(0

3

2











 jjj
                                                  (30)      

где обозначено 

.)( 0

33

1 BBB  
 

Здесь и всюду далее нулевой верхний индекс относится к значениям величин при t = 0.  

К уравнениям (30) следует присоединить систему начальных условий, заданных в 

виде 

.)3,2,1()0(

,0,,

0

0

3

0

1

0

2

0

2

0

1





jjj 

 
 

В пространстве переменных ωj  система уравнений (30) соответствует симметрич-

ной системе трех линейных осцилляторов, находящихся на идеальных стационарных 

упругих связях и совершающих свободные колебания вдоль прямой линии. Эти осцил-

ляторы связаны между собой так, что нулевой главной частоте соответствует равно-

мерное поступательное движение данной системы, а ненулевым частотам – свободные 

продольные колебания ее крайних осцилляторов. Структура данной системы осцилля-

торов идентична структуре известной классической модели линейной трехатомной мо-

лекулы (модель Г. Голдстейна и Дж. У. Лича). 

Система осцилляторов (30) является невырожденной при выполнении условия 

.0  



Н. Н. Макеев 

60 

Таким образом, в силу системы (30) решение объединенной системы уравнений 

(8), (9), подчиняющееся гипотезе (10) при условиях (23), (24), представляется в виде: 

,)(,)(

,)](sin,)([cos)](,)([

0

33

121









ttt

ttHtt
                                          (31) 

,)](,)([)](,)([ 2121 ttBtsts                                                   (32) 

.1)( 0

33

0

33  Bsts                                                          (33) 

Постоянные ,1H  в равенствах (31) определяются соотношениями 

,0)()( 0

2

20

11  H  

,),()sin,(cos 0

2

0

1

1

1   H  

а параметры 3, BB  в равенствах (32), (33) – формулами (28), (29). 

Соотношения (31) являются параметрическими уравнениями подвижного (отно-

сительно ортобазиса  ) годографа вектора ω с параметром t, а равенства (32), (33) – 

уравнениями такого же рода для орта s. Очевидно, что эти годографы являются подоб-

ными невырожденными геометрическими фигурами. 

Согласно зависимостям (31), несущей поверхностью подвижного годографа век-

тора ω в пространстве квазикоординат ωj является круговой цилиндр радиуса H1  c 

уравнением 

,2

1

2

2

2

1 H                                                                (34) 

образующие которого параллельны оси Ox3  ортобазиса . При этом параметры данной 

задачи взаимосвязаны тождеством 

,1)()( 20

3

2

1  sHB  

где величина 
00

3 chs  и определяется равенством (33). Здесь ϑ – аналог (в по-

луевклидовом пространстве) угла нутации оси кинетической симметрии гиростата. 

Таким образом, линейное преобразование вида (11) динамической системы (8), 

(9), реализованное при условиях (20), (21), (23), (24), (27), соответствующее движению 

первого рода, выделяет из полного множества возможных движений гиростата в стаци-

онарном консервативном СД-поле его движение, идентичное движению в пространстве 

квазикоординат ωj системы трех изотропных стационарных свободных линейных ос-

цилляторов, определяемых соотношениями (31)–(33). 

Из соотношений (7), (32), (34) следуют характерные условия: 

,)(,)(,)( 0

21   tNtNt                                             (35) 

где постоянные величины равны 

.0

,0,)(sh

2

010

11



 

N

HN 
                                                   (36) 

Здесь знак параметра N1 определяет направление прецессирования оси кинетической 

симметрии гиростата; второе условие (36) исключает критическую точку из диапазона 

изменения параметра ориентации ϑ. 

Итак, решение (31)–(33) системы уравнений (8), (9) при условиях (20), (23), (24), 

определяет регулярную прецессию носителя, совершаемую при моментно-силовом воз-

действии на гиростат стационарного однородного СД-поля. 



Движение гиростата в световом потоке полуевклидова пространства 

61 

4. Движение второго рода 

Рассмотрим режим движения гиростата, при котором решение объединенной си-

стемы уравнений (8), (9) вместо ограничений (23) удовлетворяет одному характерному 

условию ,0H  согласно которому 

,3 psС                                                                     (37) 

где ps  – упомянутое ранее критическое значение параметра 3s ; далее полагаем 

.0),( 21 CC  Принятые здесь условия характеризуют для гиростата движения второго 

рода. 

 Согласно равенству (4), в критической точке потенциал )( 3sU  имеет изолиро-

ванный локальный экстремум, характер которого определяется знаком параметра n2.  

Введем условия 

,)3,2,1(0  jk j                                                         (38) 

к которым присоединим ограничения (20), (21). В силу соотношений (20), (21), (37) 

условия (14)–(18) сводятся к следующим: 

,0)( 32  jjj CABkCBn                                                     (39) 

,)2,1(033  jkBCA jj                                                    (40) 

,033  kBCA                                                                (41) 

,01221  CkCk                                                               (42) 

причем ограничение (42) выражает коллинеарность проекций векторов k, C на коорди-

натную плоскость 21xOx  ортобазиса   при условиях (38) и .0),( 21 CC  

Из уравнения (41) при 032 kn , согласно условиям (37), (38), непосредственно 

следует: 

,
32

1

kn

nA
B                                                                     (43) 

а в силу соотношений (39), (40), (43) имеем 

,032331

2

3  ABkB                                                         (44) 

где обозначено  .)2,1(1   jn jj Из уравнения (44) находим 

,)( 2313
2

1
DkB                                                            (45) 

04)( 13

2

332  psnAkkD  

и из равенства (40) следуют выражения: 

,)2,1(3

1

3   jkBAC jj                                                    (46) 

удовлетворяющие условию (42). При этом величина параметра k3 ограничена условием 

,02 D  а различные знаки перед радикалом в равенствах (45), (46) имеют место лишь 

при .02 D  

Таким образом, для решения системы уравнений (8), (9), подчиненного гипотезе 

(11) и условиям (37), (38), имеем 

.

,)2,1(

333 p

jjj

sBs

jCBs








                                                     (47) 
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Выделяя в системе уравнений (13) линейную комбинацию вида 

,),( 221121  CCL   

в результате получаем 

,)()(),( 1221321  CCcbL                                        (48) 

где обозначено 

.,)( 1

3

1

psBcBBBb    

Согласно третьему уравнению системы (13) из равенства (48), в результате инте-

грирования при условии (20) находим 

,),( 1

1

2

3321
2

1








  DBcbBL                                     (49) 

где D – аддитивно входящая постоянная интегрирования. 

Полагая u3  и дифференцируя по t третье уравнение системы (13), в силу вы-

ражений (46), (49) получаем 

,0)( 33   P                                                          (50) 

где 

k

k

kcP )()(
3

0

33 


   

– полином с коэффициентами 

2

2

2

1

2

3

2

2

3

12

3

22

1

2

0

,

,,)(,

2

1

2

3

kkkbc

cbckBBADbBccDcBc



 

                    (51) 

и параметром k. 

К выражениям (51) следует присоединить определяющие равенства (43), (45). 

Уравнение (50) является результирующим, определяющим величину ω3, получен-

ным в результате редуцирования системы уравнений (13). Это уравнение имеет первый 

интеграл 

  ,
)(

t
uQ

ud
                                                              (52) 

где полином 

.22)( 0

2

1

3

2

4

3
3

2

2

1
HucucucucuQ   

Здесь H – вторая постоянная интегрирования. Знак в левой части равенства (52) выби-

рается, исходя из условия t > 0.  

Интеграл в равенстве (52) является эллиптическим интегралом первого рода, при-

чем величина )(2 uQ  – алгебраическая функция жанра 1. Эта функция в фазовом про-

странстве геометрически интерпретируется как классическая поверхность Римана, 

представленная в виде односвязного невырожденного тора. 

В дальнейшем предполагается, что все корни полинома )(uQ  являются простыми. 

В ином случае интеграл (52) не является эллиптическим и выражается в элементарных 

(круговых тригонометрических или гиперболических) функциях. 
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Обращая стандартным методом [6, c. 320] зависимость (52), в результате получаем 

,
1

][ )(),;()()(
24

1

4

1
32


 ppp uQggtuQutu                                 (53) 

где ),;( 32 ggt  – эллиптическая функция Вейерштрасса с инвариантами  

,320

2

12
3

1

12

1
Hccccg   

,3

2

0

2

2320

2

113
8

1

3

1

6

1

36

1

6

1
][ )( ccHcHcccccg   

up – простой действительный корень полинома ;)(uQ  штрих обозначает производную 

функцию от указанной переменной. 

В силу равенств (7), (47) имеем 

,)(ch 3 psuB                                                        (54) 

откуда, согласно решению (53), следует, что в движении гиростата по параметру ϑ ось 

его кинетической симметрии совершает периодические перемещения в конфигураци-

онном пространстве. Это движение реализуется в области конфигурационного про-

странства, находящегося между двумя соосными конусами с общей вершиной в полюсе 

О, расположенными внутри заданного изотропного конуса, вершина которого совме-

щена с тем же полюсом. При этом, согласно равенствам (45), (54), для величины k3 

имеет место следующая оценка сверху:  

.)1(2])([ 3231 pskDk   

Представляя равенство (53) в сокращенном виде, как )(tu  , и полагая 

,)2,1(,0)()( 1   jCBctbtF jj                                  (55) 

из уравнений (13) при условиях (20), (21), получаем разделенную систему: 

,)()(

,)()(
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221

ttF

ttF










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представляемую для Tt при 0F  в виде 

,)2,1()(2  jtLFN jjjj                                               (56) 

где обозначено 
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                                               (57) 

Здесь функции )(),( ttF   взаимосвяаны равенством (55). 

Рассматривая уравнения линейной системы (56) сначала без правых частей, по-

ложим ,)2,1()()(  jwt jj   где новая переменная 


t

sdsF
0

.)(                                                                 (58) 

В результате данная система уравнений приводится к виду [7, c. 430] 
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,)2,1(0  jww jj                                                      (59) 

где штрих обозначает дифференцирование по переменной τ. 

Обращая зависимость вида (58) с эллиптической функцией ,)(tF получаем 

,)(Jt   

где J – эллиптический интеграл первого рода. Сохраняя прежние обозначения, из ра-

венств (57) находим зависимости вида Lj (τ). Тогда преобразованная система, соответ-

ствующая системе уравнений (59), имеет вид 

.)2,1()(  jLww jjj                                                 (60) 

Решение системы уравнений (60) представляется в форме 

 




0

00 ,)2,1()(sin)(sin)(cos)( jsdssLwww jjjj               (61) 

где нулевые индексы относятся к значениям величин при τ = 0. 

Равенства (61) представляют параметрические уравнения ортогональной проек-

ции подвижного годографа вектора ω на координатную плоскость базиса  , ортого-

нальную оси кинетической симметрии гиростата. Этот годограф является реономной 

геометрической фигурой, уравнения которой параметризованы приведенным временем 

τ. Согласно определяющему тождеству (6) и соотношениям (47), в случае собственного 

кинетического момента гиростата получаем тождественное равенство 
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где .3 psC   Здесь использовано очевидное тривиальное тождество 
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2

2

1  CCC  

которое представляет собой уравнение эллипсоида, охватывающего область простран-

ства квазикоординат ωj, содержащую подвижный годограф вектора ω. 

Итак, линейное преобразование вида (47) динамической системы (8), (9), реализо-

ванное при условиях (20), (21), (37), (38), ,02 D соответствующее движению второго 

рода, выделяет из полного множества возможных движений гиростата в стационарном 

консервативном однородном СД-поле два вида движений: периодическое по параметру 

ϑ движение, соответствующее выражению (53), и движение системы двух изотропных 

линейных осцилляторов (30), (60), находящихся под заданным нестационарным дина-

мическим воздействием (57). 

Заключение 

Рассмотренная в статье задача относится к классу задач о движении гиростата под 

действием стационарного однородного консервативного силового СД-поля, находяще-

гося в заданном полуевклидовом пространстве. Решение поставленной задачи достига-

ется путем введения гипотетической линейной зависимости, связывающей переменные 

ω, s – угловой скорости носителя гиростата и направляющего орта однородного парал-

лельного светового потока постоянной интенсивности. Этот подход является известным 

приемом исследования, восходящим к работам Н.Е. Жуковского и В. Вольтерра [4],     
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который применялся в исследованиях С.А. Чаплыгина, П.В. Харламова [3], Е.И. Хар-

ламовой [4]. Использование данного подхода в работе [3] позволило создать новую 

концепцию построения решений уравнений движения по инерции твердого тела, огра-

ниченного многосвязной поверхностью, в покоящейся безграничной идеальной одно-

родной жидкости, и произвести классификацию найденных точных решений.  

Данный прием реализован в работе [4], где задача о движении гиростата в цен-

тральном гравитационном поле сведена к классической задаче Н.Е. Жуковского об ин-

тегрировании уравнений движении твердого тела с полостями, полностью заполнен-

ными идеальной однородной жидкостью, разрешенной в квадратурах. 

Класс задач, в которых применяется упомянутая гипотетическая линейная зави-

симость, обусловлен характерными свойствами аффинного преобразования, связыва-

ющего линейной зависимостью переменные ω, s. Применение этого преобразования 

позволяет из всего возможного многообразия движений гиростата выделить движения, 

обладающие свойством композиции гомотетии и перемещения в кинетике. Это свой-

ство явно отражено в соотношениях (32), (47), соответствующих движениям первого и 

второго рода, соответственно. 

Таким образом, линейное sω   преобразование исходной динамической системы 

для изображающей точки в пространстве квазикоординат ωj приводит к движениям 

двух видов: к линейным колебаниям, совершаемым под воздействием заданной внеш-

ней нестационарной динамической нагрузки )(,)( 21  LL , и к периодическому движе-

нию в одномерном пространстве с квазикоординатой .3 uw   Такая интерпретация со-

ответствует известной осцилляторной модели движения твердого тела в стационарных 

силовых полях. 
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