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Abstract. In this paper we consider for the first time the possibility of applying the tridiagonal run-

through formulas for text data encryption. The encryption algorithm consists in computing the right part 

of a linear algebraic equations system with a tridiagonal matrix. In the problem, all the equations coeffi-

cients, the right-hand side and the solution take the values of the residues modulo a prime number p. 

The decryption algorithm consists in solving the SLAE on the class of prime modulo p deductions. The 

decryption algorithm uses the tridiagonal run method. Two theorems are proved for the algorithm cor-

rectness. Theorem 2 is a sufficient condition for correctness. Theorem 3 is the necessary conditions for 

correctness. Three encryptions of the text of 65, 67 symbols examples are given for illustrate the theo-

rems applicability conditions. The keys spatial power is estimated.  
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Введение 

Формулы прогонки с трехдиаго-

нальной матрицей в разностных уравнениях 

наиболее известны в Численных методах [1], 

[2]. Метод прогонки (трехдиагональный мат-

ричный алгоритм) используется в задаче ап-

проксимации достаточно гладких функций 

кубическими сплайнами; для решения крае-

вой задачи с обыкновенным дифференциаль-

ным уравнением второго порядка и выше; в 

краевой задаче Дирихле с уравнением в част-

ных производных эллиптического типа (урав-

нение Пуассона [1]).  

В данной работе впервые используется 

метод трехдиагональной прогонки для шиф-

рования и дешифрования текстовых данных в 

классах вычетов по простому модулю. В по-

следнее время все более сложные математи-

ческие методы используются для шифрования 

текстовой и графической информации. 

Например, в работах [6], [7], [8], [9], [10], [11], 

[12], [13], [14], [15]. 

Постановка задачи 

Рассмотрим систему рекуррентных 

уравнений для решения СЛАУ с трехдиаго-

нальной матрицей. Запишем эту систему 

уравнений в виде [1, стр. 585], предложенном 

авторами известного учебника Численные 

методы Н.С. Бахвалов, Н.П. Жидков, Г.М. 

Кобельков для решения краевой задачи Дири-

хле для уравнения Пуассона [1]: 
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Если в задаче (1) коэффициенты, правые ча-

сти и неизвестные nkRxfсba kkkkk ,0,,,,,   яв-

ляются действительными числами, то реше-

ние системы уравнений (1) известно: [1], [2]
 

1,0,1   nkxx kkkk    .                (2) 

Коэффициенты прогонки с индексом 

k=0 вычисляем по формуле (3) [1]: 
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В формуле (2) коэффициенты прогонки 

вперед [1] имеют вид 
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Наконец, значение переменной nx  на 

правом конце находим по формуле (5) [1]: 

nnn

nnn
n

ba

af
x










1

1




.                       (5) 

Зная nx , коэффициенты 1,0,,  nkkk  , 

вычисляем остальные неизвестные по обрат-

ному циклу с понижением индекса по форму-

ле (6) [1]: 

0,1,1   nkxx kkkk  .             (6) 

В литературе [1], [2] формулы (3), (4) 

называют формулами прогонки вперед, а фор-

мулы (5), (6) формулами прогонки назад. 

Рассмотрим решение задачи (1) на мно-

жестве целочисленных остатков  

  nkppxfсba kkkkk ,0),(mod1,...,2,1,,,,   

по модулю простого числа p 
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Необходимость выбора простого числа 

p в задаче (7) связано со свойствами делимо-

сти целых чисел [3], [4]. 

Пусть[3] числа Zmxa ,,  целые, тогда 

справедлива 
 Теорема 1 [3, стр.19]. Для того чтобы 

сравнение )(mod1 max  имело решение, необ-

ходимо и достаточно, чтобы a было взаимно 

просто с m. 

Следствие 1. Каждый примитивный 

класс вычетов a( 1),( maНОД ) по  mmod

имеет ровно один обратный класс x:
 

)(mod1 max   [3, стр. 19]. 

Следствие 2. Пусть pm   – простое 

число. Тогда для любого целого остатка числа 

p   )(mod1,...,2,1 pma   существует един-

ственный остаток – решение уравнения 

)(mod1 pax  . 

Доказательство. Так как каждый оста-

ток   )(mod1,...,2,1 ppa  взаимно прост с 

простым числом p, то есть принадлежит при-

митивному классу вычетов, то по Теореме 1 

решение x сравнения )(mod1 pax  существу-

ет, а по Следствию 1 класс, которому принад-

лежит число x, единственный (возможно и 

совпадение классов, например, для остатков

)(mod1111:)(mod1 ppxa  ). Следствие 

2 из Теоремы 1 доказано. 

Теперь формулы прогонки вперед ана-

логично (3), (4) перепишем в виде 
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А формулы прогонки назад из формул 

(5), (6) примут вид 

    pbaafx nnnnnnn mod
1

11



   ,            (10)

  0,1,mod111   nkpxx kkkk  .               (11) 

Сформулируем достаточные условия 

разрешимости задачи (7) и корректности ал-

горитма (8)–(11) в виде Теоремы 2. 

Теорема 2 (достаточные условия кор-

ректности алгоритма (8)–(11)).  

Пусть в задаче (7), алгоритме (8)–(11) 

выполнены условия на коэффициенты:  

1)    1,...,2,1,mod 000  pcpcb ; 

2)     nkpcpcab kkkk ,1,1,...,2,1,mod  ;  

диагональный элемент матрицы коэффициен-

тов системы (7) сравним с суммой недиаго-

нальных элементов строки по (mod p). 

Тогда: 

1.   1,0,mod1  nkpk . 

2. Задача (7) имеет единственное реше-

ние в классах вычетов по простому модулю p, 

а алгоритм (8)–(11) корректен. 

Доказательство Теоремы 2 проведем 

по индукции. 

1. a) База индукции 0k . Так как по 

условию 1) Теоремы 1  pbc mod00   число 0  

в формуле (8)  

     ppссpbс mod1modmod 1

00

1

000   . 

b) Индуктивный переход. Пусть 

1,1),(mod1  skpk . Тогда в первой форму-

ле (9) с учетом условия 2) Теоремы 2  

    nkpabcpcab kkkkkk ,1,modmod 

       






 pabcpbac sssssssss modmod
1

1

1
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         ppccpabc ssssss mod1modmod
11




 . 

Индуктивный переход и часть 1 Теоре-

мы 2 доказана. 

2. Используя доказанную первую часть, 

проверим корректность формул (8): 

   pcfpbf modmod 1

01

1

010

   существует, 

так как по условию 1) Теоремы 2 

 1,...,2,10  pc  и (по следствию 2 Теоремы 1) 

существуют числа 1

0

c и  pcf mod1

010

 . По-

этому формула (8) корректна. Аналогично в 

формуле (9): 

     


 1,1,mod
1

11 nkpbaaf kkkkkkk 
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   . 

Последняя формула корректна, так как 

существует число   nkсk ,1,
1


  по условию 2) 

Теоремы 2. Формула (10) эквивалентна формуле  
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которая корректна по условию 2) Теоремы 2, 

так как число   1

nc существует. То есть, форму-

лы (8)–(11) корректны. Теорема 2 доказана. 

Теорема 3 (Необходимые условия кор-

ректности алгоритма (8)–(11)). 

Модуль шифрования – простое число p. 

1)    pab kkk mod01

  nkpab kkk ,1,mod
1

1 


  

2)  1,...,2,10  pb . 

Доказательство Теоремы 3 разобьем 

на части. 

1) Простота числа p необходима для 

взаимно-однозначного поиска обратного чис-

ла к любому остатку по  pmod . Это следует 

из Теоремы 1 и ее Следствий 1 и 2. 

2) Запишем уравнение (9) 

   pbac kkkkk mod
1

1



   . 

Вторую часть теоремы докажем от про-

тивного. Пусть при некотором индексе k 

  


 nkpabk kkk ,1,mod:
1

1

     pab kkk mod01 . 

Не существует числа 

   


 pab kkk mod
1

1  невозможно вычислить 

коэффициент    pbac kkkkk mod
1

1



    по 

предыдущему коэффициенту 1k . Также не-

возможно правильно определить все после-

дующие коэффициенты цепочки ,..., 21  kk   

формул прогонки вперед.  

3) Условие  1,...,2,10  pb  следует из 

Формулы  pbс mod1

000

  при вычислении 

коэффициента 0 . Теорема 3 доказана. 

Применим алгоритм (8)–(11) для шиф-

рования текстовых (символьных) данных. 

Например, восклицательный знак на клавиа-

туре в таблице ASCII имеет порядковый но-

мер 33 [5]. Рассмотрим примеры. 

Пример 1. Текст для шифрования: 

"Москва – город-герой в Великой Отече-

ственной войне 1941–1945!!!" английским 

шрифтом (рис. 1.).  

 

 

Рис. 1. Шифруется текст (пример 1) с ключами 

 257mod,64,1,1 0000 bсnbс 

  nkpcpkc kk ,0,1,...,2,1,25712 

  nkcabka kkkk ,1,257mod;13  . 

В примере 1 использованы условия 1), 

2) Теоремы 2 (ограничения на коэффициен-

ты). Как видно из рис. 1, исходный и дешиф-

рованный тексты посимвольно совпадают.  

Пример 2. Текст для шифрования: 

"Москва – город-герой в Великой Отече-

ственной войне 1941–1945!!!" с другими клю-

чами (рис. 2). 

 

Рис. 2. Шифруется текст (пример 2) с 

ключами 

 257mod,64,3,3 0000 bсnbс 

  nkpcpkc kk ,0,1,...,2,1,2573 

  nkcabka kkkk ,1,257mod;213   

В примере 2 также использованы усло-

вия 1), 2) Теоремы 2 – ограничения на коэф-

фициенты. Как видно из рис. 2, исходный и 

дешифрованный тексты посимвольно совпа-

дают. Разным наборам ключей соответствуют 

и разные шифры одного и того же текста 

(сравним шифры рис. 1 и рис. 2).  

Пример 3 показывает, что условия Тео-

ремы 2 являются достаточными для коррект-

ности алгоритма (8)–(11), но не являются не-

обходимыми. Текст для шифрования: "Смо-

ленск – город-герой в Великой Отечественной 

войне 1941–1945!!!" (рис. 3.). 

 

Рис. 3. Шифруется текст (пример 3) с ключами 

 257mod,64,3,3 0000 bсnbс 

  nkpcpkc kk ,0,1,...,2,1,25732 

  nkcbka kkk ,1,257mod;2   

В примере 3 не выполнено достаточное 

условие Теоремы 2   nkpcab kkk ,1,mod  . 

Тем не менее, исходный текст и дешифрован-

ный совпадают. 
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Программа написана языке С++.  

Все функции и переменные в программе 

принимают целые значения, в программе 

ключи шифрования и текст из примера 1. 

#include "stdafx.h" 

#include<stdio.h>#include<math.h> 

int inverse(int x, int p){ int i,y;x=x%p; if(x<0)  

 {x=x+p;}for(i=1;i<=p-1;i++)

 {if(i*x%p==1){y=i;return y;}}} 

int const p=257,n=65,n0=n-1;int main() 

{int j, 

a[n+2],b[n+2],c[n+2],nu[n+2],lamda[n+2],f[n+2]

,mas1[n+2], mas2[n+2] ,d1,d2,d3,d4; 

char mas[n+2]="Moskva - gorod-geroi v Velikoi 

Otechestvennoi voine 1941–1945!!!\n"; 

  printf("***input text***\n"); 

  printf("\n"); 

for(j=0;j<=n;j++){printf("%c",mas[j]);}

 for(j=0;j<=n0;j++) 

 { a[j]=(3*j+1)%p; c[j]=(2*j+1)%p;

 b[j]=(a[j]+c[j])%p;} 

   b[0]=c[0];printf("\n");

 printf("***shifrovanie***\n"); 

   printf("\n");f[0]=(-

b[0]*mas[0]+c[0]*mas[1])%p; 

  if(f[0]<0)

 {f[0]=f[0]+p;}for(j=1;j<=n0-1;j++) 

 {f[j]=(mas[j-1]*a[j]-

mas[j]*b[j]+mas[j+1]*c[j])%p; 

 printf("%c",f[j]);}f[n0]=(mas[n0-

1]*a[n0]-mas[n0]*b[n0])%p; 

 printf("\n");printf("\n");lamda[0]=(c[0]

*inverse(b[0],p))%p; 

  nu[0]=(-

f[0]*inverse(b[0],p))%p;if(nu[0]<0){nu[0]=nu[0]

+p;} 

 printf("***deshifrovanie***\n");for(j=1

;j<=n0;j++) 

{d3=(b[j]-a[j]*lamda[j-

1])%p;lamda[j]=(c[j]*inverse(d3,p))%p; 

  d4=(a[j]*nu[j-1]-

f[j])%p;if(d4<0){d4=d4+p;}

 nu[j]=(d4*inverse(d3,p))%p;}d1=(a[n0]

*lamda[n0-1]-b[n0])%p; 

 d2=(f[n0]-a[n0]*nu[n0-

1])%p;if(d2<0){d2=d2+p;}mas1[n0]=(d2*invers

e(d1,p))%p; 

for(j=n0-1;j>=0;j--

){mas1[j]=(mas1[j+1]*lamda[j]+nu[j])%p;} 

for(j=0;j<=n0;j++){printf("%c",mas1[j]);}printf(

"\n");} 

Основные полученные результаты: 

1) Предложен алгоритм шифрования-

дешифрования СЛАУ с трехдиагональной 

матрицей в классах вычетов по простому 

модулю-формулы (7)–(11). 

2) В Теореме 2 доказаны достаточные 

условия корректности алгоритма (8)–(11). 

3) В Теореме 3 доказаны необходимые 

условия корректности алгоритма (8)–(11). 

4) Приведены 3 примера шифрования–

дешифрования текстовых данных, поясняю- 

щие смысл и условия доказанных теорем.  
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