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Введение  

В работе [1] получено представление ре-

шения краевой задачи, для системы линейных 

неоднородных двухмерных разностных урав-

нений дробного порядка.  

В этой работе для рассматриваемого 

уравнения изучается задача оптимального 

управления при предположении, что управля-

ющая функция входит в граничное условие, а 

функционал является линейным. 

Доказано необходимое и достаточное 

условие оптимальности в форме дискретного 

принципа максимума. 

В случае нелинейного, но выпуклого 

функционала качества доказано достаточное 

условие оптимальности. 

Постановка задачи 

Рассмотрим задачу о минимуме линей-

ного функционала 

𝑆(𝑢) = с′𝑎(𝑥1) + 𝑑′𝑧(𝑡1, 𝑥1)           (1)           

при ограничениях 

𝑢(𝑥) ∈ 𝑈 ⊂ 𝑅𝑟 , 𝑥 ∈ 𝑋 = 

= {𝑥0, 𝑥0 + 1, … , 𝑥1 − 1}.          (2) 

∆𝛼𝑧(𝑡 + 1, 𝑥 + 1) = 

𝐴(𝑡, 𝑥)𝑧(𝑡, 𝑥) + 𝐵(𝑡, 𝑥)𝑧(𝑡 + 1, 𝑥) 

+𝐶(𝑡, 𝑥)𝑧(𝑡, 𝑥 + 1) + 𝐷(𝑡, 𝑥), (3) 

𝑧(𝑡0, 𝑥) = 𝑎(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋 ∪ 𝑥1,               (4) 

𝑧(𝑡, 𝑥0) = 𝑏(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇 ∪ 𝑡1, 

𝑇 = {𝑡0, 𝑡0 + 1, … , 𝑡1 − 1}               (5) 

𝑎(𝑥0) = 𝑏(𝑡0) = 𝑎0, 

∆𝛽𝑎(𝑥 + 1) = 𝐾(𝑥)𝑎(𝑥) + 𝑔(𝑥, 𝑢(𝑥)),  

𝑥 ∈ 𝑋, 
 𝑎(𝑥0) = 𝑎0.                            (6)                                                            

Здесь 𝐴(𝑡, 𝑥), 𝐵(𝑡, 𝑥), 𝐶(𝑡, 𝑥), 𝐾(𝑥)  за-

данные (𝑛 × 𝑛)-дискретные матричные функ-

ции, 𝐷(𝑡, 𝑥)  –  заданная n-мерная дискретная 

вектор-функция, 𝑏(𝑡)  – заданная дискретная 

вектор-функция, 𝑎0, 𝑡0, 𝑡1, 𝑥0, 𝑥1  – заданы, 

𝑔(𝑥, 𝑢) –  заданная непрерывная по 𝑢 при всех 

𝑥, 𝑛-мерная вектор-функция, 𝑢(𝑥) − 𝑟-мерная 

вектор-функция управляющих воздействий со 

значениями из заданного непустого и ограни-

ченного множества 𝑈  (допустимое управле-

ние), 𝑐  и 𝑑  – заданные 𝑛-мерные постоянные 

векторы, а ∆𝛼𝑧(𝑡, 𝑥),  и ∆𝛽𝑎(𝑥), 0 < 𝛼, 𝛽 < 1 

дробные операторы порядка 𝛼 и 𝛽 (см., напри-

мер, [2–7], а операция (′) означает транспони-

рование. 

Допустимое управление, доставляющее 

минимальное значение функционалу (1), при 

ограничениях (2)–(6) назовем оптимальным 

управлениям. 

Формула приращения функционала 

качества 

Пусть 𝑢(𝑥), �̅�(𝑥) = 𝑢(𝑥) + ∆𝑢(𝑥)  −  два 

допустимых управления. Через  

(𝑎(𝑥), 𝑧(𝑡, 𝑥)), ( �̅�(𝑥) = 𝑎(𝑥) + 

∆𝑎(𝑥), 𝑧̅(𝑡, 𝑥) = 𝑧(𝑡, 𝑥) + ∆𝑧(𝑡, 𝑥)) 

обозначим соответствующие им решения си-

стемы (2)–(6).  

Тогда приращение функционала (1) при-

мет вид 

∆𝑆(𝑢) = с′∆𝑎(𝑥1) + 𝑑′∆𝑧(𝑡1, 𝑥1).    (7)  

Здесь ∆𝑎(𝑥),  ∆𝑧(𝑡, 𝑥) являются решени-

ями задач: 

∆𝛽∆𝑎(𝑥) = 𝐾(𝑥)∆𝑎(𝑥) + ∆�̅�(𝑥)𝑔[𝑥],       (8) 

∆𝑎(𝑥0) = 0.                   (9) 

∆𝛼∆𝑧(𝑡 + 1, 𝑥 + 1) = 

= 𝐴(𝑡, 𝑥)∆𝑧(𝑡, 𝑥) + 𝐵(𝑡, 𝑥)∆𝑧(𝑡 + 1, 𝑥) + 

+𝐶(𝑡, 𝑥)∆𝑧(𝑡, 𝑥 + 1),        (10) 

∆𝑧(𝑡0, 𝑥) = ∆𝑎(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋 ∪ 𝑥1,      (11) 

∆𝑧(𝑡, 𝑥0) = 0, 𝑡 ∈ 𝑇 ∪ 𝑡1,           (12)  

соответственно, где по определению 

∆�̅�(𝑥)𝑔[𝑥] = 𝑔(𝑥, �̅�(𝑥)) − 𝑔(𝑥, 𝑢(𝑥)). 

Как видно уравнения, (8) и (10) являются 

системами линейных неоднородных разност-

ных уравнений относительно ∆𝑎(𝑥) и ∆𝑧(𝑡, 𝑥) 

соответственно. 
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Имеет место (см. [9]). 

Теорема 1. Решение 𝑦(𝑡)  системы ли-

нейных неоднородных разностных уравнений 

дробного порядка 

∆𝛼𝑦(𝑡 + 1) = 𝐴(𝑡)𝑦(𝑡) + 𝑔(𝑡)   

с начальными условиями 

𝑦(𝑡) = 𝑦0    

допускает представление 

𝑦(𝑡) = 𝑦0 ∏[+𝑅𝛼(𝑡 − 1, 𝑗)𝐴(𝑗)]

𝑡−1

𝑗=𝑡0

+ 

+ ∑ 𝑅𝛼(𝑡 − 1, 𝑗)𝑓(𝑗) ×

𝑡−1

𝑗=𝑡0

 

× ∏ [1 +

𝑡−1

𝑘=𝑗+1

𝑅𝛼(𝑡 − 1, 𝑘)𝐴(𝑘)] ,           (13) 

где  

𝑅𝛼(𝑡, 𝑗) = (
𝑡 − 𝑗 + 𝛼 − 1

𝑡 − 𝑗
). 

А биномиальный коэффициент (
𝑎
𝑛

) 

определяется по формуле 

(
𝑎
𝑛

) = 

= {

𝛤(𝑎 + 1)

𝛤(𝑎 − 𝑛 + 1)𝛤(𝑛 + 1)
, 𝑛 > 0,

1,                                          𝑛 = 0,
0,                                          𝑛 < 0.

 

 

Здесь для любого 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅,   𝑥(𝑦) =
𝛤(𝑥+1)

𝛤(𝑥+1−𝑦)
, где 𝛤 − гамма функция, для которой 

выполняется тождество  𝛤(𝑥 + 1) = 𝑥𝛤(𝑥). 
По теореме 1, решение уравнения (8) с 

начальными условиями (9) представляется в 

виде 

∆𝑎(𝑥) = 

= ∑ 𝑅𝛽(𝑥 − 1, 𝑗)∆�̅�(𝑗)𝑔[𝑗] ×

𝑥−1

𝑗=𝑥0

 

× ∏ [1 + 𝑅𝛽(𝑥 − 1, 𝑚)𝐾(𝑚)].  𝑥−1
𝑚=𝑗+1    (14) 

Введем следующее обозначение 

Ф(𝑥, 𝑗) = 𝑅𝛽(𝑥 − 1, 𝑗) × 

× ∏ [1 + 𝑅𝛽(𝑥 − 1, 𝑚) × 

𝑥−1

𝑚=𝑗+1

 

× 𝐾(𝑚).        (15) 

Тогда 

∆𝑎(𝑥) = ∑ Ф(𝑥, 𝑗)∆�̅�(𝑗)𝑔[𝑗] .         (16)

𝑥−1

𝑗=𝑥0

 

Из результата же работы [1] следует 

Теорема 2. Решение 𝑧(𝑡, 𝑥) краевой за-

дачи (3)–(5) для системы линейных 2D раз-

ностных уравнений дробного порядка допус-

кает представление в следующем виде:  

𝑧(𝑡, 𝑥) = 𝑎(𝑥0) + 

+ ∑ 𝑅𝛼(𝑡 − 1, 𝑥 − 1; 𝑗, 𝑥0 − 1) ×

𝑡−1

𝑗=𝑡0

 

× 𝐶(𝑗, 𝑥0 − 1)𝑏(𝑗) + 

+ ∑ 𝑅𝛼(𝑡0 − 1, 𝑥 − 1; 𝑡0 − 1, 𝑠)

𝑥−1

𝑠=𝑥0

× 

× 𝐵(𝑡0 − 1, 𝑠)𝑎(𝑠) +  

+ ∑ ∑ 𝑅𝛼(𝑡 − 1, 𝑗; 𝑠)𝐷(𝑗, 𝑠)

𝑥−1

𝑠=𝑥0

𝑡−1

𝑗=𝑡0

 .     (17) 

Здесь 

𝑅𝛼(𝑡 − 1, 𝑥 − 1; 𝑗, 𝑠) = 

= (
𝑡 − 𝑗 + 𝛼 − 1

𝑡 − 𝑗
) (

𝑥 − 𝑠 + 𝛼 − 1
𝑥 − 𝑠

),  

где 𝑅𝛼(𝑡 − 1, 𝑥 − 1 ; 𝑗 , 𝑠)  является решением 

следующей задачи: 

𝑅𝛼(𝑡 − 1, 𝑥 − 1 ; 𝑗 , 𝑠)𝐴(𝑗, 𝑠) = 
= −𝑅𝛼(𝑡 − 1, 𝑥 − 1 ; 𝑗 − 1, 𝑠)𝐵(𝑗 − 1, 𝑠) − 
−𝑅𝛼(𝑡 − 1, 𝑥 − 1 ; 𝑗 , 𝑠 − 1)𝐶(𝑗, 𝑠 − 1) , 

𝑗 = 𝑡 − 1, … , 𝑡0, 𝑠 = 𝑥 − 1, . . . , 𝑥0,      (18) 

𝑅𝛼(𝑡, 𝑥 ; 𝑡 − 1, 𝑥 − 1) = 𝐸. 

Тогда ясно что,  

∆𝑧(𝑡, 𝑥) = 

= ∑ 𝑅𝛼(𝑡 − 1, 𝑥 − 1; 𝑡0 − 1, 𝑠)

𝑥−1

𝑠=𝑥0

× 

× 𝐵(𝑡0 − 1, 𝑠)∆𝑎(𝑠).                (19) 

Подставляя (16) в (19) будем иметь: 

∆𝑧(𝑡, 𝑥) = 

= ∑ 𝑅𝛼(𝑡 − 1, 𝑥 − 1; 𝑡0 − 1, 𝑠) × 

𝑥−1

𝑠=𝑥0

 

× 𝐵(𝑡0 − 1, 𝑠)∆𝑎(𝑠) 

= ∑ 𝑅𝛼(𝑡 − 1, 𝑥 − 1; 𝑡0 − 1, 𝑠)

𝑥−1

𝑠=𝑥0

× 

× 𝐵(𝑡0 − 1, 𝑠) ∑ Ф(𝑥, 𝑗)∆�̅�(𝑗)𝑔[𝑗]𝑥−1
𝑗=𝑥0

. 
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Полагая 

𝑄1(𝑡, 𝑥, 𝑠) = 

= ∑ 𝑅𝛼

𝑥−1

𝜏=𝑠+1

(𝑡 − 1, 𝑥 − 1; 𝑡0 − 1, 𝜏) × 

× 𝐵(𝑡0 − 1, 𝜏)Ф(𝜏, 𝑠),                (20) 

получим, что 

∆𝑧(𝑡, 𝑥) = ∑ 𝑄1(𝑡, 𝑥, 𝑠)∆�̅�(𝑠)𝑔[𝑠].         (21)

𝑥−1

𝑠=𝑥0

 

Принимая во внимание соотношения 

(16), и (21) формулу приращения (7) можно за-

писать в виде 

∆𝑆(𝑢) = с′∆𝑎(𝑥1) + 𝑑′∆𝑧(𝑡1, 𝑥1) = 

= ∑ с′Ф(𝑥1, 𝑥)∆�̅�(𝑥)𝑔[𝑥] +

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

 

+ ∑ 𝑑′𝑄1(𝑡1, 𝑥1, 𝑥)∆�̅�(𝑥)𝑔[𝑥] =

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

 

= ∑ [с′Ф(𝑥1, 𝑥)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

+ 𝑑′𝑄1(𝑡1, 𝑥1, 𝑥)]∆�̅�(𝑥)𝑔[𝑥] .                           (22) 

Полагая 

𝑝(𝑥) = −  [с′Ф(𝑥1, 𝑥) +𝑑′𝑄1(𝑡1, 𝑥1, 𝑥) ]  (23) 

𝑀′(𝑥, 𝑢, 𝑝) = 𝑝′𝑔(𝑥, 𝑢) 

∆�̅�(𝑥)𝑀[𝑥] = 𝑝′∆�̅�(𝑥)𝑔[𝑥], 

соотношение (22) записывается в виде 

∆𝑆(𝑢) = − ∑ ∆�̅�(𝑥)𝑀[𝑥]  .                (24)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

 

Можно доказать, что вектор-функция 

𝑝(𝑥) определяемая формулой (23) является ре-

шением уравнения 

𝑝(𝑥 − 1) = −[𝑐′Ф(𝑥1, 𝑥 − 1) + 

++𝑑′𝑄1(𝑡1, 𝑥1, 𝑥 − 1)] .      (25)                                                      

Далее из (19) получаем, что 

𝑄1(𝑡1, 𝑥1, 𝑥 − 1) = 

= 𝑅𝛼(𝑡1 − 1, 𝑥1 − 1; 𝑡0

− 1, 𝑥)𝑄1(𝑡1, 𝑥1, 𝑥) .              (26) 

Принимая во внимание (15), (26) в (25), 

будем иметь 

𝑝(𝑥 − 1) = 𝑝(𝑥) + 𝜓(𝑡0 − 1, 𝑥) × 

× 𝐵′(𝑡0 − 1, 𝑥  ),     (27) 
где по определению 

𝜓(𝑡, 𝑥) = −𝑅′
𝛼(𝑡1, 𝑥1; 𝑡, 𝑥)𝑑. 

Из (25) следует, что 

𝑝(𝑥1 − 1) = −𝑐.               (28) 

Далее, используя (28), показывается, что 

𝜓(𝑡, 𝑥), определяемая формулой 

 𝜓(𝑡, 𝑥) = −𝑅′𝛼(𝑡1 − 1, 𝑥1 − 1; 𝑡, 𝑥)𝑑,  

является решением краевой задачи:  

𝜓(𝑡 − 1, 𝑥 − 1) = 𝐴′(𝑡, 𝑥)𝜓(𝑡, 𝑥) + 

−𝐵′(𝑡, 𝑥)𝜓(𝑡 − 1, 𝑥) − 

−𝐶′(𝑡, 𝑥)𝜓(𝑡, 𝑥 − 1),                     (29)  

𝜓(𝑡1 − 1, 𝑥 − 1) = 

= 𝐵′(𝑡1 − 1, 𝑥)𝜓(𝑡1 − 1, 𝑥), 

𝜓(𝑡 − 1, 𝑥1 − 1) = 

= 𝐶′(𝑡, 𝑥1 − 1)𝜓(𝑡, 𝑥1 − 1), 
𝜓(𝑡1 − 1, 𝑥1 − 1) = −𝑑.        

Условие оптимальности 

При помощи представления (24) доказы-

вается 

Теорема 3. Для оптимальности допусти-

мого управления 𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋  в задаче (1)–(5) 

необходимо и достаточно, чтобы соотношение 

max
𝑣∈𝑈

𝑀(𝜉, 𝑣, 𝑝(𝜉)) = 

= 𝑀(𝜉, 𝑢(𝜉), 𝑝(𝜉))           (30)  

выполнялось для всех 𝜉 ∈ 𝑋 . 

Доказательство. Необходимость: Пусть 

𝑢(𝑥) оптимальное управление. Тогда из фор-

мулы приращения (24) следует, что для любого 

допустимого управления  �̅�(𝑥) = 𝑢(𝑥) +
∆𝑢(𝑥)  

∑ ∆�̅�(𝑥)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑀[𝑥] ≤ 0.                (31) 

Используя произвольность �̅�(𝑥) , опре-

делим его следующим образом: 

�̅�(𝑥) = {
𝑣,               𝑥 = 𝜉 ∈ 𝑋,

𝑢(𝑥), 𝑥 ≠ 𝜉 ∈ 𝑋,     
 

где 𝜉 ∈ 𝑋 – произвольная точка, 𝑣 ∈ 𝑈 произ-

вольный вектор. 

Тогда неравенство (31) примет вид: 

∆𝑣𝑀[𝜉] ≤ 0. 

Отсюда, в силу произвольности 𝑣 ∈ 𝑈 и 

𝜉 ∈ 𝑋 , следует условие максимума (30). 

Перейдем к доказательству достаточно-

сти условия максимума (30). 

Предположим, что для допустимого 

управления 𝑢(𝑥) выполняется условие макси-

мума Понтрягина (30). Из него следует, что для 

любого 𝜉 ∈ 𝑋, �̅�(𝜉) = 𝑣 ∈ 𝑈,    ∆�̅�(𝜉)𝑀[𝜉] ≤ 0. 
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Отсюда, в силу произвольности 𝜉 ∈ 𝑋, 
следует, что 

∑ ∆�̅�(𝜉)𝑀[𝜉] ≤

𝑥1−1

𝜉=𝑥0

0. 

С учетом этого неравенства из (24) получаем, 

что для любого допустимого управления �̅�(𝑥)  

∆𝑆(𝑢) = 𝑆(�̅�) − 𝑆(𝑢) ≥ 0,   т. е. 
𝑆(�̅�) ≥ 𝑆(𝑢). 

Из последнего соотношения следует, что 

управление 𝑢(𝑥)  является оптимальным 

управлением. Этим достаточность дискрет-

ного условия максимума Понтрягина доказана.  

Случай нелинейного выпуклого  

критерия качества 

Изучим несколько более общий случай.  

Рассмотрим задачу о минимуме функционала 

𝑆(𝑢) = 𝜑1(𝑎(𝑥1)) + 𝜑2(𝑧(𝑡1, 𝑥1))     (32) 

при ограничениях (2)–(5). 

Здесь 𝜑1(𝑎), 𝜑2(𝑧)  −  заданные непре-

рывно дифференцируемые и выпуклые в 

𝑅𝑛 скалярные функции. 

В случае задачи (1)–(5), (32) приращение 

функционала (32), соответствующее допусти-

мым управлениям  𝑢(𝑥), �̅�(𝑥) = 𝑢(𝑥) + ∆𝑢(𝑥) 

при помощи формулы Тейлора можно запи-

сать в виде 

∆𝑆(𝑢) = 𝑆(�̅�) − 𝑆(𝑢) = 

=
𝜕 𝜑′

1(𝑎(𝑥1))

𝜕𝑎
∆𝑎(𝑥1) + 

+
𝜕𝜑′2(𝑧(𝑡1, 𝑥1))

𝜕𝑧
∆𝑧(𝑡1, 𝑥1) + 

+𝑜1(‖∆𝑎(𝑥1)‖) + 𝑜2(‖𝑧(𝑡1, 𝑥1)‖),    (33) 

где величины 𝑜𝑖(∙), 𝑖 = 1,2  определяются из 

разложений 

𝜑1(�̅�(𝑥1)) − 𝜑1(𝑎(𝑥1)) = 

=
𝜕 𝜑1(𝑎(𝑥1))

𝜕𝑎
∆𝑎(𝑥1) + 

+𝑜1(‖∆𝑎(𝑥1)‖), 

𝜑2(𝑧̅(𝑡1, 𝑥1)) − 𝜑2(𝑧(𝑡1, 𝑥1)) = 

=
𝜕𝜑2(𝑧(𝑡1, 𝑥1))

𝜕𝑧
∆𝑧(𝑡1, 𝑥1) + 

+𝑜2(‖𝑧(𝑡1, 𝑥1)‖), 

а ‖𝛼‖  норма вектора 𝛼 = (𝛼1, … , 𝛼𝑛)′  опреде-

ляется формулой 

‖𝛼‖ = ∑|𝛼𝑖|

𝑛

𝑖=1

. 

Используя представления (16), (21) фор-

мула приращения (33) преобразуется к виду: 

∆𝑆(𝑢) = 

= ∑
𝜕 𝜑1(𝑎(𝑥1))

𝜕𝑎

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

Ф(𝑥, 𝑥1)∆�̅�(𝑥)𝑔[𝑥] + 

+ ∑
𝜕𝜑2(𝑧(𝑡1, 𝑥1))

𝜕𝑧

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑄1(𝑡1, 𝑥1, 𝑥) × 

× ∆�̅�(𝑥)𝑔[𝑥] + 𝑜1(‖∆𝑎(𝑥1)‖) + 

+𝑜2(‖𝑧(𝑡1, 𝑥1)‖) = 

= ∑ [
𝜕 𝜑1(𝑎(𝑥1))

𝜕𝑎

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

Ф(𝑥, 𝑥1) + 

+
𝜕𝜑2(𝑧(𝑡1, 𝑥1))

𝜕𝑧
𝑄1(𝑡1, 𝑥1, 𝑥)] ∆�̅�(𝑥)𝑔[𝑥] 

+𝑜1(‖∆𝑎(𝑥1)‖) + 𝑜2(‖𝑧(𝑡1, 𝑥1)‖).       (34) 

Полагая 

𝑝′(𝑥) = − [
𝜕 𝜑1(𝑎(𝑥1))

𝜕𝑎
Ф(𝑥, 𝑥1) + 

+
𝜕𝜑2(𝑧(𝑡1, 𝑥1))

𝜕𝑧
𝑄1(𝑡1, 𝑥1, 𝑥)],    (35) 

𝑀(𝑥, 𝑢, 𝑝) = 𝑝′𝑔(𝑥, 𝑢),    
 𝜓(𝑡, 𝑥) = −𝑅′

𝛼(𝑡1, 𝑥1; 𝑡, 𝑥) × 

×
𝜕𝜑2(𝑧(𝑡1, 𝑥1))

𝜕𝑧
,          (36) 

формула приращения (34) записывается в виде 

∆𝑆(𝑢) = − ∑ ∆�̅�(𝑥)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑀[𝑥] + 

+𝑜1(‖∆𝑎(𝑥1)‖) + 

+𝑜2(‖𝑧(𝑡1, 𝑥1)‖).                (37) 

Из (35), (36), используя (15), (18), полу-

чим, что 𝑝(𝑥)  и 𝜓(𝑡, 𝑥)  являются решениями 

следующих задач соответственно: 

𝑝(𝑥 − 1) = 

= 𝑝(𝑥) + 𝜓(𝑡0 − 1, 𝑥) × 

× 𝐵′(𝑡0 − 1, 𝑥  ),           (38) 

𝑝(𝑥1 − 1) = −
𝜕 𝜑1(𝑎(𝑥1))

𝜕𝑎
. 

𝜓(𝑡 − 1, 𝑥 − 1) = 𝐴′(𝑡, 𝑥) 𝜓(𝑡, 𝑥) − 

−𝐵′(𝑡, 𝑥) 𝜓(𝑡 − 1, 𝑥) − 

−𝐶′(𝑡, 𝑥) 𝜓(𝑡, 𝑥 − 1),        (39)  

𝜓(𝑡1 − 1, 𝑥 − 1) = 

= 𝐵′(𝑡1 − 1, 𝑥) 𝜓(𝑡1 − 1, 𝑥), 

 𝜓(𝑡 − 1, 𝑥1 − 1) = 

= 𝐶′(𝑡, 𝑥1 − 1) 𝜓(𝑡, 𝑥1 − 1), 
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 𝜓(𝑡1 − 1, 𝑥1 − 1) = −
𝜕𝜑2(𝑧(𝑡1,𝑥1))

𝜕𝑧
. 

В силу выпуклости функций 𝜑1(𝑎), 𝜑2(𝑧) 

ясно, что (см. например [11, с. 164]). 

𝑜1‖∆𝑎(𝑥1)‖ ≥ 0, 𝑜2‖𝑧(𝑡1, 𝑥1)‖ ≥ 0. 

Поэтому из (37) следует неравенство 

∆𝑆(𝑢) ≥ − ∑ ∆�̅�(𝑥)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑀[𝑥].          (40) 

Из соотношения (40) следует 

Теорема 4. Для оптимальности допусти-

мого управления 𝑢(𝑥) в задаче (1)–(5), (32) до-

статочно, чтобы неравенство  

∑ ∆𝑣(𝑥)

𝑥1−1

𝑥=𝑥0

𝑀[𝑥] ≤ 0                       (41) 

выполнялось для всех 𝑣(𝑥) ∈ 𝑈, 𝑥 ∈ 𝑋.  

Доказательство. Пусть допустимое 

управление 𝑢(𝑥) удовлетворяет соотношению 

(41). Тогда из неравенства (40) следует, что для 

любого допустимого управления 𝑣(𝑥) 

𝑆(𝑣) − 𝑆(𝑢) ≥ 0. 

1. Последнее соотношение означает оп-

тимальность допустимого управления 𝒖(𝒙). 
Этим доказательство теоремы 4 завершено. 

Таким образом, в двух случаях удалось 

доказать необходимое и достаточное условия 

оптимальности в форме дискретного принципа 

максимума Понтрягина. 

Заключение 

В работе изучается одна дискретная гра-

ничная задача управления, описываемая систе-

мой линейной двумерной разностных уравне-

ний дробного порядка.  

Используя представления решения рас-

сматриваемой краевой задачи доказано необ-

ходимое и достаточное условие оптимально-

сти типа дискретного принципа максимума. 

В случае нелинейного по выпуклого кри-

терия качества доказана достаточность усло-

вия максимума. 
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