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Аннотация. Рассматривается задача о винтовом движении относительно центра инерции свобод-

ного от связей абсолютно твердого бесконечно тонкого прямолинейного нематериального стержня 
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водятся характерные свойства данного движения. Найдены аналитические зависимости компонент 

кинематического винта стержня от параметров его ориентации, а также представления этих пара-

метров в функциях времени. 
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Введение 

Теория винтов, созданная в 1870-х го-

дах, изложенная в трактате Р. Белла [1], яви-

лась аппаратом исследования свойств движе-

ния механических объектов в неевклидовых 

пространствах. Конструктивное построение 

этой теории было логически завершено А.П. 

Котельниковым в его монографии [2]. Он 

объединил в единую теорию − проективную 

теорию векторов − кинематику и динамику 

механических объектов, а также разработал 

теорию векторов в трехмерном проективном 

пространстве. 

П.А. Широков [3] распространил теорию 

векторного поля на пространства постоянной 

кривизны, в том числе и на пространства Лоба-

чевского. Движение твердого тела, являющееся 

аналогом классической регулярной прецессии в 

евклидовом пространстве и распространенное 

на пространство Лобачевского, было исследо-

вано А.П. Широковым [4].  

Различные виды движений механиче-

ских объектов в пространстве Лобачевского 

были исследованы М.С. Крюковым [5−7]. 

Свойства многообразия состояний, устойчи-

вость стационарных винтовых движений ме-

ханического объекта в пространстве Лобачев-

ского, а также условия существования первых 

интегралов его уравнений движения получе-

ны в работах [8−12]. 

1. Предварительные положения 

Согласно проективной модели Ф. Клей-

на [5], пространство Лобачевского (простран-

ство L3) реализуется внутренними точками аб-

солюта: 

0)()()()( 24232221  xxxxxg ij

ij   (1) 

гиперболического пространства .3  Здесь gij − 

метрический тензор псевдовекторного четы-

рехмерного пространства, рассматриваемого 

как трехмерное проективное пространство P3, 

реализующее пространство L3. Отобразив 

точки пространства P3 на точки гиперсферы 

псевдоевклидова пространства 
1

4R , при реше-

нии задач в пространстве 3  применяем тен-

зорный аппарат пространства .1

4R  

Под движением пространства 3  пони-

мается проективное линейное преобразова-

ние, переводящее в себя абсолют (1).  

Поскольку между одночленными груп-

пами движений в пространстве 3  и специ-

альными линейными комплексами в про-

странстве P3 существует взаимно однозначное 

соответствие, то движение в пространстве ,3  

как и в пространстве L3, можно задавать би-

вектором пространства 
1

4R  [6]. 

Винт в пространстве L3 определяется 

непростым бивектором 
ijijij uuU   , ко-

торый явно задается плюккеровыми коорди-

натами ,iju iju внешней и внутренней оси 

винта, соответственно. Здесь λ, μ − действи-

тельные постоянные множители. 

Рассмотрим свободный от связей абсо-

лютно твердый прямолинейный стержень ко-

нечной длины, толщиной которого пренебрега-

ем по сравнению с его длиной, движущийся в 

гиперболическом пространстве L3. Пусть 

)...( 0

4

0

1

0 eeR − опорный координатный тетра-

эдр, автополярный относительно абсолюта (1), 

неизменно связанный с инерциальным конфи-

гурационным пространством L3. Этот непо-

движный тетраэдр задается точками 

)4,...,1(0 je j  данного пространства. С твер-

дым стержнем неизменно свяжем подвижный 

координатный тетраэдр )...( 41 eeR  (тетраэдр 

инерции стержня), заданный точками je ( j = 1, 

… , 4), также автополярный относительно абсо-

люта (1). При этом тетраэдр R выбирается так, 

чтобы его вершина − точка e4 cтержня − была 

собственной, совпадала с центром инерции 

стержня, и чтобы пространственные ориента-

ции этих тетраэдров совпадали [5]. 

Положение тетраэдра R и его точек от-

носительно R0 задается параметрами положе-

ния и ориентации по схеме, принятой в работе 

[7]. Положение точки e4 задается двумя ли-

нейными и одним угловым параметрами, а 

ориентация тетраэдра R относительно R0 

определяется заданными углами Эйлера. Та-

ким образом, взаимное положение данных 

тетраэдров устанавливается упорядоченным 

набором шести заданных характерных пара-

метров. 

Выберем положение тетраэдра R так, 

чтобы его ось e4 e3 (далее кратко − ось 4–3) 

совпала со стержнем. Тогда моменты инерции 

вращения стержня вокруг осей 4–1 и 4–2 бу-

дут равны между собой. 
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Мгновенное состояние стержня в про-

странстве L3 задается винтом мгновенной 

скорости ),( 444 jjj vV   (кинематическим 

винтом) и винтом мгновенного кинетического 

момента (винтом импульса или кинетическим 

винтом) )3,2,1(),( 4

4

4

4

4  jAvBG j

j

j

j

j   

стержня. Здесь ),( 4

4

j

j Bv  − компоненты ско-

рости сдвига и моменты инерции сдвига 

стержня относительно его главных осей инер-

ции, соответственно; )3,2,1(),( 4

4 jAj

j  

− компоненты скорости вращения и моменты 

инерции вращения стержня относительно тех 

же осей, соответственно. Определения момен-

тов инерции твердых тел в пространстве L3 

как понятия приведены в работе [4].  

Для моментов инерции сдвига и враще-

ния твердого тела имеют место тождествен-

ные соотношения связи [4] 

,)3,2,1(2

44  jMkAB jj  

к которым следует присоединить тождествен-

ные союзные им соотношения связи анало-

гичного типа [12]: 

.)3,2,1(2

3414 MkAB   

В приведенных равенствах и всюду да-

лее обозначено: символ (1, 2, 3) означает цик-

лическую перестановку величин с данными 

числовыми индексами, применяемую для по-

лучения по приведенным соотношениям-

представителям всех остальных равенств этой 

группы; k − величина радиуса кривизны про-

странства L3; M − величина массы тела. 

2. Уравнения движения  

и первые интегралы 

Система уравнений движения твердого 

тела, происходящего под воздействием сило-

вого винта внешних сил 
ijL  в пространстве 

L3, имеет вид [10, 12]: 

23234243424

2434

14

14

14234242434

2434

14

14

)()(

,)()(

LkvvBBA

LkvvBAvB













(1, 2, 3).                             (2) 

В системе уравнений (2) каждая из двух 

групп уравнений задана приведенным здесь 

уравнением-представителем.  

Остальные уравнения каждой из этих 

групп могут быть получены из данных путем 

циклической перестановки индексов 1, 2, 3 в 

указанных величинах. 

В дальнейшем предполагается, что дви-

жение твердого стержня происходит под воз-

действием сил с гироскопической структурой 

(по Томсону и Тэту [13; 14, с. 175]). Тогда 

компоненты силового винта 
ijL для системы 

уравнений (2) относительно автополярного 

тетраэдра R задаются в виде [10] 

,14224123431

34242434142

mk

vvLk








     (3) 

14224343424

24123431232

nk

vvLk








     (4) 

(1, 2, 3). 

В равенствах (3), (4) числа 
rsrsrs nm ,,  

(r = 1, 2, 3;  s = 1, … , 4;  r ≠ s) − заданные по-

стоянные коэффициенты и характерные пара-

метры винта внешних сил, соответственно. 

Поскольку мощность силового винта, 

заданного выражениями (3), (4), при всех зна-

чениях 0 rsrs nm  тождественно равна ну-

лю, то силы, определяемые этим винтом при 

данных условиях, являются гироскопически-

ми, а параметры 
rs  − заданными гироскопи-

ческими коэффициентами, обусловливающи-

ми гироскопический эффект. 

Совокупность равенств (2)−(4) опреде-

ляет систему уравнений движения твердого 

тела в пространстве L3 и представима в виде 

,

)()(

1423431241224343424

34242434

2434

14

14

mkvv

vvBAvB








 

.)3,2,1(

)()(

232

3424243434312412

34243424

2434

14

14

nk

vv

vvBBA











   (5) 

Эта система эволюционного типа явля-

ется многопараметрической и аналитически 

замкнутой относительно компонент скоростей  

)3,2,1(, 44 iv ii   при значениях заданных 

параметров (mrs, nrs) = const. Данная система 

уравнений может быть интерпретирована как 

динамическая система гиростата, относящаяся 

к пространству L3, c соответствующими гиро-

статическими параметрами [8, 9]. 

Для системы уравнений (5) в режиме 

движения стержня по инерции, при котором 

,)3,2,1(044  jnm jj
         (6) 
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существуют первые основные алгебраические 

интегралы [8−10, 12]: 

,,, 2

32211 hFhFhF          (7) 

где квадратичные формы 

 
)321(

21414

14

21234

341 ,])()[(  AvBF (8) 

 
)321(

3434

34

1234

342 ,)()(  AvBF    (9) 

 
)321(

214

14

234

343 ,])()([ AvBF        (10) 

h1, h2, h − постоянные интегрирования. Усло-

вия (6) определяют движение твердого стерж-

ня по инерции с заданными силовыми коэф-

фициентами 
ij  [8]. 

В равенствах (8)−(10) символ (123), 

находящийся под знаком суммы, обозначает 

операцию суммирования по величинам, полу-

чаемым путем циклической перестановки 

данных числовых индексов.  

Вопрос о существовании первых инте-

гралов (7) системы уравнений (5) при ограни-

чениях (6) и их интерпретация рассмотрен в 

работах [10, 12], в которых приведены доста-

точные условия существования при опреде-

ленных условиях первого квадратичного ин-

теграла динамической системы (5) в виде 





3

1

224

4 ,)(
j

j

j Hva                 (11) 

где H − постоянная интегрирования, а коэф-

фициенты квадратичной формы равны 

.)3,2,1()( 1

34241414

 ABBa  

Интеграл (11) является дополнительным 

по Е.Т. Уиттекеру [15; 16, c. 84] интегралом к 

основным интегралам (8)−(10) динамической 

системы (5). Важность первого интеграла (11) 

здесь состоит в том, что по теореме Якоби об 

интегралах для сведения процедуры интегри-

рования динамической системы к квадрату-

рам достаточно получить независимый пер-

вый интеграл, дополнительный к основным 

интегралам (7)−(10). 

В дальнейшем представим стержень в 

виде двух материальных точек, соединенных 

прямолинейным отрезком длины 2 r, не име-

ющим массы; при этом масса каждой из кон-

цевых точек стержня равна 2/M  [4]. Эта 

схема соответствует гантелеобразной модели 

механического объекта, применяемой, в част-

ности, в динамике космических тел. 

Приведем формулы для моментов инер-

ции стержня, а также соотношения связи 

между ними, имея в виду определение момен-

тов инерции твердых тел в пространстве L3, 

данное А.П. Широковым [4]. 

В силу выбора положения тетраэдра R 

по отношению к стержню моменты инерции 

вращения стержня относительно осей тетра-

эдра 4-1 и 4-2 равны 

,)(sh 122

2414 rkMkAAA       (12) 

а момент инерции вращения относительно оси 

4-3 есть 034 A . Вследствие этого собствен-

ное вращение стержня не влияет на динамику 

его движения [5]. 

Моменты инерции сдвига относительно 

главных осей инерции 4-1, 4-2 есть 

,)(ch 122

2414 rkMkBBB      (13) 

а момент инерции сдвига относительно глав-

ной оси инерции 4-3 равен .2

34 MkB   Здесь 

и всюду далее принято r ≠ 0. 

Согласно данным зависимостям для мо-

ментов инерции стержня имеет место тожде-

ственное соотношение связи [5] 

.2

34 MkBAB                 (14) 

3. Винтовое движение стержня 

Определение. Движение твердого тела 

в пространстве L3 называется винтовым, если 

компоненты винта мгновенного движения те-

ла, удовлетворяющие системе уравнений (5), 

связаны ограничениями 

.)3,2,1(014343414   vv          (15) 

Система соотношений (15) содержит 

только два независимых равенства; третье яв-

ляется их непосредственным следствием. 

Соотношения (15) при 0ij  могут 

быть представлены в параметрической форме 

,
34

34

24

24

14

14

p
vvv




 

где p − параметр винта. 

Далее ставятся следующие две задачи. 

Задача 1. Найти гладкое решение си-

стемы дифференциальных уравнений (5) вида 

;3,2,1()(,)( 44 ittv ji   j = 1, 2), определен-

ное в односвязной области пространства пе-

ременных ,)( 4ivV  ,)( 4jΩ  удовлетворяю-
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щее условиям )}0(,)0({ 44 jiv   = },{ 4

0

4

0

jiv   и 

соотношениям (15) для значений времени 

.),0[ Tt  

Обозначим 

,)2,1(

,

,)(,,

342

3

42

1

34

11





 

r

mkcnmkbn

BcBbAa

r

r  

и для дальнейшего положим 

.0312312                    (16) 

Условия (16) определяют отсутствие ги-

росилового эффекта относительно осей коор-

динат 1-2, 2-3, 3-1 подвижного (связанного со 

стержнем) координатного тетраэдра R. 

Представим систему уравнений движе-

ния (5) с учетом равенств (12)−(14) и условия 

034 A . В результате получаем  

,)( 1

342424342434342414 nvvvvbv  

,)( 2

143434143414143424 nvvvvbv  

3

24141424

1424241434

)()(

)(

nvvBAc

vvcv








         (17) 

.12224141424 nk   

Система (17), полученная из уравнений 

(5), содержит лишь уравнения, необходимые 

для дальнейшего. 

Введем дополнительные структурно-ди-

намические условия, положив 

.0,0 34241412  n             (18) 

 Согласно условиям винтового движе-

ния (15), в котором все величины 
ijijv ,  

должны удовлетворять уравнениям (17) и 

ограничениям (18), данная система принимает 

окончательный вид: 

,)(

,)(

,)(

3

1424241434

2

3414143424

1

2434342414

nvvcv

nvvbv

nvvbv



















       (19) 

.024141424                   (20) 

Из соотношения (20) в силу условий 

(15) следует зависимость 

,024141424  vv                  (20 ⃰ ) 

согласно которой третье уравнение системы 

(19) принимает вид 

.3

34 nv   

Тогда получаем 

,)()( 3

34

0

34 ttnvtv            (21) 

где .)0(3434

0 vv  Аналогично предыдущему 

далее обозначается .)0(0

ijij vv   

При известной зависимости (21) первые 

два уравнения системы (19) имеют вид 

,)(

,)(

2

143424

1

243414

tFvbv

tFvbv












              (22) 

где правые части уравнений представлены 

выражениями 

.)()(

,)()(

14

22

24

11

tbntF

tbntF








 

Из уравнений (22) путем взаимного ис-

ключения величин 
2414, vv получаем систему 

,)(

,)(

2

24224

1

14214

tvv

tvv








             (23) 

где обозначено 

,)(,)( 122211 FFtFFt    

причем .034 b  

Для дальнейшего примем условия (6) 

движения стержня по инерции; тогда, соглас-

но соотношению (21), при n3 = 0 имеем 

),(),(),( 142434

0

0

2

0

121  vbFFFF  

и уравнения (23) примут вид 

.

,

0

1

24224

0

2

14214

Fvv

Fvv








              (24) 

Обозначим 

,,

,,

24

0

1

4

14

0

1

3

0

1

124

02

0

2

114

01

vbvb

FvbFvb

 






 

.sincos)(

,sincos)(

42

24

31

14

tbtbtV

tbtbtV




 

Решения уравнений (24) в данных обо-

значениях примут вид 

.)()(

,)()(

0

1

12424

0

2

11414

FtVtv

FtVtv








            (25) 

При этом, согласно условию (20  ⃰) 

.0

,0

0

1

140

2

24

4

14

3

24

2

14

1

24





FF

bbbb




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Найдем определяющие соотношения 

для величин .)(,)( 2414 tt   

Обозначим 

,])([

,])([

234

34

22

32

3434

34

24241414

21

vBWBhaQ

vBvvBhbaQ



 

,)()(),( 22421424142 vvvvW           (26) 

,),()(),( 24142242414 vvvvvD   

.),( 2

1

2

2

2414 QWQvv   

Интегралы (7), (9), (10) для системы 

уравнений (5), имеющие место при ограниче-

ниях (6), рассматриваемые при условиях (16) 

и обозначениях (26), представляются в виде 

.)()(

,

2

224214

1

24241414

Q

Qvv








              (27) 

Исключая из системы уравнений (27) 

величину ,24  в результате получаем двух-

значное выражение 

,)( 22414

1

14  WvvQ            (28) 

где величины 
2414, vv  определяются равен-

ствами (25).  

В силу равенств (28) действительные 

значения величины 
14 существуют лишь при 

выполнении определяющего дискриминант-

ного условия 

.02

1

2

2 QWQ                     (29) 

При этом в случае равенства в этом условии 

значение данной величины является опреде-

ленным и единственным; в ином случае имеет 

место пара ее действительных значений. 

Согласно соотношению связи (20) из 

зависимости (28) при условии (29) непосред-

ственно следует 

.)()( 22414

1

2411424   WvvQ   (30) 

В силу равенств (28), (30) при строгом 

условии (29) имеют место бинарные пред-

ставления выражений для компонент скоро-

сти винта вращения стержня, что отражает 

характерное свойство его винтового движения 

в пространстве .3L  

Таким образом, искомые зависимости 

вида )(14 t , )(24 t  согласно найденным из 

равенств (25) функций )(,)( 2414 tvtv при 

условии (29) полностью определены. 

4. Кинематические характеристики 

движения стержня 

Задача 2. Найти гладкие аналитические 

зависимости параметров положения и ориен-

тации стержня, удовлетворяющие соотноше-

ниям (15), от компонент кинематического и 

кинетического винтов для значений .Tt  

Рассмотрим соотношения, связывающие 

компоненты кинематического и кинетическо-

го винтов с параметрами, определяющими 

взаимное положение и ориентацию коорди-

натных тетраэдров R0, R и с их производными 

по времени. Под кинематическими и кинети-

ческими уравнениями стержня подразумева-

ются уравнения, содержащие компоненты ки-

нематического и кинетического винтов, соот-

ветственно, и связывающие эти компоненты с 

параметрами положения и ориентации стерж-

ня. В развернутом виде они приведены в ра-

боте [5] и в другой форме − в статье [11]. 

Положение точки e4 задается парамет-

рами x, y, α. Здесь x − расстояние между точ-

кой 
0

4e  и точкой пересечения заданной плос-

кости ( )4

0

2

0

1 eee  с осью );( 0

3

0

4 ee  y − расстояние 

от данной точки пересечения до точки e4; α − 

угол между пересекающимися плоскостями 

)( 0

4

0

3

0

1 eee и .)( 4

0

3

0

1 eee  Тогда ориентация тетра-

эдра R относительно R0 задается классически-

ми углами Эйлера .,,   Таким образом, 

упомянутое взаимное расположение тетраэд-

ров R, R0 определяется упорядоченным набо-

ром позиционных параметров (x, y, α; θ, ψ, φ). 

Обозначим 

ykYxkX 11 ,    

и введем функции ),,( r  (r = 1, … , 4): 

,coscoscossinsin

,sincoscoscossin

2

1








 

,sincossincoscos

,coscossinsincos

4

3








 

а также функции углов Эйлера: 

,)sin,(cossin),( 21 ff  

.chcos

,)sin,(cossin),(

,ch),(),(

3

21

2143

Yg

gg

Yggff










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Для компонент кинетического винта 

стержня относительно тетраэдра инерции R 

имеют место соотношения [11]: 

,sh5

4 YfvB jj

j       (31) 

,sh13

34

34 YfgvB                 (32) 

,)2,1(

sh5

44



 

j

YfA jj

jj 
  (33) 

.sh0 14 Yfg                (34) 

Зависимости (31)−(34) имеют место в 

результате отображения векторных компо-

нент кинетического винта стержня в гипербо-

лическом пространстве на комплексные век-

торы комплексного евклидова пространства. 

Здесь λ, μ − постоянные коэффициенты, за-

данные в выражении непростого бивектора, 

упомянутые выше. При этом должны быть уч-

тены ограничения (16). 

Компоненты кинематического винта 

стержня определяются равенствами [5]: 

,)2,1()1(

shch

5

3

4









jY

YYgXv

j

j

jj

j



 
    (35) 

,sh 213

34 fYYfgXv              (36) 

,)(

chsh

3

3

4

















j

jj

j

g

YgYX
        (37) 

где  cos)(   при j = 1,  sin)(   

при j = 2; 

.cossh0 31    gYfX         (38) 

Равенства (35)−(38) имеют место в силу 

соотношений аналитического перехода от 

тетраэдра R0 к тетраэдру R в результате при-

менения переходных преобразований [5]. 

Выразим функции углов Эйлера через 

компоненты кинематического винта стержня. 

Рассмотрим равенства (35)−(36) как систему 

линейных неоднородных алгебраических 

уравнений относительно величин 
4jv  с опре-

делителем  :),,;( y  

.0)(

ch])(

)[()(sh

44231

22233

14312

1







g

Ygfg

ggfY

        (39) 

Условие (39) обусловливает однознач-

ное определение зависимостей величин 
4jv  

от углов Эйлера. Однако непосредственное 

определение этих зависимостей отсюда связа-

но с громоздкими результирующими выраже-

ниями. Поэтому для нахождения искомых 

функций воспользуемся следующим приемом, 

примененным в работе [5]. 

Из уравнений (35), (36) следует: 

,)(cosch 3424

1

14

2 vvgvgYX     (40) 

.sh 34

1

24

2

14

1 vfvvY        (41) 

В равенствах (40), (41) выразим величи-

ны 
2414, vv , учитывая принятое ранее условие 

.03 n  Применяя условия (15), (20) и состав-

ляя линейные по λ, μ комбинации уравнений 

системы (31)−(34), в результате преобразова-

ний получаем 

,])(sh1[

,])(ch1[

12

12









YKb

YKbX








          (42) 

где обозначено 

.,)()( 222234

0

2   vABAK  

Согласно равенствам (42) в частном 

случае, при котором ,034

0 v имеем 

,)(

,)(

0

0

tbt

tbXtX








 

где нулевой индекс относится к значениям 

величин при t = 0. 

Аналогичным образом из данных соот-

ношений получаем 

,)(

sin

cos
chsin

24

14

24

14

2







































v

v
pF

Y

         (43) 

где обозначено 

.)( 1  BpApF  
 

Из уравнений (32), (34) следует 

,shcossin 2  kY           (44) 

где .34

034 vBk    

Тогда в силу предыдущих соотношений 

и равенства (44) получаем 

.)ch(cos 12  Yk              (45) 

,cth)(cos 1 YPk             (46)  

где обозначено 

.)()ch()( 222 kYYP    
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При этом равенство (46) имеет место, если 

только выполняется условие .ch2 kY     

Из равенств (43) имеем 

.])([cos 11414  PvpF          (47) 

Согласно равенствам (45)−(47) функции 

углов Эйлера  ,,  выражаются через ве-

личину Y (t). Для ее нахождения введем тож-

дество 

,ch 2

4

2

4

2

3

2 gffY   

из которого в силу соотношений (43), (45) по-

лучаем 

.)(])([)ch( 2214
2

1

422 kvpFY
j

j   


(48) 

Здесь величины )(,)( 2414 tvtv  определятся 

равенствами (25). 

Из соотношений (42)−(48) следует, что 

нахождение зависимостей вида )(,)( ttX   

сводится к квадратурам. 

Итак, параметры, устанавливающие по-

ложение и ориентацию стержня в простран-

стве конфигураций, определяются как явные 

однозначные функции времени. 
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