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Аннотация. Исследуется движение механической системы с переменным составом массы и изме-

няемой геометрической конфигурацией, непрерывно изменяющимися во времени согласно заданной 

детерминированной программе. Свободная механическая система движется относительно центра 

масс под воздействием реактивных, вариационных, кориолисовых и линейных диссипативных сил 

так, что ее центр масс не перемещается относительно неизменяемой основы системы (тела-носителя). 

Движение частиц изменяемой части системы (присоединенных масс − рабочего тела) относительно 

носителя совершается непрерывно во времени и имеет безударный характер, определяющийся задан-

ной управляющей программой. Рассматривается задача о нахождении необходимых условий суще-

ствования системы, при которых одна из компонент абсолютной угловой скорости неизменяемой ча-

сти системы постоянна (квазиперманентное движение). Эти условия интерпретируются как управля-

ющие связи, наложенные на механическую систему, реализующие квазиперманентное движение. 

Данная задача решается с применением метода интегрального многообразия системы уравнений дви-

жения исследуемого объекта. 
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Abstract. The motion of a mechanical system with a variable mass composition and variable geometric 

configuration is studied, continuously changing in time according to a given deterministic program. A free 

mechanical system moves relative to the center of mass under the influence of reactive, variational, coriolis 

and linear dissipative forces so that its center of mass does not move relative to the unchanging basis of the 

system (the carrier body). The motion of the particles of the changeable part of the system (attached masses – 

the working body) relative to the carrier is continuous in time and has a shock-free character determined by a 

given control program. We consider the problem of finding the necessary conditions for the existence of the 

system under which one of the components of the absolute angular velocity of the unchanging part of the sys-

tem is constant (quasipermanent motion). These conditions are interpreted as control relations imposed on the 
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mechanical system, realizing quasipermanent motion. This problem is solved using the integral manifold 

method of the system of equations of motion of the object under study. 
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1. Основные предпосылки  

Объектом исследования является меха-

ническая система, структурная модель кото-

рой предполагает непрерывное изменение во 

времени состава массы и ее геометрической 

конфигурации [1], задаваемое априорно по-

строенной для Tt  ),0[  управляющей 

программой. Эта программа определяет сово-

купность структурно-динамических парамет-

ров механической системы (в том числе и 

управляющих параметров) так, что система ее 

динамических уравнений является аналитиче-

ски замкнутой относительно основных пере-

менных − компонент вектора угловой скоро-

сти. При этом возможные ограничения, нала-

гаемые на управляющие параметры системы, 

интерпретируются как управляющие связи, 

устанавливающие определенный режим со-

стояния данной системы. Такого рода объек-

ты, идентифицированные с описанной струк-

турной моделью, названы сложными механи-

ческими системами (СМС). 

Таким образом, механическая система с 

переменным составом массы, а также система 

с изменяемой геометрической конфигурацией 

являются частными видами СМС. 

2. Предварительные положения 

Введем правые координатные ортобази-

сы 21,  с общим началом в точке С, совпа-

дающей с центром масс СМС: базис 1 , неиз-

менно связанный с носителем системы (струк-

турно неизменяемым абсолютно твердым те-

лом), и базис 2   321 xxxС , оси jxC  которо-

го для каждого Tt  направлены по главным 

в полюсе С осям тензора инерции СМС с мат-

рицей .)](),(,)([)( 321 tAtAtAdiagt J   
В силу непрерывного по Tt  измене-

ния конфигурации и состава массы СМС ба-

зис 2  в общем случае вращается относитель-

но базиса 1  с угловой скоростью )( r
j

r ω , 

зависимость которой от времени t , величин 

)(tA j  и компонент  3,2,1)(v jtr
j  относи-

тельной скорости частиц рабочего тела )(tr
v  

известна и приведена в работе [2]. 
Таким образом, непрерывные зависимо-

сти вида vr (t), ωr (t), J (t), отнесенные к базису 

Γ2, считаются программно заданными и, сле-

довательно, известными в любой момент вре-

мени. При этом предполагается, что центр 

масс С СМС для Tt не перемещается отно-

сительно базиса 1  в силу выполнения доста-

точных условий его стабилизации.  
В дальнейшем рассматривается движе-

ние относительно центра масс свободной от 

связей СМС под воздействием внешних сил. 

Это воздействие определяется результирую-

щими моментами относительно полюса С 

следующих сил [1]: 

− реактивных ,)( r
j

r LL  обусловленных пе-

реносом рабочего тела за границы области D; 

− вариационных ,)( v
j

v LL возникающих при 

переменной скорости этого переноса vr (t); 

− кориолисовых сил инерции )( K
j

K LL ; 

− линейных диссипативных сил с резуль-

тирующим моментом 

,)(),( ωΛωL ttD                   (1) 

где обозначено: ω − абсолютная угловая ско-

рость носителя СМС, 

,)](,)(,)([diag)( 321 tttt Λ  

)(tj  − заданные нестационарные диссипатив-

ные коэффициенты; 

,)(

,)(

333231

232221

131211



























aaa

aaa

aaa

t

tK

A

ωAL

      (2) 

где элементы матрицы A есть [3] 

,)3,2,1()vv(2)( 332211 dVxxta rr

D

       (3) 
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.);3,2,1,(v2)( jijiVdxta r
ij

D

ij    

В равенствах (3) D − ограниченная одно-

связная область, занимаемая рабочим телом 

СМС; ),( rt − локальная плотность рабочего 

тела (функция класса C0); )( jxr − радиус-вектор 

текущей точки области D. Символ (1, 2, 3) здесь 

и всюду далее обозначает циклическую пере-

становку величин с индексами 1, 2, 3, каждый 

из которых относится к проекции вектора на 

соответствующую ось координат базиса .2  

В дальнейшем предполагается, что на 

СМС не воздействуют другие внешние силы 

(через контактное воздействие или путем влия-

ния силовых полей), помимо указанных выше.  
Динамические уравнения, определяющие 

состояние СМС при условиях, содержащихся в 

принятых предпосылках, в проекциях на оси 

координат базиса 2  имеют вид [4] 

.)3,2,1(

)()( 3223233211

DKvr

rr

LLLL

AAA



 
  (4) 

В силу соотношений (1)−(4) уравнения 

движения свободной СМС в проекциях на оси 

базиса Γ2  имеют вид [3]  

   ,3,2,1113211 Fa 


ωb        (5) 

где  Tnin bb  (n – фиксировано, 3,2,1i ). В 

уравнениях (5) обозначено [3]: 

,)()( 23
1

11 AAAta    

,)()( 111
1

111   aAtb  

,)()( 12
1

1312 aAtb r                (6) 

,)( 13
1

1213 aAtb r    

.)3,2,1()()( 11
1

11
vr LLAtF            

В равенствах (6) обозначено: )(tA j – 

главные центральные осевые моменты инер-

ции СМС (собственные значения оператора 

инерции); )(tj – диссипативные параметры си-

стемы. При этом циклической перестановке 

индексов в величинах ai, ijb , определяемых 

равенствами (6), подлежат значения всех ин-

дексов i , j. В определяющих соотношениях 

(4), (5) величины  3,2,1,,,, jiFbaa jijijj  

полагаются программно заданными для Tt  

явными функциями t, обладающими необхо-

димой степенью аналитической гладкости. В 

силу этого основная ДС (5) аналитически зам- 

кнута по величинам j . 

Система уравнений (5) определяет дина-

мику СМС с реактивным приводом относитель-

но центра масс в режиме авторегулирования, со-

ответствующую модельной схеме Р. Граммеля 

для неизменяемого твердого тела постоянного 

состава массы [5]. В соответствии с принятыми 

предпосылками эта система уравнений соответ-

ствует эволюционной детерминированной дина-

мической модели данного объекта [3]. 

3. Постановка задачи 

Из множества возможных движений 

СМС, определяемых системой уравнений (5), 

выделим класс движений механической си-

стемы, для которого при Tt существует 

первый интеграл вида 

.const)(3 pt                    (7) 

Предполагая, что выделенное подмно-

жество значений заведомо не является пу-

стым, определим аналитические условия, при 

которых интеграл (7) существует. Эти усло-

вия будут являться необходимыми условиями 

его существования и будут выражаться огра-

ничениями, наложенными на структурно-ди-

намические параметры данной СМС. Данные 

ограничения будут являться управляющими 

связями [6], если они будут содержать пара-

метры, управляющие текущим состоянием 

механической системы (управляющими пара-

метрами). Указанные связи будут определять 

характер относительного (по отношению к ба-

зису )2 движения рабочего тела системы при 

заданных управлениях )(tFj (j = 1, 2, 3). 

По классификации П.В. Харламова [7] 

динамическая система, для которой имеет место 

интеграл вида (7), является системой с одним 

линейным интегралом. Вместе с тем, этот инте-

грал, если он существует, можно интерпретиро-

вать как дополнительный по Е. Уиттекеру [8] 

первый интеграл динамической cистемы (5). 
При данных предпосылках следует ожи-

дать, что для системы (5) первый интеграл ви-

да (7) может существовать на некоторых про-

граммных управляющих связях или, по край-

ней мере, для отдельных значений начальных 

условий [9]. Аналогичная задача для случая 

движения СМС в пассивном режиме внешне-

го управления рассмотрена в работе [10] и в 

простейшем случае − при определенном дви-

жении, происходящем под воздействием си-

стемы реактивных сил и специальном задан-

ном относительном движении рабочего тела 

СМС − в монографии [11, c. 272]. 
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4. Необходимые условия 

Получим требуемые условия, полагая, 

что для Tt  выполняется 03 a  ).( 21 AA   

Если интеграл (7) существует, то [12] 

,)(0)()( 33 Tttt    

откуда в силу третьего уравнения системы (5) 

следует 





3

1

333213 ,)(
j

jj pFba       (8) 




 
3

1

333213 ([
j

jjj aba    

.)0(]) 033   Fb jj
             (9) 

Обозначим 










3

1

3

1

3

,tr

,tr)(

j

jjb

aatk

B

B

                 (10) 

и введем ненулевые антисимметрические век-

торы .),,(,),,( 33231333332313 bbbbbb bb   

Пусть  

,)()(

,)2,1(

)()(

,)()(

33333

233221313311311

330







bb

Fb

btm

Fabbbbbbtm

Ftm







 

.)2,1()( 2333221 babatk   

Из равенства (9) в силу уравнений (5) и 

соотношений (10) следует  

,0

)(

032211

2

22

2

11213





mpmDD

CCka




        (11) 

где обозначено 

.)2,1(, 1112121 pkmDbpaС   

Выделим класс движений СМС, при ко-

тором для Tt  выполняется условие 

.03213  ba                       (12) 

Исключая из соотношения (11) величи-

ну 2  в силу равенства (8) и условия (12), в 

результате получаем   





4

0

114 ,0)()(
k

k

k tQ               (13) 

где обозначено: 

 
 


3

0

2

0

1100 ,)(,)(
s s

s

s

s

s pctpct   

,)( 02122 cpct   

,)4,3()( 01  scpct sss  

,)( 2

333130 baatc   

,])2([)( 33322313312320 bbkFabbatc   

,)2()( 333231121 bakbatc     

,)(

)2()(

32323332

333123322

2

33110

bbmbm

FbbabkFaatc




 

,)( 2

3203322

2

312300 bmFbmFbatc   

,)2(

)2()(

33323112

320332131201

Fabkbb

bmabmbmtс




 

,])(

)2()[()(

303333231

3213221312311202

amakFabb

bmbbbmbbtc




 

,)2()( 2

3131322103 ambkbbtc   

,)( 21

3

304 batc   

,)2()

2()2()(

33311232321312

3333331123211

Fabakbbkbk

mababbbktc




 

,])

()2[()(

3333113

3332132212

aambb

bkbkbatc




 

,)2()( 2

3132213 akbatc   

.)( 3

3214 aatc   

Равенство (13) представляет собой по-

лином, вид которого соответствует виду 

определяющего полинома, содержащегося в 

аналогичной модельной задаче [13]. Это ра-

венство является тождеством по переменной 

ω1, в силу чего полагаем 

.)4,...,0(0)(  rtr              (14) 

Условия (14) приводят к следующим 

структурным ограничениям: 

,0212  bpa                      (15) 

,3)( 313221312123 bbbbptFa    (16) 




t

dfFtF
0

1

1

0

33 ,])()([)(     (17) 

,)()( 2132313 tftFbba                   (18) 

.0)()()( 33332  pQFPtb        (19) 

В равенствах (16)−(19) обозначено: 

,)(,2)( 3311232211 bbktbakt    
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n

n
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,)( 32313330 bbpbatc   
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,)()( 33322331232 bbkbbatc   

,)()( 2

33313 baatc   

,)()( 31123332

1

331 bbbbbt    

.)( 3322322331132 bbbbbbt   

Величины ,)(,)( 21 tftf  содержащиеся в 

равенствах (17), (18), в силу выражения (16) 

определяются соотношениями 

,])3[()( 3213212

1

3

1

31 bmpbcaatf     

,

)(

635

34232

2
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gFg

FgFgpgpgtf






   (20) 

где зависимости 32 , FF  выражаются равен-

ствами (16), (17). В соотношениях (20) обо-

значено: 
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Равенство (15) является управляющей 

связью и при 31 AA   может быть соотноше-

нием, определяющим величину p при осталь-

ных заданных параметрах, содержащихся в 

этом равенстве. Величину параметра p можно 

также выразить через известные структурные 

параметры СМС из равенства (16), если ϭ1 ≠ 0. 
Соотношения (16)−(18) определяют вы-

ражения для активных управлений jF  (j = 1, 

2, 3), соответственно, которые имеют место в 

случае, при котором для системы (5) суще-

ствует первый интеграл (7). Здесь управления 

F2, F3 определяются при ,21 AA   а F1 − при 

структурно-кинематическом условии  

.0)()()( 3123321321  aAaAAA rr   

Равенство (19) является программным 

кинетическим условием, налагающем в силу 

соотношений связи (15)−(18) ограничение на 

характер относительного движения рабочего 

тела СМС, происходящего в области D. 
Таким образом, в данной задаче на из-

начально заданное число независимых пара-

метров системы (5) из программного множе-

ства ,)(tFi  )3,2,1,()(,)(,)( jitattA ijii   

наложено меньшее или равное число ограни-

чений. Следовательно, остальные параметры 

этой системы являются свободными от свя-

зей. Это обстоятельство открывает дополни-

тельные возможности для программного уп-

равления состоянием данной СМС. 
Ограничения (15)−(19) составляют ис-

комое необходимое условие существования 

первого интеграла (7) системы уравнений (5). 

5. Отдельные случаи 
квазиперманентного движения 

Рассмотрим частные виды квазиперма-

нентных движений, возможных при опреде-

ленных ограничениях, наложенных на струк-

турно-динамические параметры СМС. 

Случай 1 

В отличие от общего случая положим   

)()()( 21 TttAtA                  (21) 

и, кроме того, пусть .032 b  Последнее усло-

вие эквивалентно следующему: 

.)()()( 32

1

31 TttaAtr             (22) 

Условие (21) определяет кинетическую 

симметрию СМС относительно оси 3Ox  бази-

са ,2  совпадающей с главной центральной 
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осью инерции системы, а ограничение (22) 

устанавливает определенный характер отно-

сительного движения рабочего тела системы; 

при этом в силу равенства (21) выполняется 

условие 0)(3 tr  [2]. 

Принимая 0)(3 ta  в силу ограничения 

(21), из соотношений (8), (11) получаем  

,0)()( 211  pp                 (23) 

где обозначено: 

,)(

,)()(

2
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XpZpbkp

Ypbkbkp


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


 

.32332323 FkbmbmZ   

Поскольку равенство (23) является тож-

деством по переменной ω1, то должны выпол-

няться условия 

.0)(,0)( 21  pp            (24) 

Исключая из системы равенств (24) па-

раметр p, в результате получаем необходимое 

условие существования квазиперманентного 

движения СМС, обладающей осевой кинети-

ческой симметрией вида (21). При этом доста-

точное условие существования действитель-

ных значений параметра p определяется дис-

криминантным условием 

,0332

2  XbkZ                     (25) 

выполняющемся при .033311 bba  

В случае равенства в соотношении (25) 

значение параметра p является единственным; 

в остальных случаях для этого параметра су-

ществует пара различных значений. 

Случай 2 

Пусть выполняется условие (21) и кине-

тические ограничения: 

.)(0)(,0

,0,0

3333

32133123

TttFa

aAaA rr








       (26) 

В силу третьего уравнения динамиче-

ской системы (5) получаем 0)(3 tb j  ( j = 1, 

2, 3), 03  , что при F3 ≡ 0 и определяет су-

ществование первого интеграла (7). 
Таким образом, ограничения (21), (26) 

выражают достаточное условие существова-

ния данного интеграла для динамической си-

стемы (5) в случае осесимметричности СМС.  

В частности, если в условиях (26) для 

Tt положить 

,0)(,0)()(  ttt rr
Λωv  

то получаем случай, приведенной в работе [1].  

Случай 3 

Если усилить структурно-кинетические 

ограничения (21), (26), присоединив к ним 

дополнительные условия для Tt : 

,0)()()(

,0)()()(

22321

11312





tFtbtb

tFtbtb
     

то вид динамической системы (5) будет иден-

тичен виду соответствующей системы, по-

строенной в задаче о реактивном демпфиро-

вании [11, c. 272], имеющей прикладное зна-

чение. В этом случае для системы уравнений 

(5) также имеет место первый интеграл (7). 
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