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Введение 

Рассматривается задача определения 

нормальных псевдорешений возмущенных си-

стем линейных уравнений (СЛАУ) с положи-

тельно полуопределенными матрицами систе-

мы. Задача возникает при численном модели-

ровании динамики систем абсолютно твердых 

тел (САТТ), на движение которых наложены 

дополнительные связи. 

Будем считать, что в САТТ все связи 

голономны, склерономны и идеальны. Введем 

обозначения:    1
,...,q q

Т

m
t q q   – матрица-

столбец обобщенных координат, 
d

dt


q
q , t – 

время, N – число тел в системе, 

 1 6
,...,v q

N
col v v B   – матрица-столбец аб-

солютных скоростей всех тел системы,  

 
6

q
N m

B В B


   – матрица касательного ло-

кального базиса многообразия  q . Пусть на 

механическую систему наложено n дополни-

тельных связей:  

  0g q .                           (1) 

Будем считать, что их избыточное число, т.е. 

часть из них либо является линейно зависи-

мыми, либо тождественно равными 0. Такая 

ситуация возникает при образовании замкну-

тых кинематических цепей с помощью замы-

кания части вершин первичного графа меха-

нической системы со структурой дерева или, 

другими словами, наложения дополнительных 

шарниров между телами.  

В этом случае уравнения движения ме-

ханической системы можно выписать в обоб-

щенных координатах в форме уравнений Ла-

гранжа 1 рода [1–3], учитывая дополнитель-

ные связи с помощью множителей Лагранжа 

 1
,...,

n
 μ : 

 

 

* , , ,

0,

TM G t

G

  


  

q μ f q q

g q h q,q
              (2) 

где  * * TM M B MB q  – симметричная, по-

ложительно определенная инерционная мат-

рица,  1
,...,

N
M diag M M  – матрица масс и 

моментов инерции тел системы,  , ,tf f q q  

– вектор слагаемых уравнений движения, не 

зависящих от ускорений, включающий актив-

ные, потенциальные, гироскопические и пр. 

силы,  
 
Т

G G


 


g q
q

q
 – n m  матрица, ор-

тогональная к дополнительным связям (1), 

 
 

Т Т

 
   

  

g q
h h q,q q q

q q
 – вектор-столбец 

правых частей дважды продифференцирован-

ных по времени уравнений связей.  

Пусть  rank G r n   – ранг матрицы 

G  в силу избыточности связей (1). 

Уравнения (2) представляют собой си-

стему m n  дифференциально-алгебраичес-

ких уравнений (ДАЕ), линейных относитель-

но обобщенных ускорений q  и множителей 

Лагранжа μ . При этом матрицы  *M q  и 

 G q , входящие в систему, являются пере-

менными во времени. Для численного инте-

грирования подобных ДАЕ на каждом шаге 

алгоритма необходимо разрешать их относи-

тельно ускорений q .  

Для этого из (2) необходимо исключить 

множители Лагранжа. Выражая из первого 

уравнения системы (2) вектор q  и подставляя 

его во второе уравнение системы, можно по-

лучить явное уравнение для вектора μ  в виде 

А μ b ,                                 (3) 

где    
1 1

* T T TA G M G G B MB G
 

  – сим-

метричная положительно полуопределенная 

n n  матрица ранга r , совпадающего с ран-

гом матрицы G  [4],  
1

TG B MB


 b f h  – 

вектор правых частей системы уравнений (3), 

причем ранг расширенной матрицы  A b  так 

же равен r . 

Векторное уравнение (3) при указанных 

выше условиях имеет бесконечно много ре-

шений. Однако в силу исходной механиче-

ской постановки задачи, нас интересует толь-

ко нормальное псевдорешение [4] этой систе-

мы уравнений, т.е. решение минимальной 

длины, доставляющее минимум квадратичной 

функции  
2

А μ b . Это следует из того, что 

множители Лагранжа μ  однозначно опреде-

ляют реакции дополнительных связей (1), и 

любая механическая система удовлетворяет 

принципу наименьшего принуждения Гаусса 

[3], в соответствии с которым уравнения дви-
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жения (2) получаются в результате минимиза-

ции по вектору q  квадратичного функционала 

   
2

*1

2

ТM G  q f μ q h . 

Нормальное псевдорешение СЛАУ обыч-

но ищут методом сингулярного разложения мат-

рицы системы [4], что требует больших вычис-

лительных затрат по сравнению с методами 

Гаусса или Холецкого, которые могут быть при-

менены в случае положительной определенности 

матрицы системы. Таким образом, при интегри-

ровании системы уравнений (2) необходимо сна-

чала сформировать и решить систему уравнений 

(3), а затем, найденные множители Лагранжа 

подставить в первую группу уравнений (2) для 

определения вектора ускорений q . Видно, что 

решение уравнений (2) требует множества мат-

ричных операций, число которых, в общем слу-

чае, возрастает по кубическому закону с ростом 

размерности задачи. 

Заметим, что при малой величине шага 

интегрирования изменения матриц систем (2) и 

(3) малы. Это позволяет для снижения вычисли-

тельных затрат применить итерационные алго-

ритмы решения системы уравнений (3), осно-

ванные на использовании решений, полученных 

на предыдущих шагах интегрирования. 

В настоящей статье для решения этой 

задачи предлагается использовать итерацион-

ный квазиньютоновский метод, основанный 

на SR1-формуле поиска минимума квадра-

тичных функций. Особенность метода – воз-

можность находить решение СЛАУ с положи-

тельно полуопределенными матрицами си-

стемы. Ниже доказываются основные свой-

ства предлагаемого метода.  

1. Постановка задачи  

Сформулируем следующую задачу: 

требуется определить вектор  μ μ t  из 

СЛАУ (3) в момент времени 1j jt t t    с 

использованием решения в предыдущий мо-

мент времени 1jt  , где t  – малое прираще-

ние по времени. 

Введем стандартные обозначения 

СЛАУ. Для этого переобозначим вектор 

 μ μ t  через n-мерный вектор-столбец не-

известных x . Тогда задачу уточнения реше-

ния системы уравнений (3) при малых изме-

нениях коэффициентов уравнений можно пе-

реформулировать следующим образом. 

Пусть задана СЛАУ  

,A x b                                (4) 

где 
0A A F  , 

0A , F  – известные симмет-

ричные и положительно полуопределенные 

матрицы n-го порядка; 
0 0

nR  b b f  – из-

вестный вектор-столбец правых частей; ,F  

0f  – матрица и вектор-столбец возмущений; 
nRx  – вектор-столбец неизвестных;   – 

малый параметр;  0F O A , 
0 0

Of b . 

Система уравнений (4) совместна.  Кроме то-

го, будем считать, что, если матрица возму-

щений 
0F A  , то 

0 0 f b . В общем слу-

чае положим, что матрица возмущений F  

непропорциональна матрице 
0A .  

Пусть ранг матриц A , 
0A , F ,  A b  

равен r n . 

Квадрат нормы матрицы: 

 2 2

2
0

sup

T T

T

A A
A A



 
η

η η

η η
. 

В силу симметрии и положительной по-

луопределенности матрицы 
0A  все ее соб-

ственные значения являются действительны-

ми неотрицательными числами [4, 5]. Будем 

считать, что 
1

...
r

    ненулевые собствен-

ные значения матрицы 
0A . Оставшиеся n r  

собственных значений матрицы 
0A  равны 0. 

Матрица 
0A  допускает каноническое (спек-

тральное) разложение на произведение 3-х 

матриц [4, 5]: 

0

T T

n n n n n n n r r r r nA U U U U         ,         (5) 

где  1,...,n n ndiag    ,  1,...,r r rdiag     – 

диагональные матрицы собственных значе-

ний,  1 ...n n nU   u u ,  1 ...n r rU   u u  – 

ортогональные матрицы нормированных  соб-

ственных векторов матрицы 
0A , соответству-

ющие собственным значениям, 
T

n n n n n nU U E    и 
T

r n n r r rU U E   . Заметим, что 

для положительно полуопределенных матриц 

2-нормы и собственные значения связаны со-

отношением 0 1A  .  

Обозначим через r nP R  линейное 

многообразие векторов с базисом  1,..., ru u , а 

через n r nP R

   подпространство векторов с 

базисом  1,...,r nu u . rP  и n rP 


 взаимоорто-
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гональны в том смысле, что скалярное произ-

ведение любого вектора из rP  на любой век-

тор из n rP 


 равно 0, причем r n r nP P R

  . 

Из равенства рангов матриц системы ,A  

0A  и расширенной матрицы системы  A b  

следует, что 
0 0, , rPb b f , т.е. вектор b  мож-

но представить в виде линейной комбинации 

базисных векторов 

n rU b β ,                              (6) 

где β – матрица-столбец координат вектора 

b  в базисе  1,..., ru u . 

Будем считать, что все собственные 

векторы матрицы ,A  соответствующие нену-

левым собственным значениям, принадлежат 

подпространству  .rP  

Требуется найти приближение к нор-

мальному псевдорешению * 0 A x x b  си-

стемы уравнений (4), если известна псевдооб-

ратная матрица 
0 0H A . Приближение к ре-

шению рассматриваем в среднеквадратиче-

ском смысле, т.е. считаем, что в точке * 0x x  

выполняется неравенство 

   * * 2 ,
T

абсA A   x b x b  

где 
абс  – допустимое абсолютное отклоне-

ние. Особенность поставленной задачи за-

ключается в том, что в алгоритме нахождения 

вектора *
x  используется матрица 

0H  в каче-

стве начального приближения к псевдообрат-

ной матрице .A  

Заметим, что, если известно разложение 

(5), то псевдообратную матрицу можно найти 

по формуле [4]: 
1

0

T

n r r r r nA U U 

    ,                        (7) 

где  1 1 1

1 ,...,r r rdiag    

  . Кроме того, нор-

мальное псевдорешение 0 rPx , т.е. принад-

лежит многообразию rP , что следует из сле-

дующей формулы, полученной последова-

тельным применением формул (6) и (7): 
0 1 T

n r r r r n n r n rA U U U U 

    
   x b β β ,    (8) 

где 1

r r




  β β  – матрица-столбец координат 

вектора 0
x  в базисе  1,..., ru u . 

Дополнительно, легко показать, что 
0 0 0A A AA  x x x .                (9) 

Например,  
0 1 0T T

n r r r r n n r r r r n n rA A U U U U U 

      
   x β x . 

2. Метод решения 

Как уже было сказано выше, нормаль-

ное псевдорешение системы линейных урав-

нений (4) есть решение минимальной длины 

задачи минимизации квадратичной функции 

   
21

2
f А x x b . 

Введем обозначения: 

 x r x bk k kf A     –  градиент  xf  в точке 

kx , 
1k k k s x x  –  направление спуска, 

   

 

1 1

1 .

k k k k k

k k k

f f

A A

 



    

  

y r r x x

x x s
 

Пусть матрица А  (матрица Гессе функ-

ции f ) положительно определена. В любом 

методе переменной метрики (квазиньютонов-

ском методе) последовательность приближе-

ний  kx  к точке минимума задается следу-

ющей процедурой: 

* 1 *

k k k k k k kA H    s r r , 

1k k k  x x s , 

где 1

k kH A  оценка обратной матрицы 1А  в 

точке 
kx . Для сходимости метода длина шага 

*

k  в направлении вектора 
ks  должна удовле-

творять условиям Вульфа [6, 7]. Обычно вы-

бирают  * argmink k k k
R

f H


 


 x r , т.е. как 

решение задачи одномерной минимизации 

 xf  в направлении 
ks . Разные методы пе-

ременной метрики различаются формулами 

пересчета матриц 
kH  или 

kА . При этом га-

рантируется при определенных условиях схо-

димость последовательности  kH  к 1А . 

В квазиньютоновских алгоритмах, ос-

нованных на SR1-формуле [8–31], обновление 

матриц 
kH  выполняется по формуле 

  

 
1

T

k k k k k k

k k T

k k k k

H H
H H

H


 
 



s y s y

s y y
.    (10) 

Существуют исследования [8–10], кото-

рые показывают, что в ряде неквадратичных 

экстремальных задач SR1-метод демонстри-

рует более высокие результаты, чем другие, 

более сложно устроенные методы переменной 

метрики (такие как BFGS, DFP). 

Но формула (10) имеет и свои недостат-

ки, которые отмечаются рядом авторов [11–

14]. В частности, к недостаткам относится 

возможность обращения в ноль знаменателя 
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[15] и сложность процедур предотвращения 

подобного явления.  

В настоящее время продолжаются ис-

следования, направленные на улучшение это-

го метода. Так, в работах [8–10] описываются 

свойства локальной и глобальной сходимости 

метода при решении различных задач. Ряд его 

модификаций предлагается в [17–29]. 

Применим формулу (10) для решения 

поставленной задачи решения систем линей-

ных уравнений с симметричными положи-

тельно полуопределенными матрицами. Для 

этого сделаем в SR1-методе следующие пре-

образования. Зафиксируем параметр * 1k  . 

Тогда 
1k k k k kH H   s y r . В соответствии с 

этим преобразуем формулу (10) пересчета 

матриц 
kH  и переставим местами порядок 

вычисления 
kH  и 

ks . В результате получим 

следующий алгоритм. 

Алгоритм: 

0 0 1 0 0 0 1 1 0,  ,  , ,  0H A H A k      x s b y x r y b  

2

1 1  Т

k k абс  while r r  

      
1k kH s r  

         T

k kабс
 if s y s y  

          
 

 
1 1

1 1

1

1

T

k k k

k k kT

k k k

H
H

H

 

 



 
   
 
 

r r
s r

r y
         (11) 

          
  

 
1 1

1

1

T

k k k k

k k T

k k k

H H
H H

H

 





 
r r

r y
 

      else   

          
1k k s s ,  

1k kH H   

         end if  

     1k k    

     
1k k k  x x s          

      
1 1 ,k kA  r x b  

1k k k y r r                                                       

  end while  
0

1,  .k kA H

 x x  

В дальнейшем покажем, что указанная 

модификация позволяет сохранить для СЛАУ 

с симметричными положительно полуопреде-

ленными матрицами системы основное свой-

ство методов переменной метрики – сходи-

мость к решению за конечное число шагов. 

Причем, если известно начальное приближе-

ние 0 0H A , то число шагов в данном мето-

де не превосходит ранга матрицы возмущений 
F  системы линейных уравнений (4). В ре-

зультате этого, в применении к поставленной 

во введении задачи многократного разреше-

ния уравнений движения механических си-

стем относительно ускорений, возникающей в 

процессе их численного интегрирования, дан-

ный метод сходится быстрее других методов, 

в которых не вычисляется псевдообратная 

матрица системы или не используется 

начальная оценка этой матрицы. 

Кроме того, на каждой итерации алго-

ритма (11) выполняется только две операции 

умножения матрицы на вектор, требующие по-

рядка n2 арифметических операций. В SR1-

методе вычисляются три таких произведения. 

Также в SR1-методе требуются дополнительные 

операции для вычисления длины шага *

k .  

Конечно, сокращение числа арифмети-

ческих операций не прошло бесследно. Ниже 

показано, что это привело к добавлению еще 

одной итерации для достижения псевдонор-

мального решения СЛАУ. 

Свойства алгоритма (11) в применении 

к решению СЛАУ с симметричными положи-

тельно определенными матрицами системы 

рассмотрены в работе [30]. 

Пусть теперь А  – симметричная и по-

ложительно полуопределенная матрица ранга 

r n . В первую очередь заметим, что вектор 

ks  является нормальным псевдорешением си-

стемы уравнений 
k kA s y , т.е. 

k kAs y .  

Покажем, что предлагаемая в (11) схема 

обеспечивает линейную независимость векто-

ров sk  и сходимость последовательности 

 xk  к решения СЛАУ (4) за конечное число 

итераций.  

Докажем пять вспомогательных лемм. 

Лемма 1. Если r

k Px , 
r

k Ps , то 

r

k Py . 

Доказательство 

1k k k  x x s
rP  в силу линейности 

многообразия rP . С использованием формул 

(5), (6) и (8) построим следующие последова-

тельности равенств  или 1i k k  : 

 
  ,

T

i i n r r r r n n r i n r

n r r r i n r i

A U U U U

U U

    

  

     

   

r x b β β

β β β
 

где 
i r r i

  β β β  – матрица-столбец коор-

динат вектора 
ir  в базисе  1,..., ru u .  

Таким образом, 
1, r

k k P r r , 
1

r

k k k P  y r r . 

Лемма доказана. 
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Дополнительно из леммы 1 следует, что 

все векторы ,k ks y , генерируемые алгоритмом 

(11), принадлежат линейному многообразию 
rP . Это можно обосновать следующей после-

довательностью рассуждений.  

Разложение (7) представим в виде 
1

0 0

T

n r r r r nH A U U 

       

1

1 1

0 .
r n

T T

i i i i i

i i r



  

  u u u u  

Отсюда, для любого rPx следует, что 

0

rH Px и для любого n rP 

x следует, что 

0 0H x . Из условия задачи rPb . Тогда, 

проводя вычисления по алгоритму (11), полу-

чим, что 
1 0 0 1 1 0 1, , , , ,x s y s r r

rH P . Так как 

матрица 
1H  формируется из матриц 

0H  при-

бавлением к ней матрицы диадного произве-

дения вектора 
0H r самого на себя, то матрица 

1H  обладает теми же проективными свой-

ствами, что и матрица 
0H . Можно продол-

жить аналогичные рассуждения на последу-

ющих шагах алгоритма (11).  

Таким образом, получаем, что все век-

торы , r

k k Ps y . 

Следующие леммы 2–5 в работе [30] до-

казаны для положительно определенных СЛАУ. 

Здесь доказательства лемм обобщены на случай 

положительно полуопределенных СЛАУ. 

Лемма 2. Матрицы 
1kH 
  0, 1k r  , 

вычисляемые по формулам (11), удовлетво-

ряют квазиньютоновским условиям 

1 ,  0, .k i i iH A i k

   y y s               (12) 

Доказательство  

При i k   0, 1k r   выполнение 

условия (12) можно проверить непосред-

ственной подстановкой (11) в (12): 

  

 
1 1

1

1

1 .

T

k k k k k

k k k k T

k k k

k k k k k k k k k k

H H
H H

H

H H H H A

 









  

     

r r y
y y

r y

y r y s y y

(13) 

Дальнейшее доказательство проводим 

методом математической индукции. Пусть 

,  0, 1.k i iH A i k  y y  

Тогда из формулы (11) после умножения 
1kH 
 

на 
iy  получим 

   

 

1

0.

T T

k k i k k k i

T
T T T

k i k k i k i k i

H H

H A A



 

  

    

r y s y y

s y y y y y y y
 

Следовательно, 1 ,  0, 1.k i k i iH H A i k

    y y y  

Лемма доказана. 

Лемма 3. Последовательность направ-

лений поиска  ks  удовлетворяет условиям 

   1 ,  0,1,..., 2 .k k k kE H A k r    s s   (14) 

Доказательство 

Для начала напомним, что .k kAy s  

Тогда из формул (11) следует цепочка 

равенств: 

 

 

   

1 1

1 1

1

1

,

T

k k k

k k kT

k k k

k k k k k k k

H
H

H

H E H A 

 

 



 
    
 
 

   

r r
s r

r y

s y s

 

где 
 

 
1 1

1

1

T

k k k

k T

k k k

H

H
  



 
   
 
 

r r

r y
. 

Лемма доказана. 

Лемма 4. Векторы ks  и 1ks  

 0,1,..., 2k r   линейно независимы. 

Доказательство 

Сначала покажем, что вектор 
* *

1 1 1k k kH   s r , где 
* *

1 1k kА  r x b , 

* *

1k k k  x x s , * * * *

1k k k k k kH     s r s x x , 

 * argmin k k k
R

f H


 


 x r , можно предста-

вить в виде линейной комбинации векторов 

ks  и 1ks : 

   

 

   

* * *

1 1 1 1

*

1 1

*

1 1 1 1

* *

1 1 11 1 .

k k k k k k

k k k k

k k k k k k

k k k k k

H А H А

H А

H А H H

H



 

   

 

   

  

      

    

    

     

s x b s r

s r y

s r y

y s s s

 

Но вектор 
*

1k s  A -сопряжен с ks , т.к. 

 

   

* * *

1 1 1 1 1

* *

1 1 1 0.

TT T

k k k k k k k k

T T

k k k k k

A AH H A

H f

    

  

    

     

s s s r s r

y r s x
 

Равенство нулю имеет место в силу то-

го, что в точке *

1kx   *

1k kf  x s . Сопряжен-

ные направления линейно независимы [4].  

Следовательно, используя доказанное 

выше свойство, что вектор *

1ks  представим в 

виде линейной комбинации векторов 
ks  и 

1ks , приходим к заключению, что 

kE H A E   и векторы 
ks  и 

1ks  линейно 

независимы. Лемма доказана. 
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Лемма 5. Векторы 
ks , 2, 1k r   удо-

влетворяют условиям A - сопряженности  

0,   0, 2T

i kA i k  s s .             (15) 

Доказательство 

Равенства (15) доказываются последо-

вательным применением соотношений (14) и 

(12) с учетом равенств (9): 

 1 1 1

T T T

i k i k k i k kA E H A      s s y s y s  

 1 1 1

T

k k i kE AH        y s  

 1 1 0.
T

k i i kAA 

   y y s  

Лемма доказана. 

Из лемм 4 и 5 следует, что все направ-

ления поиска 
ks , 0, 1k r   линейно незави-

симы, следовательно, векторы ky , 0, 1k r   

также линейно независимы. 

Из леммы 2 следует, что 

,  0, 1.r i iH A i r   y y           (16) 

Из рассуждений, выполненных после 

леммы 1, следует, что, с одной стороны 

, r

i r iH Py y , а  с другой, для любого соб-

ственного вектора n r

i P 

u  0r i iH A u u . 

Построим матрицу  0 1 1... ,...,n n r r nX    y y u u . 

Тогда равенства (16) можно записать в виде 

.r n n n nH X A X   

Матрица 
n nX 

 по построению имеет полный 

ранг. Отсюда следует, что 
rH A . 

Таким образом, если все вычисления 

проводились точно, последний шаг алгоритма  
1

1r r r r r rH A

    x x r x r  

приведет нас в точку 0
x , являющуюся нор-

мальным псевдорешением системы уравнений 

(4). Заметим, что в точной арифметике для 

достижения точки 0
x  в поставленной задаче 

решения СЛАУ с симметричной положитель-

но полуопределенной матрицей системы до-

статочно, чтобы 
0 0H A . 

Мы доказали, что рассматриваемый ме-

тод является конечно сходящимся. Однако 

для того чтобы использовать его в качестве 

итерационного метода решения СЛАУ, необ-

ходимо обеспечить монотонность убывания 

последовательности погрешностей решения 

 *

k x x . В этом случае решение в средне-

квадратическом смысле может быть достиг-

нуто за меньше, чем 1r   итерацию k  

( 1k r  ). 

Найдем, при каких условиях метод 

обеспечивает монотонную сходимость после-

довательностей  kH  и  kx  к A  и 0
x  соот-

ветственно. 

Введем обозначения: 

k kA H  , 
k kH A ,  

k kF A A   ,  
k kH H H   , 

где   – малый параметр, 
kF – симметричная 

матрица возмущений  0F F  . 

Обозначим через  k k kA A A     

1
k k

r

A H



    – эффективное число обу-

словленности матрицы 
kA . 

Сделаем предварительные выкладки. 

Используя свойство псевдообратных матриц, 

зафиксированное в равенстве (9), и матрич-

ный ряд Тейлора [4] для матрицы полного 

ранга  
1

k kE A F


 , можно получить следу-

ющую последовательность равенств: 

 

    

  
 

 

1

22

1

...

...

.

k k

k k k k k k

k k k k k

k k k k k k

k k k k k k

H A A F

A E A F E A F A

E H F H F H

H E H F H F H

H E H F H F H



 

 

 

 



 
  



   

    

    

    

  

 

Таким образом, возмущения прямой и 

обратной матрицы связаны следующим мат-

ричным соотношением: 

 
1

.k k k k k k kH H H E H F H F H  


       (17) 

Из равенства (17) следует, что, если мат-

рицы 
kH , 

kF  положительно полуопределены и 

имеют ранг r n , а 
k kE H F  – положительно 

определенная матрица, то 
kH  также положи-

тельно полуопределенная  ранга r n  матрица 

как произведение симметричных определенной 

и полуопределенной матриц.  

Это свойство доказывает следующая 

лемма. 

Лемма 6. Пусть 
n nС С   – симметрич-

ная определенная матрица ранга n  и 

n nD D   – симметричная полуопределенная 

матрица ранга r n . Тогда  СD  – симмет-

ричная полуопределенная матрица ранга 

r n . 
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Доказательство 

В соответствии с (5) матрицы С  и D  

допускают канонические разложения на про-

изведение 3-х матриц: 
C T

n n n n n nС U U    , D T

n r r r r nD V V    , 

где C C

n n  , 
D D

r r   – диагональные мат-

рицы положительных собственных значений,  

n nU U  , 
n rV V   – ортогональные матрицы 

нормированных  собственных векторов 
iu , 

iv .  Для простоты изложения будем считать, 

что первые r  векторов 
iu , 

iv  принадлежат 

линейному многообразию rP . Пусть 
TW U V  –  ортогональная матрица координат 

iw  векторов 
iv  в базисе  iu . Тогда матрица 

 

C T C T

C D T T

СD U U V V

U W W U

   

  
 

положительно полуопределена, если 

 C D TW W   –  положительно полуопреде-

ленная матрица. Разложим  C D TW W   на 

сумму матриц ранга 1: 

   
1

r
C D T C D T

i i i

i

W W 


    w w . 

Матрицы C D

i  положительно опреде-

лены. Легко видеть, что   

    0T C D T T C D

k k k k kW W     w w w w  

для всех 1,k r  и  

     
1

0
r

T C D T T C D T

k k k i i i k

i

W W 


    u u u w w u

 для всех 1,k r n  . Отсюда следует положи-

тельная полуопределенность матрицы СD  в 

пространстве nR  и положительная опреде-

ленность на линейном многообразии rP . 

Лемма доказана. 

Найдем явную зависимость матрицы 

1kH 
 от матриц возмущений 

k
F , 

kH .  

Для этого заметим, что 

   1
r r y s s s

k k k k k k k k k k
H H H A H A E


       

   ,s s
k k k k

H H A E H A        

    1
r s s

k k k k k k k k
H H A E H A F E


       

.r s r s
k k k k k k k k k k k k

H A H H F H H F       

Здесь использовано свойство псевдообратных 

матриц 
k k k k

H A H H . 

Дополнительно заметим, что r

k
Pr ,  и 

используя свойство (9), можно получить об-

ратное равенство: 

1
.

k k k
F


r s                          (18) 

Кроме того, 

   1

T
T

k k k k k k
H A H A


 r y s s . 

Подставим полученные соотношения в 

формулу (11) для 
1k

H


. Окончательно придем 

к следующему выражению 

  
 1

T

k k k k

k k T

k k k

H A H A
H H

A H A




 
 



s s

s s
.    (19) 

Кроме того, из теории известно [31, 32], 

что любой метод переменной метрики может 

быть сформулирован как для обратной матри-

цы 1H A , так и для прямой исходной мат-

рицы системы 0 0A A F  . Алгоритм пере-

счета матрицы приближений 
kA  к прямой 

матрице A  можно получить из формул (10) 

заменой: k kH A , k ks y , k ky s : 

  

 
  

1

1 1

1

.

T

k k k k k k
k k T

k k k k
TT

k k k kk k
k kT T

k k k k k

A A
A A

A

F F
A A

F




 



 
  



   

y s y s

y s s

s sr r

r s s s

    (20) 

Здесь дополнительно использованы равенства 

(18). Легко проверить непосредственной под-

становкой, что, если 
0 0H A , то последова-

тельности приближений удовлетворяют усло-

вию  взаимной обратимости матриц  
1kH 
 и 

1kA  :  

1 1 1 1k k k kA H A A    ,  
1 1 1 1k k k kH A H H     

и квазиньютоновским условиям  (см. лемму 1 

и формулы (12) и (9)): 

1

1

,

,  0, .

k i i i

k i i i

H A

A A i k







 

  

y s y

s y s
           (21) 

Теперь сформулируем и докажем доста-

точное условие монотонности убывания по-

следовательности погрешностей решения 

 0

k x x . 

Теорема. Если выполнены все условия, 

зафиксированные в постановке задачи, и 

 
0 0

0 0

1 1
F A

A H



  ,          (22) 

то алгоритм (11) обеспечивает выполнение 

следующих свойств: 
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1.  kH  – последовательность положи-

тельно определенных матриц по отношению 

к любым векторам 
rPη , т.е. 0T

k
H η η   

для всех 
rPη , 1,k r . 

2. Последовательности  kF , 

 kH H и  0

k x x  монотонно убывают.  

Доказательство 

Из условия (22) следует, что 

   0
0 0

0

1
min r

A
F A

A 
  


   . 

То есть спектральный радиус матрицы 
0F  

меньше, чем минимальное собственное значе-

ние матрицы 
0A . Используя это неравенство и 

каноническое (спектральное) разложение мат-

риц легко показать (аналогичными рассуждени-

ями, приведенными в лемме 6), что, если мат-

рицы F  и 
0A  имеют ранг r  и положительно 

определены на линейном многообразии rP , то 

минимальное ненулевое собственное значение 

матрицы 0 0A F  положительно и 

 0 0 0T TA A F  η η η η  

для всех 0 rP η  и 0T A η η  для всех 

\n rR Pη , т.е. условие (22) является доста-

точным условием положительной определен-

ности на rP  матрицы A  ранга r  при любом 

знаке малого параметра  . Кроме того, в силу 

неравенства (22), положительной полуопреде-

ленности матрицы 
0 0H F  (по лемме 6) и свойств 

2-норм матриц, можно выписать следующую 

цепочку неравенств: 

 0 0

0 0 0 0 max1 max
H F

H F H F


            , 

где 
max 0  – максимальное собственное зна-

чение матрицы 
0 0H F . 

Следовательно, повторяя рассуждения, 

приведенные при доказательстве положи-

тельной определенности матрицы 0 0A F  на 

линейном многообразии rP , заключаем, что   

 0 0 0T E H F η η  для всех 0 rP η .  

Это означает, что матрица 
0 0

E H F  

положительно определена на rP  при любом 

знаке малого параметра  .  

Отсюда следует, используя равенство 

(17), что матрица 
0H  также является положи-

тельно определенной на rP . 

Дальнейшее доказательство можно про-

вести методом математической индукции. 

Сначала проверим справедливость теоремы 

при 1k  . 

Заметим, что по доказанным леммам 

все направления поиска 
ks , 0, 1k r   при-

надлежат линейному многообразию rP  и ли-

нейно независимы. Следовательно, любое 

подмножество этих векторов  можно рассмат-

ривать в качестве базиса некоторого линейно-

го многообразия. Обозначим через r kP  – ли-

нейное многообразие с базисом  1, ,...,r r ks s s . 

Причем 1 2 ... rP P P   . 

Докажем положительную определен-

ность матрицы 
1

H  по отношению  к любому 

вектору 
rPη , используя равенство (19).  

Нам необходимо показать, что для всех 

0 rP η  справедливо неравенство 

  
 

1 0

0 0

0 0 0

0.

T T

T
T

k k

T

H H

H A H A

A H A


 

 
 



η η η η

η s s η

s s

   (23) 

По доказанным выше условиям знаме-

натель в формуле (23) положителен. 

Тогда, если 0  , то 

 

2

1 0

0 0 0

0T T

T

u
H H

A H A
  


η η η η

s s
, 

где 
0 0

Tu A H s η .  

Следовательно, в этом случае матрица 

1
H  положительно определена на rP . 

Пусть теперь 0  . Приведем неравен-

ство (23) к общему знаменателю и исследуем 

знак выражения, получаемого в числителе 

   2

0 0 0 0

T Tf H A H A u   η η s s  

  0 0 0

T TH A H A  η η s s  

  0 0 0 0

T TH A H A   η η s s  

  0 0 0 0
.

T
T H A H A  η s s η  
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В силу симметрии и того, что 

0
0T H η η  для всех 

rPη  и 
0

0T H η η  для 

всех \n rR Pη , матрицу 
0

H  можно разло-

жить (с помощью спектрального разложения) 

на произведения двух матриц [4, 5]: 

  1 2 1 2

0

.

T T

n r r r r n

T T

n r r n

H V V V V

C C CC

  

 

      

 

 

Тогда функцию f  можно представить в виде: 

      
2 22

0 0

T T T Tf H C A C C A  η η s η s  

   
2

0

Т
T TC C A

 


  
η s . 

Выражение  

       
222

0 0
0

Т
T T T TC C A C C A

 
 
  

η s η s  

в силу справедливости для всех , nRa b  не-

равенства Коши–Буняковского  
2

2 2 Ta b a b . 

Таким образом, окончательно получаем сле-

дующую цепочку неравенств: 

  
2

0
0T Tf H C A η η s , для всех 0 rP η  

и 
0

0s , доказывающих требуемые неравен-

ства 
1

0T H η η  для всех 
rPη . 

Теперь покажем, что 
1

0T F η η  для 

всех 
rPη  и 

1
0T F η η  для всех 

1rP η . 

Используя равенства (20), выведем явную за-

висимость матрицы возмущений 
1

F  от 
0

F : 

   
 

1 1 0 1 0

0 0 0 0
0

0 0 0

.

T

T

F A A A A A A

F F
F

F





      

 
   

 

s s

s s

    (24) 

Во-первых,  1 0 0 0 0 0 0F F F   s s s , т.е. для 

всех 
1\r rP P η  выполняется 

1
0T F η η . Во-

вторых, матрица 
0

F  является симметричной 

положительно определенной матрицей полно-

го ранга на линейном многообразии rP  и ее 

можно разложить на произведение двух мат-

риц (аналогично матрице 
0

H ): 

0
.T T

n r r n
F C C CC

 
   

Тогда при любом 
1rP η  равенство (24) 

можно преобразовать к виду: 

 0 0 0 0
1 0

0 0 0

TT
T T

T

F F
F F

F
 

 
    

 

η s s η
η η η η

s s
 

        
22 2

0 0

0 0 0

.

ТT T T T

T

С С С С

F





η s η s

s s
 

Так как векторы η  и 
0s  не параллельны, 

а матрица С  имеет полный ранг на линейном 

многообразии rP , то скалярное произведение 

   0

ТT TС Сη s  строго меньше произведения 

длин TС η  и 0
TС s . Поэтому выражение 

        
22 2

0 0 0
ТT T T TС С С С η s η s . 

Следовательно, 1 0T F η η  при любом 

1rP η , т.е. матрица положительно опреде-

лена на линейном многообразии 1rP  и поло-

жительно полуопределена на rP . Кроме того, 

из этого неравенства следует и неравенство 

для норм 
1 0

F F  . 

Дополнительно заметим, что из дока-

занных свойств матриц 
1F , 

1
H , соотношений 

(17) и леммы 6 следует, что  матрица возму-

щений 1H  должна обладать теми же свой-

ствами, что и матрица возмущений 
1F . 

Теперь докажем, что 
1 1 0 0

H F H F   

и 
1 0

H H H H   .  

Из (19) следует, что 

   

  
 

1 1 1 0 0

0 0 0 0

0

0 0 0

.
s s

s s

T

T

H H H H H H H

H A H A
H

A H A





       

 
  

   
 

 

(25) 

Легко заметить совпадение структур ра-

венств (24) и (25) для матриц возмущений 

1F  и 
1

H  . Поэтому, если повторить для 

матрицы 
1

H   все рассуждения, выполнен-

ные при доказательстве свойств матрицы 1F , 

то можно окончательно доказать, что 

1 0T H η η  при любом 
1rP η , т.е. матрица 

возмущений 1H  также положительно опре-

делена на линейном многообразии 1rP   и 

1 0T H η η  для всех 
1\r rP P η .  
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Кроме того, из равенства (25), по анало-

гии с равенством (24), следует и неравенство 

для норм 
1 0

H H     или 

1 0
H H H H   . 

Вернемся к равенству (17). Его можно 

преобразовать к виду 
k k kH HF H     

k kH F H . Подставляя последнее в получен-

ное выше неравенство для норм получаем еще 

одно требуемое неравенство:  

1 1 0 0
1H F H F   . 

Теперь осталось показать, что 
0 0

1 0  x x x x . 

Заметим, что  
0 0

1 0 0 0H    x x x r x  

 0

0 0 0H A    x x x b  

 0 0

0 0 0x x x xH A A    
 

  0

0 0 .x xE H A  
 

Следовательно, 0 0

1 0  x x x x , ес-

ли 0 1E H A  . Последнее неравенство вы-

полняется, так как в силу (9)
 
  

   

2

2 0 0 0

0

2 2

0 0 0 0

2

0 0

0

0

sup

sup

1.

T

T

T T

T

E H A F
E H A

E H A H F

H F











 
  

 
 

 

η

η

η η

η η

η η η η

η η
 

Таким образом, утверждения теоремы 

доказаны при 1k  .  

Кроме того, мы попутно доказали сле-

дующий ряд утверждений, которые необхо-

димы для дальнейшего доказательства теоре-

мы по индукции. При 1k  : 

1. 1 0T F η η  при любом 
r kP η  и 1 0T F η η  

при любом \r r kP P η , т.е. матрица положи-

тельно определена на линейном многообразии 
r kP   и положительно полуопределена на rP . 

2. 
1 1 0 0

1H F H F   . 

Если теперь принять, что эти два усло-

вия справедливы при j k , то очевидно, что 

мы можем повторить все рассуждения теоре-

мы при 1j k  , 1 1k n   . 

Таким образом, условие (22) является 

достаточным условием монотонной сходимо-

сти последовательностей норм  kF , 

 kH H и  0

k x x . Теорема доказана. 

Замечание. Дополнительно из равенства 

(25) следует то, что в процессе выполнения 

итераций по формулам (11) знаменатель 

   1

T T

k k k k k kH A H A  r y s s  никогда (кроме 

последнего шага) не обращается в ноль при 

соблюдении всех условий, указанных в дока-

занной теореме и постановке задачи. 

Приведенные выше рассуждения позво-

ляют установить еще один факт. Оказывается, 

что если матрица возмущений F  имеет ранг 

меньше r, то описываемый итерационный ме-

тод сойдется меньше, чем за  r  итераций. 

Пусть матрица возмущений 

0F A A    имеет ранг 1r   1r r n  . Обо-

значим через 1r r nP P R   линейное много-

образие векторов с базисом  
11,..., ru u , состо-

ящим из собственных векторов, соответству-

ющих ненулевым собственным значениям 

матрицы F , а через 1n r nP R

   подпро-

странство векторов с базисом  
1 1,...,r nu u , 

включающим собственные векторы, соответ-

ствующие нулевым собственным значениям 

матрицы F . Тогда   0 0u ui iA A F    и 

 0 0iA H  u  для всех 1
n r

i
P




u .  

В этом случае вычисления, выполнен-

ные по формулам алгоритма (11), в соответ-

ствии с доказанными леммами приведут к то-

му, что все векторы 
ky  принадлежат много-

образию 1rP , 10, 1k r   и линейно независи-

мы. Кроме того, согласно рассмотренной тео-

реме, все матрицы 
k

H , 11,k r  будут удовле-

творять следующим условиям: 0T

k
H η η   

для всех 1
r

Pη , 
1k k

H H


η η  для всех 

1
n r

P



η  и квазиньютоновским условиям 

,k i iH Ay y  0, 1i k  .  

Отсюда следует, что столбцы матрицы 

1r
H  можно найти из системы линейных урав-

нений  

 
1

0,r n nA H X

                    (26) 

с матрицей  
1 10 1 1... ,...,n n r r nX    y y u u .  
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Матрица системы (26) 
n nX 

 по построе-

нию имеет полный ранг. Следовательно, си-

стема (26) имеет единственное решение 

1r
H A .  

Таким образом, можно заключить, что 

итерационный алгоритм (11) при выполнении 

всех условий, указанных в постановке задачи, 

и доказанной теореме, обеспечивает сходи-

мость последовательности приближений  kx  

к точному решению 0
x  системы уравнений 

(4) за конечное число шагов, не превышаю-

щих ранг матрицы возмущений 0F A A   . 

Заметим, что при численном решении 

уравнений движения механических систем 

вида (2) обычно на каждом шаге интегриро-

вания эффективный ранг матрицы возмуще-

ний много меньше ранга матрицы системы. 

Поэтому следует ожидать, что приближенное 

решение системы уравнений (2) рассматрива-

емым итерационным методом в практических 

задачах будет достигаться за небольшое число 

итераций. 

4. Пример моделирования 

механической системы  

с дополнительными связями 

Применение рассмотренного итераци-

онного метода проиллюстрируем на примере 

моделирования динамики одной механиче-

ской системы с двумя замкнутыми кинемати-

ческими цепями, представляющей собой мо-

дель весельной лодки с механическим приво-

дом (рис. 1). 

 

Рис. 1. Модель весельной лодки 

Модель включает в себя два весла, за-

крепленные в уключинах, обеспечивающих 

угловые перемещения весел в двух плоско-

стях, и двигатель, задающий вращательное 

движение, с двумя кривошипами, соединен-

ными сферическими шарнирами с веслами. 

Система имеет одну степень свободы.  

Уравнения движения построим в форме 

уравнений (2). Для этого расцепим соединения 

весел с кривошипами. В результате получим 

расчетную схему системы с пятью степенями 

свободы, состоящую из трех тел (двух весел и 

двигателя с кривошипами), представленную на 

рис. 2. Обобщенные координаты указаны на 

рис. 1 (m = 5).  

Порядок обобщенных координат: 

 2 2 3 3, , , , .    q  

 

Рис. 2. Расчетная схема лодки 

Введем обозначения: 
0r  – расстояние 

между кривошипом и уключиной вдоль Oy1 и 

высота кривошипа, 
2 2hr O C  – расстояние 

вдоль весла от уключины до крепления с кри-

вошипом,  1 2 0 00, ,OC r r  ,  1 3 0 00, ,OC r r   , 

1 2 02OO r , 
1 3 02OO r , 

1J  – осевой момент 

инерции механизма вращения с кривошипа-

ми, 
2 3J J  – осевой момент инерции весла, 

2 3m m  – масса весла, 
2 3c cr r  – расстояние 

от уключины до центра тяжести весла. 

Вращение кривошипов обеспечивается 

внешним упруго-демпфирующим моментом: 

2 2
sin

2

2 2
1 cos ,

T
М c t k t

T T

d k t
T T



  

 

 

 

 




 


  
       

  

  
      

  

 

где T  – период оборота кривошипа, 2 T  – 

максимальная круговая частота вращения, c , 

d  – коэффициенты упругости и демпфиро-

вания. Сомножители 1 cos2k t T   и 

2 sin 2t k T t T      определяют перемен-

ную скорость вращения и введены для имита-
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ции торможения скорости вращения за счет 

сил сопротивления при погружении весел в 

воду, 1k   – коэффициент торможения. 

Переход к исходной одностепенной мо-

дели будем осуществлять наложением шести 

дополнительных связей, обеспечивающих сов-

падение координат точек 
2 2

С С  и 
3 3

С С   

соединения весел с кривошипами (n = 6). Оче-

видно, что две из них избыточны.  

Уравнения связей имеют вид: 

1 0 2 2sin cos sin 0,hg r r         

2

0
2 2 22

1 cos cos 0,h h

h

r
g r r

r
         

3 0 2cos sin 0,hg r r       

4 0 3 3sin cos sin 0,hg r r         

2

0
5 3 32

1 cos cos 0,h h

h

r
g r r

r
          

6 0 3cos sin 0.hg r r       

Компоненты системы дифференциаль-

но-алгебраических уравнений вида (2) в 

нашем случае имеют вид: 

*

11 1M J , 
* 2

22 2 2cosM J  , 
*

33 2M J , 

* 2

44 3 3cosM J  , 
*

55 3M J ,
* 0,ijM i j  , 

1 ,f М   
2 2 2 2 2sin2 ,f J       

2

3 2 2 2 2 2 2

1
cos sin 2 ,

2
cf m g r J          

4 4 3 3 3sin2 ,f J       

2

5 3 3 3 3 3 3

1
cos sin 2 ,

2
cf m g r J         

11 0 cos ,G r     
12 2 2cos cos ,hG r      

13 2 2sin sin ,hG r     14 15 0,G G   

22 2 2cos sin ,hG r      
23 2 2sin cos ,hG r      

21 24 25 0,G G G    

31 0 sin ,G r    
33 2cos ,hG r    

32 34 35 0,G G G    

41 0 cos ,G r    
44 3 3cos cos ,hG r      

45 3 3sin sin ,hG r     42 43 0,G G   

54 3 3cos sin ,hG r       
55 3 3sin cos ,hG r       

51 52 53 0,G G G    

61 0 sin ,G r    
65 2cos ,hG r    

62 63 64 0,G G G    

 2 2 2

1 0 2 2 2 2

2 2 2 2

sin cos sin

2 sin cos ,

h

h

h r r

r

     

   

         

   
 

 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2

cos cos

2 sin sin ,

h

h

h r

r

   

   

      

   
 

2 2

3 0 2 2cos sin ,hh r r           

 2 2 2

4 0 3 3 3 3

3 3 3 3

sin cos sin

2 sin cos ,

h

h

h r r

r

     

   

         

   

 2 2

5 3 3 3 3

3 3 3 3

cos cos

2 sin sin ,

h

h

h r

r

   

   

     

   
 

2 2

6 0 3 3cos sin .hh r r           

В уравнения движения в форме Ла-

гранжа 1 рода вида (2) для их замыкания ис-

пользуются дважды продифференцированные 

уравнения дополнительных связей   0g q . 

Для предотвращения ухода со связей добавим 

в эти уравнения стабилизирующие слагаемые 

по методу Баумгарта [2]: 

* *
2 0k  g g g , 

где 
* *
, k  – коэффициенты демпфирования и 

жесткости. 

Приведем значения всех конструктив-

ных параметров: 

0 0.5r  , 1hr  , 
1 1J  , 

2 3 4m m  , 

2 3 1.25c cr r  , 
2 3 13J J  , 

*
5  , 

*
10000k  , 5T  , 10000c  , 100d  , 

0.7k  , 9.81g  . 

Начальные условия: 

 0 0, 0, , 0, 0,
6 6

  
  
 

q , 

   0 0, 0, 0, 0, 0, 0q . 

Отрезок интегрирования  0,12t . 

Уравнения движения в форме (2) инте-

грировались в САВ Mathematica. Система ли-

нейных уравнений (3) для определения мно-

жителей Лагранжа решалась итерационным 

методом (11). Начальное приближение псев-

дообратной матрицы 
0 0H A  вычислялось 

встроенной процедурой PseudoInverse. 

Результаты численного моделирования 

представлены на рис. 3а, б, в. 
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a) 

 

б) 

 

в) 

Рис. 3. Результаты моделирования 

На графиках угловых перемещений 

весел хорошо заметно сымитированное 

замедление их движений при погружении в 

воду. 

На рис. 4, для примера, приведены 

графики отклонений дополнительных связей 

между одним веслом и кривошипом.  

Графики на рис. 4 показывают, что 

представленный алгоритм решения задачи 

обеспечивает хороший уровень точности в 

удовлетворении дополнительных геометриче-

ских связей на длительном промежутке инте-

грирования. 

 

Рис. 4. Точности удовлетворения  

дополнительных связей 

В заключение заметим, что в 

рассмотренной механической задаче на 

промежутке моделирования среднее число 

шагов в итерационном алгоритме (11) 

составило 1.994k  , что в два раза меньше 

ранга матрицы системы уравнений дополни-

тельных связей и в три раза  меньше их числа.  

Таким образом, результаты моделиро-

вания подтверждают описанные в статье 

свойства итерационного алгоритма решения 

систем линейных уравнений с положитель-

ными полуопределенными матрицами и воз-

можность его применения при моделировании 

динамики механических систем с дополни-

тельными связями. 

Заключение 

В статье предложена модификация об-

ратного итерационного метода Пауэлла–

Бройдена, основанного на симметричной 

формуле ранга один (SR1), предназначенная 

для решения возмущенных СЛАУ с симмет-

ричной положительно полуопределенной 

матрицей системы. Метод используется для 

решения относительно ускорений уравнений 

движения механических систем с дополни-

тельными связями при их численном инте-

грировании. Рассмотрены основные свойства 

алгоритма. 

1. Показано, что все направления поис-

ка решений – векторы 
k

s , кроме двух послед-

них, являются A-сопряженными. Два послед-

них направления на каждой итерации линейно 

независимы. Тем самым доказано, что метод 

глобально сходится за конечное число итера-

ций и точное решение может быть найдено не 

более чем за r + 1 шаг, где r – ранг матрицы 

системы. 
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2. Найдены условия, при которых метод 

локально сходится, т.е. последовательность 

приближений монотонно стремится к точному 

решению. 

3. Показано, что если матрица возму-

щений имеет ранг r1 < r, и известно начальное 

приближение псевдообратной матрицы си-

стемы, то алгоритм (11) сходится за r1 + 1 

шаг. Таким образом, приближенное решение 

возмущенной системы n линейных уравнений, 

может быть найдено с помощью алгоритма 

(11) много меньше, чем за n + 1 шаг.  

4. На одном примере проиллюстрирова-

но применение метода при интегрировании 

уравнений движения механических систем с 

избыточным числом дополнительных связей. 

Показано, что количество итераций не пре-

восходит числа линейно независимых связей 

и остается небольшим на всем промежутке 

интегрирования. 
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